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第 一 章 不 定 度 规 空间 上 几何 学 


这 一 章 将 介绍 不 定 度 规 空间 上 最 基本 的 几何 概念 。 这 些 内 容 
基本 上 是 内 积 空间 ,特别 是 Hilbert 空间 上 相应 概念 的 推广 。 它们 
不 仅 是 不 平凡 的 推广 ,而 且 也 是 今后 所 必需 的 . 


$ 1 不 定 度 规 空间 的 基本 概念 


1. 不 定 度 规 空间 
定义 1.1 设 并 是 复数 域 C 上 线性 空间 ,(: ，: ) 是 ,上 双 
线性 Hermite 泛 画 * 即 满足 
(i) 对 任何 xz, ye Do， (x, 7) 一 (y+). 
(ii) 对 性 何 a, Pf € C, xy s€ {1,, 
(ext By。 2) =atlr,2)t Bly, #2). 
称 (",* ) 是 8H。 上 的 准 度 规 , 而 称 (2 (.，)) 是 准 不 定 度 规 空间 . 
定义 1.2 设 (11,,(，,*)) 是 准 不 定 度 规 空间 ，x, ye mm 
如 果 (x,》) 一 0, 那 宋 称 * ( 按 (*,*)) 直 交 于 y, 记 为 > 上 》。 如 果 
存在 1 中 移 非 零 向 量 x, 满足 | 
(x, y) 一 0, y € 1,, (1.1) 
那 末 称 准 度 规 是 退化 的 ,否则 , 称 为 非 退 化 的 .如 果 准 度 规 (. ，. ) 
是 在 逮 化 的 , 则 称 准 度 规 为 度 规 ,相应 地 , 称 (7o, (.，')) 是 不 定 度 
规 空间 ， 
显然 ， 当 zx 直 交 于 ”时 ,? 也 直 交 于 +, 即 直 交 是 相互 的 ， 又 
如 果 (11,,《*',，*)) 是 准 不 定 度 规 空间 , 令 7, 的 子 集 
Lo 人 zz 上 ys ye€ Ho}, 
那 末 Lo 必 是 i 的 线性 子 空间 .在 商 空间 1 一 Ho/Lo。 上 ,由 (+:,:) 
可 以 诱导 出 一 个 双 线 性 Hermite 泛 消 (， ws 显然 (1 ,(…， 


* pw) 使 蚌 木 定 度 规 空间 . 

如 无 特殊 申明 , 今后 本 节 中 总 是 假定 六 是 复数 域 C_ 上 线性 空 
闻 ,(',*) 是 站 上 的 度 规 , 却 (H,《'， “ 力 是 不 定 度 规 空间 ， 并 且 常 
简写 (1 ('，*)) 为 胡 . 

2. 正 、 负 、 零 性 子 空间 

定义 1.3 设 刀 是 不 定 度 规 空间 , x 也 ,如 果 满 足 Lx, *] 守 0 
{或 (+, *) 吐 0)， 那 末 称 z 是 并 上 的 半 正 (或 半 负 ) 向 量 ; 如 果 
满足 (x, x) > 0 (或 (x, x) < 0)， 那 未 称 * 是 正 (或 负 ) 向 量 ; 如果 
(xsxz) 一 0， 那 末 称 x 是 零 狂 向 量 ， 零 性向 量 又 称 为 迷 向 向 量 . 

设 工 是 互 的 线 狂 子 空间 ,如 果 工 中 一 切 非 零 向 量 都 是 正 《 或 
负 , 或 零 性 ) 的 , 那 末 称 世 是 也 的 正 性 《或 负 性 , 或 零 性 ) 子 空间 . 
零 性 子 空间 又 称 作 迷 向 子 空间 。 如 果 工 中 一 切 向 量 都 是 半 正 《或 
半 负 ) 的 , 那 末 称 工 是 半 正 《或 半 负 ) 子 空间 .。 

设 工 是 如 的 正 ( 负 、 半 正 , 半 负 、 零 性 ) 子 空间 ,如 果 不 存在 末 
的 正 { 负 , 半 正 `\ 半 负 、, 零 性 ) 子 空间 L ', 使 得 工 是 L' 的 真子 空间 , 那 
么 称 工 是 末 的 航 大 正 ( 极 大 负极 大 半 正 \ 极 大 半 负 \ 极 大 零 狂 ) 子 
空间 。 

利用 Zorn 引 理 ， 容易 证 明 如 下 命题 ; 不 定 度 规 空间 如 的 任 
何 一 个 正 ( 负 、 半 正 、 半 负 、 芍 人 狂 ) 子 空间 工 必 可 扩张 成 如 上 一 个 
极 大 正 《 极 大 负极 大 半 正 \ 极 大 半 负 \ 极 大 零 狂 ) 子 空 间 ， 即 必 存 
在 总 的 某 个 极 大 正 《 极 大 负 、 极 大 半 正 、 极 大 半 负 、 极 大 罕 性 ) 子 
空间 L', 使 得 LCL’. 

3. 4+, 天 化 子 空 间 

定义 1.4 设 4 是 不 定 度 规 空间 是 的 子 集 . 称 盯 中 集 . 

| {xI(z, 7) — 0, 7€ A} 
为 与 4 直 交 的 集 ， 记 为 4t+。 设 鞋 是 了 的 线性 子 空间 ,如 果 工作 + 
千 {0}, 即 中 存在 非 堆 向量 与 工 中 所 有 向 量 直 交 , 那 未 称 工 是 并 
的 退化 子 空间 ,否则 称 工 是 7 的 非 退 化 子 空间 . 

显然 , 当 工 是 的 线性 子 空间 时 , 如 果 把 (',*) 限制 在 工 上 ， 
孝 末 《〈 工 。("，')) 是 准 不 定 度 规 空间 。 而 ( 工 ,《，,，)) 为 不 定 度 


» 全 e。 


规 空间 的 充 要 条 件 是 工 为 中 的 非 于 化 子 空间 . 当 工 是 正 或 负 的 子 
空 河 时 , 工 将 相应 地 按 ('…，')》 或 一 (*，*) 成 为 内 积 空间 , 当 工 是 半 
正 或 半 人 负 子 空间 时 ， 工 将 相应 地 按 ("，*) 或 一 (*，*) 成 为 准 内 积 
空间 ， 

下 列 命题 是 显然 的 ， 

引 理 11 设 果 是 不 定 度 规 空间 , 4 是 了 的 子 集 ， 工 ,，M 都 是 
呆 的 线性 子 空 间 , 那 末 
人 妨 是 厅 的 线性 子 空 间 。 

《ii) LCLYH( 这 里 表示 (LL*) 二 。 

(iiiy》 当世 是 正 《或 负 ) 子 空间 时 , 工 必 是 非 退 化 的 . 

(iy) 当 MCL 时 ,ML 一 工 上 . 

定义 15 设 工 ，I, 是 不 定 度 规 空间 的 两 个 线性 子 空间 ， 
如 果 对 一 切 me 工 ij 一 1,2， 都 有 (zz) 一 0 那么 称 LI; 相互 
直 交 , 记 为 二 :上 工 :。 称 线性 子 空间 节 一 { 十 x2|xi € Li, 1 一 1, 21 
是 了 上 ,二 的 线性 和 ， 记 为 工 一 LL， 如 果 工 站 Li 一 40},， 称 
工 一 工 :十 户 是 上 工 ; 的 直接 和 。 直接 和 常 表示 为 工 一 上 ,十 
Ly 如 果 工 ,上 Ls 并 且 蕊 人 Li 一 40}, 称 工 一 工 十 攻 是 LL, 工 
的 直 交 直接 和 ， 直 交 直 接 和 常 表示 为 L = L, 引 I 

引 理 4.2 设 工 ,, 工 ,是 不 定 度 规 空间 开 上 讽 个 线性 子 空间 ， 
如 果 丈 一 工 : 十 工 ， 并且 工 , 工 Li 那 末 刀 一 工 : 息 民 ， 并 且 六 一 
L, Lt = LL (WL = Li = 1,2). 
| 证 证 明 二 NN La == {0}, 性 取 x€ NL, 根据 工 , 荆 工 ; 的 假 
设 , 所 以 - 
rx] LL,*1Li, (1.2) 
从 而 * 上 上 1。 在 不 定 度 规 空间 中 ,与 全 空间 吉 交 的 只 有 零 向 量 ， 所 
以 x 一 0. 

既然 二 :有 工 ; 一 {0}), 所 以 HH- LOE. 又 显然 ,世人 工 :。 

现在 证 明 Lt+。 任 取 x*&《 Lt, 根据 分 解 开 一 L,BL,, 必 存 
在 唯一 一 对 +i €E 上 i, 7 一 1, 2, 使 得 x 一 x 十 由 于 xz | 工 , x 
上 上， 所 以 =* 一 + 上 上 LI， 又 因为 x4€ 荆 ， 所 以 #4 上 工 , 从 而 
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上 力 , 办 此, 只 及 一 0, 见 + 一 x%&L。 这 就 是 说 ， LCL, 但 
上 面 已 证 明 Lt 必 Is, 从 而 Lt 一 志 。 

同样 可 证 明 Li 一 ,证 毕 ， 

对 于 准 不 定 度 规 空间 (6,("，*),)，3 引 1 理 1.2 的 结论 一 般 不 
成 立 ， 下 面 是 一 个 例子 . 

例 直 1 设 晶 |, H-, Ho, 是 三 个 Hilbert 空间 , 内 积分 别 为 [*， 
+， [*,*]_-，[*,*Jo。 并 且 dim 之 2 用 如. 表示 号， H_, Hl 
的 形式 线性 和 全 体 所 成 的 线性 空间 ,在 1 上 作 双 线性 可 srmite 泛 
函 如 下 :对 任何 +4, yx4 € His xos yo€ Hi, 

(x 二 二 和 十 十 6) 一 一 [x-,》-]- 

十 [x+ +l+, {1.3) 
显然 (1,(*，,*)) 成 为 准 不 定 度 规 空间 、 对 Hilbert 空间 ,全 
作 分 解 : Hs 一 本 名 加 这 里 全 是 Hilbert 空间 H, 的 直 交 和 《 即 按 
L.'， "的 直 交 ), 并 且 dimHi 人 3 0, i 一 1,2. 在 1 上 分 别 作 工 ,二 
H+ 十 Has Li 一 H- 十 Hi, 由 此 可 知 工 ,关于 (",*) 是 直 交 的 ， 
即 工 上 LL, 又 由 于 工作 一 10}, 所 以 了 一 工 由 蕊 是 (Go (*， 
')o}) 上 直 交 直接 和 。 但 是 容易 证 明 Li 玫 H+ 二 工 ,Li 二 
HtH <L, 

在 本 书 中 ,不 定 度 规 空间 中 的 罕 规 常用 圆 括号 (+，- ), 而 出 现 
辅助 的 Hilbert 空间 中 的 内 积 常 用 方 括号 [*,，'], 而 记号 上 ,个 常 
表示 按 不 定 度 规 的 直 交 , 直 交 直接 和 ; 如 果 出 现 Hilbert 空间 的 直 
交 , 直 交 和 时 ,为 了 避免 记号 上 复杂 化 ,我 们 仍 用 上 ,四 . 这样 用 是 
可 以 的 ,因为 都 表示 “ 直 交 ”,“ 直 交 直 接 和 ”。 在 具体 场合 究 沈 是 按 
不 定 度 规 空间 ,还 是 按 Hilbert 空间 ， 常 在 行文 中 加 以 交待 。 读 者 
务必 和 留心， 


$2 完备 的 不 定 度 规 空间 及 其 拓扑 


在 本 节 中 将 要 介绍 特别 重要 的 一 类 不 定 度 规 空间 一 一 完备 的 
不 定 度 规 空间 。 本 书 的 算 于 理论 就 是 建立 在 这 种 空间 上 的 ， 


1. 完备 的 不 定 诬 规 空间 的 定义 
定义 21 设 (H,(*,*)) 是 不 定 度 规 空间 ， 如 果 存 在 用 的 
正 子 空间 Ns 负 子 空间 8-_, 使 得 
I = H_@H,, {2.1) 
并 且 (:,*) 限制 在 恕 :上 了 时，(H4，(*，'*)) 成 为 Hilbert 空间 ; 而 
一 (*，*) 限制 在 遇 _ 上 时 , (8#-, 一 (',，*)) 也 成 为 Hilbert 空间 , 那 
末 称 果 为 完备 的 不 定 度 规 空间 ?， 而 称 分 解 (2. 1) 是 末 的 正则 分 
解 。 
显然 , 淄 互 - 一 {0} 时 ,完备 的 不 定 度 规 空间 就 是 通常 的 Hilbe- 
nt 空间. 同样 , 当 矿 - 一 40} 时 , (一 (*、。*)) 也 是 Hilbert 空间 . 
所 以 ,今后 所 讨论 的 不 定 度 规 空间 ， 总 是 假定 昌 : 送 10}。 并 且 假 
定 dimH.-., dimH} 中 至 少 有 一 个 是 无 限 大 《两 者 都 有 限 的 空间 属 
于 线性 代数 范畴 ). 
关于 完备 的 不 定 度 规 空间 的 定义 ， 在 某 些 文献 中 经 常 采 用 下 
面 两 种 等 价 的 定义 方式 4，B 之 一 。 
A. 设 昌 |，H- 是 两 个 Hilbert 空间 ，[…， i 3 分 别 
是 呈 ， 召 -的 内 积 , 了 一 日 - 十 H; 是 形式 线性 和 , 在 了 上 定 广度 
规 (…，') 为 
(xz 十 xi 十 9 一 一 [zy_ ,7 1] 十 [zt yt]+, (2.2) 
其 中 xz， ?yes。 称 (1 ，')) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 . 
B。 设 采 是 Hilbert 空间 ,[',*] 是 有 本 上 内 积 。 又 设 P 为 万 
上 任 一 个 非 零 但 也 不 是 单位 算 子 工 的 投影 算 子 ， 在 如 上 定义 度 
规 (…，") 如 下 
(x。y) 一 [Jx，?]，x， yc 刀 ， (2.3) 
其 中 了 = Pi 一 P,P 一 1 一 P:。 称 为 度 规 算 于 , (17,(*,*)) 
为 完备 的 不 定 度 规 空间 . 
本 书 中 只 在 个 别 场合 采用 4 或 8 式 定义 ， 
显然 ,(2.3) 中 J 是 Hilbert 空间 (17,[，,*]) 上 自 共 罗 的 西 算 
1) as 这 可 参考 下 面 完备 不 定 度 规 空间 上 拓扑 这 一 小 节 《〈 本 节 
有 。 


子 , 即 了 一 7 各 ,大 一 /又 量 然 ,如果 将 (2. 3) 式 中 了 换 成 Hith， 
et 空间 (全 , [*，*1) 上 有 界 自 共 罗 算 子 4, 并 且 0 是 4 的 正则 点 
( 即 4 也 是 ( 肛 , [*，*]) 上 有 界 算 子 ) 时, 由 (2.3) 产生 的 (77， 
(",*)) 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

对 于 一 般 的 不 定 度 规 空间 (了 ('，.))， 未 必 有 正则 分 解 
《2.1). 这 种 空间 的 结构 (特别 是 与 拓扑 相 联系 的 几何 结构 ) 比 完备 
的 不 定 度 规 空间 的 结构 更 为 复杂 ， 因 而 它 上 面 的 算 子 理论 更 是 难 
于 展开 。 有 意义 的 结果 几乎 一 个 也 没 采 。 关 于 一 般 不 定 空间 的 结 
梅 的 讨论 以 及 在 什么 条 件 下 才 具 有 有 上述 正则 分 解 〔 即 成 为 完备 的 
不 定 度 规 空间 ) 可 见 了 Bognir 的 著作 (文献 111}。 本 书 中 主要 讨 
论 完备 的 不 定 度 规 空间 上 算 子 ， 所 议 有 关 一 般 不 定 度 规 空间 的 结 
构 不 准备 涉及 ， 

2 诱导 内 积 

定义 22 设 (,(*,*)) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , 刀 一 已 - 
命 H; 是 一 个 正则 分 解 。 对 x+, ?76 并, 有 唯一 分 解 z 一 zt 十 x+yy 
yr J EHz, 在 全 上 引入 新 内 积 (容易 验证 它 是 内 
积 ) 
fx, y] — —(x-, $y_) + (x;, y+), (2.4) 
称 [，,，*] 是 由 正则 分 解 7 一 8-BH4 诱导 (或 产生 ) 的 内 积 . 记 
1',，*] 导出 的 了 上 范 数 为 

x 一 [x, x]$, x6 万. (2.5) 

显然 ,如 果 ( 采 ,(.,:)) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , 17 = FH- 信 
了 :是 一 个 正则 分 解 , 由 诱导 内 积 1:，*] 得 到 的 (7, [+*,，*]) 不 仅 
是 内 积 空 闻 ,而 且 是 Hilbert 空间 . Hz 还 是 (了 , [*，*]) 的 闭 子 空 


间 。 如 果 用 'Pa 分 别 展示 Hilbert 空间 ( 末 , [*,*]) 在 Hi 上 投影 
算 子 ， J 一 P+ 一 P_, 那 末 (2.4) 还 可 以 写成 
[x, ?] = (Jx, 7) = (x, 1)). (2.6) 


按照 定义 ， 对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 至 少 有 一 个 正则 分 解 


1) 4* 表示 Hilbert 空间 上 线性 算 子 4 的 共 固 算 子 ， 


一 


(2.1). 根据 这 个 正则 分 解 的 诱导 内 积 [*,，*], (7, [:,*1)( 或 
(如 ,由 上》 成 为 Hilbert 空间 ,从 而 了 上 有 了 拓扑 。 这 个 拓扑 记 为 
.5 玉 , 从 形式 上 进 , 它 依 赖 于 也 的 正则 分 解 ,但 在 下 一 小 节 我 们 将 证 
明 拓扑 天 不 依赖 于 妃 的 正则 分 解 的 选取 。 换 名 话说 ，. 玉 是 完备 
不 定 度 规 空间 自身 决定 的 .这 样 ,在 完备 不 定 度 规 空 间 上 可 以 引 人 
集 的 “有 界 ”、 “极限 ”、“ 连 续 ”、“ 闭 ”等 等 概念 ,这 和 通常 Hilbert 空 
间 一 样 ,不 再 一 一 加 以 具体 定义 ， 
注意 到 三: 一 J]，(2.6) 等 价 于 

(x, 7) 一 [rs Jy] 一 [7x, 7y]， (2.7) 
因为 /是 (7, [*, "]) 上 有 界线 性 算 子 , 所 以 (-，') 是 按 [，'] 
的 连续 双 线 性 泛 函 . 因为 (1 (-，.)) 上 丘 杆 总 是 取 为 ["。*] 所 
生成 的 拓扑 ,所 以 又 可 以 说 度 规 (-,，, ) 必定 是 完备 不 定 度 规 空间 
(2,(.，')) 上 二 元 韦 续 函数 . 

引 理 21 设 4 是 完备 不 定 度 规 空间 上 的 子 集 , 那 未 4+ 必 
是 也 的 闭 线性 子 空间 

证 按 定 义 
| At= {ri(r, 7) = 0, y€ 4)}. (2.8) 
由 于 (x, y) 是 二 元 连续 函数 ， 从 (2. 8) 可 知 4+ 是 闭 集 ,证 毕 . 

推论 2.2 设 工 ,, 二 :是 完备 不 定 度 规 空 间 只 上 两 个 线性 子 空 
闻 , 上 上 Ls 并 且 症 一 工 十 工 : 那 末 工 ， 工 : 都 是 闭 子 空间 . 

证 根据 引 理 1.2, zt 一 也 7 一 工 。 由 引 理 2. 1 立即 得 
到 工 ，LF: 都 是 闭 的 证 毕 . 

设 4 是 完备 不 定 度 规 空间 厅 的 子 集 ， 用 甩 表 示 4 的 闭 包 ， 
span{ 4 } 表 示 由 4 生成 的 线性 子 空间 , span{ 4} 表示 由 4 生成 的 闭 
线性 子 空间 ,显然 2 span {4}. 

推论 2.3 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 了 的 子 集 , 那 么 

ACspan {A}C A, {2.9) 

证 因为 ACAL, 所 以 span {A}CA 下 ,又 因为 41+ = (A417)+ 
是 闭 的 ,所 以 span {4}CA4++, 即 (2.9) 成 立 . 证 毕 . 

显然 , 完备 的 不 定 度 规 空间 肛 中 的 正 子 空间 的 闭 包 必定 是 半 


® 7 + 


正 子 空间 ; 负 子 空间 的 团 包 是 半 负 子 空间 ;退化 子 空间 的 闭 包 仍 是 
退化 的 ， 

下 面 的 例子 说 明正 子 空间 的 闭 包 确 实 可 以 不 是 正 的 ， 而 只 能 
是 半 正 的 . 

例 21 设 厅 一 1 人 名, 太一 了 ,[*:，*']4 分 别 表示 嫉 的 内 
积 .4et},《e7} 分 别 是 14, !- 中 完备 就 范 直 交 系 .上 度 规 (*,:) 
取 为 

(xxis yy) = [x y_]_ + [ri, Yi]+s 


二 Yi4 Ed. 


念 呈 一 oe 十 圭 十 Th {i=1, 2,.*'),L = span{ x |: 之 1}. 显 


然 志 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了 7,(，，*)) 的 正 子 空间 . 记 上 et 十 弛 
为 z; 令 [.，.] ,| 为 正则 分 解 了 一 1.B1; 所 诱导 的 内 积 和 苑 
数 ;由 于 


lx; 一 zl = [x — 2, +:— #] -5 (2.10) 


所 以 im «~ 4, 即 xe 工 .但 < 是 零 狂 向 量 ， 所 以 , 工 是 半 正 的 ， 
而 非 正 的 ， 

3. 拓扑 .J。 一 般 说 来 , 在 一 般 不 定 度 规 空间 上 引信 拓扑 是 困 
难 的 , 对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 /7， 根 据 正则 分 解 就 可 在 /7 上 引 
入 拓扑 。 显然， 完备 的 不 定 度 规 空间 可 以 有 很 多 的 不 同 的 正则 分 
解 ,下 面 就 是 一 例 ， 

例 2.2 类 似 于 例 2.1, 取 用 一 1_@14. 今 再 作 并 的 另 一 个 正 
则 分 解 如 下 ; 令 


= {a C2ef 十 er 3 十 > dres 
i=2 


Dlal < 0}, 
i=1 


六 一 {a 二 2er)1W3 + Dober | Disp < |. 
fal iol 
下 面 分 四 步 来 验证 盯 一 /Bl 成立, 并 且 是 他 的 正则 分 解 。 


(i) 显然 ,上 是 线性 子 空间 ,并 且 对 任何 非 零 一 a1 (2 扩 十 
A ei 
i=2 


(0 = Dlab>o, 


即 六 是 正 子 空间 。 令 :xz > (a 61s" go …), 易 知人 是 内 积 
空间 (下 ,《'，*)) 到 Hilbert 空间 的 保证 同 构 ， 了 从而 如 按 (',:) 
是 Hilbert 空间 。 

Gii) 类 似 可 证 记 按 一 (.。.) 也 成 为 Hitbert 空间 。 

(iii) 由 于 

(2et 十 ei) 3 上 er， 1 一 2。3 
(et + er 3 L(t t+ 2 3, 

由 此 得 到 (2et 十 er) /VY 3 上 !-。 再 注意 到 cf 1 (i 一 ?2,3,…)， 
因此 于 上 关 ， 

(iv) 又 显然 有 了 一 六 十 天 ,并 有 旦 守信 有 一 10)}。 

由 上 述 (i) 一 (i,) 和 引 理 1.2, 立 即 可 知 = 江 命 全 也 是 正则 
分 解 。 

设 员 一 HLDBHi(i 一 1, 2) 是 两 个 正则 分 解 , 电 它 们 导出 的 内 
积 `\ 范 数 分 别 记 为 [.，]， 有 小 .一 般 说 来 ,不 可 能 成 立 上 z=|xijl;， 
x€ 开 .例如 , 在 例 2.1 和 例 2.2 中 的 两 个 正则 分 解 所 导出 的 范 数 
分 别 记 为 下 显然 ， 


et = 1, (2.11) 
由 地 
+ 2 Ziti 1er 十 2e， (2.12) 
NB 
立即 得 到 
letll; 一 上 (2.13) 


现在 我 们 要 证 明 完 备 的 不 定 度 规 空间 的 任何 两 个 正 贴 分解 所 
导出 的 范 数 必 是 等 价 的 。 为 此 , 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 24 设 采 一 HLH$ (i = 1,2) 是 两 个 正则 分 解 ， 那 
未 . 
dimHY 一 dimH?, 
证 令 P 为 刀 在 下 上 的 投影 算 子 , 即 当 * 一 x 十 +}, x 
Hz 时, Px 一 x-。 容易 直接 验证 对 一 切 x, YE 站， 
(Pr, 7) = (x, Py). (2.14) 
再 证 网 
PE 一 HH. (2.15) 
这 里 的 闭 包 是 相对 正则 分 解 厅 一 于 四 下 所 导出 的 范 数 |. 取 
的 。 
事实 上 ,如 果 有 es<0ee 下 GPE ,那么 < 必 是 人 负 向 置 ,而 且 
{ce, Pr}= 0, x€H’, 
但 是 (ce,x) 一 (Pe, x) 一 (ce, Px), 所 以 对 一 切 x€ H*, (e, *)=0, 
从 而 ee 到， 这 又 和 = 是 负 向 量 相 矛盾 ， 从 而 《2,15) 成立 。 由 
(2.15) 易 知 dimHt! < dinH?.，, 
对 调 下 ,五 的 地 位 ,立即 可 知 dimHl 一 dimH2. 
局 理 可 以 得 到 dimH 一 dimH4。 证 毕 、 
定理 25{ 范 数 等 价 定理 ) 设 一 HiDHi (i 一 1,2) 基 两 
个 正则 分 解 、 由 这 两 个 分 解 所 导出 的 范 数 分 别 记 为 [ll (i 一 1， 
2), 那 末 必 存在 常数 M, m,，M > m 之 0, 使 得 
如 | lh Mir, xen. 
证 没 和 cii4eE A), { 玉 1n€E 人 一 1 2) 分别 是 玫 -, 于 中 
完备 就 范 直 交 系 .. 作 有 一 林 的 算 季 如 如 下 : 对 任何 刀 中 的 向 量 


xz 一 ec Dy bfs, By al + 2D) lel’ < co， 
i 李 FE 
规定 | 


1 HLOPHI 表 示 Hilbert 空间 (于, 一 《*，* )) 的 线性 空间 PH3 的 直 交 于 空间 . 


” 0 = 


bz 一 人 ooc 二 SI PopD。 (2.16) 
显然 ,UU 是 亲 到 上 的 线性 双 射 ,而 且 当 x*,y€ 末 时 ， 
(Ux, Uy) = (x, ,Url = lx, (2.17) 
令 [，'] 表示 相应 于 如 一 HLOBH' 的 内 积 , PB 是 Hilbert 空 
闻 (7， [在 玖 上 的 投影 , 厂 一 玫 一 严 ， 利 用 万 是 ( 刀 [-， 
"] 站) 上 的 自 共 斩 , 西 算 子 , 立 即 有 ; 对 任何 *,yE 站， 
[Uzx, yl 一 《Try)y = (Uz, TU-Y) 
= (rr, Uy) = Lx, UY],, (2.18) 
令 z 一 Jy, 注意 到 万 ' 一 乒 , 由 (2.18) 得 到 
[Ux, zs]: = [x, Doz] xz EH, | 
这 就 是 说 , 定义 在 整个 Hilbert 空间 ( 林 , [*,:];) 上 的 线性 算 子 
忌 的 共 珀 算 子 是 P0-7P 但 六 -网 已 经 是 定义 在 全 空间 (有 [.， 
“]) 的 算 子 ， 所 以 27- 是 定义 在 全 空间 的 闭 线性 算 子 .根据 闭 
图 象 定 理 、J.U™'J 是 (有, [*,，*],) 上 有 界 算 子 . 利用 大 是 (7 
【*，*]:) 上 西 算 子 以 及 逆 算 子 定理 ,UU 便 是 (7, [*,* 1) 上 有 界 算 
子 。 因 此 ,对 乍 何 x€ 7， 
js 由 一 lxll < ID. 
这 说 明 |.4 强 于 | 省. 
同样 可 证 | * 员 强 于 l* 中 .证 毕 . 
依据 范 数 等 价 定 理 ,今后 在 讨论 与 拓扑 有 关 的 性 质 时 ,将 可 自 
由 地 采用 一 些 特定 的 正则 分 解 。 
设 上 了 一 HLOH4 (一 1, 2) 蚌 两 个 正则 分 解 、|* 员 为 要 应 的 
范 数 , 称 
= sup 人 由 


= lIxlls 


1》 实际 上 ,这 里 所 作 的 算 子 U 是 完备 的 不 定 度 规 空间 有 上 的 西 算 于 (参见 第 二 章 
$2). 
"ll* 


为 这 两 个 正则 分 解 的 范 数 比 ， 有 关 丰 的 精确 表达 式 将 在 第 四 章 
i 


$3 子 空间 的 结构 


这 一 节 主 训 讨论 完备 不 定 度 规 空间 的 线性 子 空间 的 结构 ,为 
进一步 讨论 算 于 作 准 备 . 讨 论 的 方法 是 用 通常 Hilbert 空间 上 线性 
算 子 的 性 质 来 描述 子 空间 的 结构 . 

1. 线性 子 空间 上 4 

定义 3.1 设 古 一 恕 -的 H.; 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17,(-， 
")) 的 一 个 正则 分 解 。 又 设 4 是 Hilbert 空间 (HH_, 一 (.，,)) 到 
Hilbert 空间 (Hi,(*,:)) 的 线性 算 子 , 它 的 定义 域 、 值 域 分 别 为 
B{4)， 弛 (4), 上 的 线性 子 空间 

L={r+ Arlxé€ BW(A)} (3.1) 
称 做 由 算 子 4 导出 的 线性 子 空间 , 常 记 上 为 上 4. 

如 果 将 好 中 向 量 > x- 十 XXX € H4) 与 H_ Xx 五 + 中 的 商 
量 {x-, x4} 根 对 应 ,并 在 吾 - X 吾 ; 上 损 定 内 积 为 

[{r_-， x+ {Fs ?4 一 一 (xs- 9 ) (x+ $+). (3.2) 
显然 ,由 正则 分 解 也 一 妃 - 红 二 所 息 出 的 也 上 内 积 [.， .1 有 

[x- + xis yt yl =) 
一 [{x-， x+}> {y_， y+}]. (3.3) 
由 此 可 知 Hilbert 空间 (77, [.， .1) 与 Hilbert 空间 (H_ Xx H,,L.， 
"]) 保 距 同 构 。 今后 常 不 区 分 (17, ]) 与 (8H-xH,,[.,"1), 
从 而 向 量 * 一 x-_ 十 +}, 又 可 写成 x 一 {x_,x+}。 这样 ,由 (3.1) 可 
知 :由 算 子 4 导出 的 线性 子 空间 Ly 就 是 4 的 图 象 64 (或 GA)): 
Gy 一 {{z，4zylxze BA)} 
= {rT Ar|xt D(A)} = Ls, (3.4) 

引 更 3.1 下 列 命 题 成 立 ， 

0) LL4 为 上 半 负 ( 半 正 ) 子 空间 的 充 要 条 件 是 : 4 是 Hily- 
ct 空间 (有 ,一 (，.)) 到 Hilberr 空 间 (3 人，.)) 的 压 次 ( 伸 
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长 ) 算 子 ， 

(i 让) Lz 为 并 上 人 负 ( 正 ) 子 空间 的 充 要 条 件 是 : 对 任何 0 所 、 

(¢€ D(A)), 
4x < rllAxl > llxll), 

(二 ) Lh 为 的 闭 线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 4 是 闭 算 子 。 

证 (i)，(ii) 痢 是 显然 的 . 只 要 注意 到 完备 的 不 定 度 规 空间 
(7, 《+:,*)) 的 闭 线性 子 空间 就 是 Hilbert 空间 (77, [*，*]) 的 闭 
线性 子 空 他 ,因而 也 就 是 G4 是 ( 吾 - Xx 瑟 |,【*,']) 的 闭 线 性 子 空 
间 。 所 以 Lz 是 闭 线 性 子 空 间 等 价 于 4 是 闭 算 子 . 证 毕 . 

2. 极 大 兴 负 ( 半 正 ) 子 空间 ”现在 我 们 来 证 明 必 可 用 Ls 来 
表示 完备 的 不 定 度 规 空间 上 的 极 大 半 负 ( 半 正 ), 极 大 人 负 ( 正 ) 子 
空 向 等 . | 

引 理 3.2 ”在 完备 的 不 定 度 规 空 间 上, 下 列 命题 成 立 : 

《i) 极 大 半 负 ( 极 大 半 正 ) 于 空间 必 是 闭 线 性 子 空间 ， 

(ii) 工 z 为 如上 极 天 半 负 子 空间 的 充 要 条 件 是 ,4 是 纺 (4)= 一 
瑟 - 的 压缩 算 子 . 

(ii Lz 为 了 上 极 大 负 , 闭 的 子 空间 的 充 要 条 件 是 多 (4) 一 
理 -, 并 且 对 任何 0 x (€ B(4)), |Axl < 下 xl。 

《iv)》 如 果 工 是 如 的 极 大 半 负 子 空间 ，, 那 末 必 存在 4: 已 -一 
B+， 4 是 玫 (4) 一 万 -的 压缩 算 子 ,使 得 世 一 Ls. 

(v) 如 果 工 是 的 航 大 负 , 闭 的 子 空间 , 那 末 必 存 在 4;H- 一 
Hi, 4 满足 名 (4) 一 H-, 并 且 上 上 4x < 和 zz 关 0)， 使 得 L 一 
La. 

证 (i) 因为 半 负 子 空间 的 闭 包 仍 是 半 负 子 空 体 ， 所 以 一 个 
半 负 子 空间 ,如 果 它 是 极 大 灶 负 的 ,就 必然 是 闭 的 ， 

同样 , 极 大 半 正 子 空间 也 必 是 闭 的 ， 

{ii) 如 果 工 4 是 开 的 极 大 半 负 的 。 那 末 由 平 负 竹 可 知 ， 对 和 任 
何 x& 多 (4), 

1 4zll < lxll. {3.5) 

现 证 多 (A4) 在 Hilbert 空间 (五 -, 一 ('，*)) 中 稠密 ， 如果 不 
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对 , 必 有 非 零 z+- H_- 日 多 (4), 从 而 对 任何 x& 绾 (4)， 
fx x+ Ar)} =— (xr_, +)} + (rx., Ar) = 0, 


即 x- LIL4。 因 为 *- 是 从 向 量 , 易 知 元" 一 span {x-,。 上 Lx} 好 4， 
并 且 ZL’ 是 半 负 的 .这 与 Lj 是 极 大 半 负 的 假设 相 饿 盾 。 所 以 
多 (4) 在 (8H-, 一 (*，*)) 中 稠密 。 

由 于 工 4 基 极 大 半 负 的 , 由 《0 可 知 工 4 是 闭 的 。 再 根据 引 理 
3.1, 4 是 闭 算 于 。 但 4 是 稠 定 、. 正 纪 [了 胸 (3.5)] 算 子 , 所 以 

D(A4) 一 及-. 

反之 ,从 4 的 压缩 性 可 知 L4 是 半 负 的 。 如果 上 4 不 是 极 大 半 
负 的 , 那 末 必 有 半 负 子 空间 L' 宇 Ly 任 取 x EL 了 ,xeLzs 记 xz 一 x*_ 
二 x+ 【x4 EH4)。 由 于 儿 (A) 一 站， 所 以 rz 十 4xr_.€ LCL, 
因 市 正 向 量 x+ 一 Az- 一 (x 十 x+) 一 (x 十 4x-)€ LL', 这 与 
是 半 负 的 假设 相 冲 突 。 所 以 Ls 是 航 大 半 负 的 ， 

(i 的 证 明和 (i 相仿 ,只 不 过 将 (3.5) 换 成 


Hz < xi, x€H-. (3.6) 


(iv) 对 和 任何 xE 工 ， 必 有 了 唯一 XE 二 #4, 使 得 x 二 OY- 十 ++, 或 
.+ 一 {x+-, x+}， 由 于 工 是 半 负 的 ， 所 以 工 中 不 存在 形 为 {0 , +,} 
(x+ 守 0) 的 向 量 . 由 于 工 是 线性 空间 ,所 以 存在 某 个 线性 算 子 4: 
98. 一 H;, 使 得 工 是 4 的 图 象 G4, 而 


BA {x |{r ,x1} EL), 


基 工 一 L4， 再 利用 已 经 被 证 明 的 (ii), 立即 得 到 (iv) 的 结论 。 

(Y) 与 (iy) 相仿 ,并 利用 (证) 立即 可 证 。 证 举 . 

对 于 极 大 半 正 或 极 大 正 并 且 闭 的 子 空间 完全 有 类 似 于 入 ) 一 
的 结果 。 不 过 算 子 4 应 是 Hilbert 空间 (H,,【〔(':， » 到 (8H-， 

> -)) 的 线性 算 子 。 

i 然而 极 大 负 的 子 空间 未 必 都 是 
闭 的 ;下面 是 一 例 ， 

例 3.1 设 厅 =1.B1, 12==P[*，:]s 是 4 的 内 积 ,和 上 度 
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规 为 (+。，)， 由 正 分 解 了 二 1_ 甸 7; 所 产生 的 内 积 为 【*,*]. {7)， 
{c(i 一 1, 2，,，……) 分 别 是 4, 1_ 的 完备 就 范 直 交 系 . 令 x 一 et 十 
cy 14 一 span {cf |i 尖 2}. 又 设 了 是 全 Hilbert 空间 世上 定义 的 
无 界线 性 泛 函 ， 作 7 的 线性 子 空间 

L—{xr+f(x)z|re!}, (3.7) 


现在 证 明 工 是 的 极 大 负 子 空间 ,但 不 是 闭 的 . 
当 zx 一 0G 时 , 1(0) 一 0。 当 x 是 汉中 非 零 向 量 时 ， 
(xt f(r) sr tf (rz) = —[r, +]- < 0, 

所 以 工 是 下 的 负 子 空间 ,由 于 是 1 上 无 界 的 ,所 以 存在 x。€ 放 
(> 一 1, 2,.…*), 使 得 

f(xe) 一 ,lxol = [ro, #0] SE 1 n= 1, 2 。 (3.8) 
因为 {x4 十 开 x,)z}CL， 由 (3.8) 易 知 {x 十 (xo) z} 按 完备 内 
积 空 间 的 拓 挤 收 伊 于 x ( 邑 按 [，，*] 收 合 于 *). 显 然 z EL, 所 以 工 
不 是 下 的 闭 集 。 一 下 的 只 要 证 明 工 是 极 大 负 的 就 可 以 了 . 如 果 不 
是 , 必 有 了 如 的 负 子 空间 L' 寻 LL， 任 取 y€ LyEL, 设 yy 一 入 十 
acf 十 beT 十， 入 € 有 ;因为 六 十 了 (六 )5E 世 所 以 


0 关 》 一 《二 十 所 六 )z) 一 
y+ act + ber CO— f(y)s EL', {3.9) 
显然 
4et TT be — f(y )z 0, (3.10) 
否则 在 上 " 中 将 含有 正 向 量 业 , 这 与 假设 工 ' 是 负 的 冲突 ， 记 (3.9) 
式 右 边 向 景 为 有 
ht eett+ per, o—a—f(y),p—= 2 —1(y), 
显然 也 不 会 出 瑰 o 一 如 关 0 (否则 上 是 半 正 的 )， 作 向 量 
ha—=h— P(r tt f(x) x) 
= y+ (a— et — px,, (3.11) 


申 (3.8) 易 知 充分 大 的 = 以 后 , 和 是 正 向 量 , 这 又 与 L' 是 负 子 空 
间 的 假设 矛盾 .因此 工 是 极 大 负 的 . 
今后 的 例子 中 经 常用 到 例 3.1 中 所 出 现 的 完备 的 不 定 度 规 空 
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间 则 一 1 四 让, 1 一 了 在 以 后 出 现 的 时 候 我们 就 不 再 他 细 交待 
它们 上 的 内 积 和 度 规 . 

3, ZX 现在 用 4 来 描述 [以 及 工 4 为 退化 子 空间 ,i 一 上 》 
多 #4 何 时 成 立 等 的 条 件 . | 

设 一 H_- 鲜 Hi 是 正则 分 解 .如 果 4 是 Hilbert 空间 (H- ,一 
('，*)) 到 Hilbert 空间 (里:,(*,')) 的 秽 定 线性 算 子 , 那 未 4* 存 
在 ， 并且 是 (Hi4s(*，*)) 到 (HH-, 一 (',，*)) 的 算 子 ,定义 域 为 
名 (4*)， 自然 引入 下 面 的 线性 子 空间 

Leo{Aryt ylye BA)}. 

引 理 3.3 假设 4 是 (8-， 一 CG*,')) 到 (Hi,《*,')) 的 稠 定 
线性 算 子 ,那么 

(GD I 一 x* 一 人 4*y,y}|yE 如 (A4*)}， 当 4* 是 独 定 算 
子 或 4 是 黎 定 闭 算 子 时 ,4 一 Ls**。 

(这 ) 上 4 是 退化 子 空间 的 充 要 条 件 ， 是 1€ or (4*A4)?( 或 1€ 
oAA*)). . 

( 道 ) 万 一 工 4 四 二 成 立 的 充 要 条 人 竹 是 家 (1 一 4*4) = H-， 
过 (1 一 44*) 一 Hi。 或 者 4 是 稳定 闭 算 子 ,并 且 16e p(4"4)”( 或 
l1€ p(A4*), 丰 1€ p(A*A) Np (44d*)). 

证 (iD 在 正则 分 解 症 一 右 - 甸 Hi 下 ， 显然 ,yy 一 y- 十 y 
(yz € Hy) 是 5# 中 的 铝 量 的 充 要 条 件 是 对 任何 x 儿 (4)， 

0= (rt Ar, yy) = (x yt (Ar, p41), 
即 
一 (zy 79-) = (Ar,y1), rE D(A). (3.12) 
注意 到 (Hi42, 土 (*,*)) 是 Hilbert 空间 , 所 以 (3.12) 等 价 于 
EBIA), 9- Atyi, 

因此 L# = 了 工人。 

当 4* 是 糯 定 算 子 时 ,不 难 类 似 可 证 工 坟 一 工 4r*。 而 当 4 是 


1) 0,《T) 表示 算 于 工 的 持 征 值 全 体 ， 
2) p(T) 展示 算 于 了 的 正则 点 全 体 - 


“ i。 


稠 定 闭 算 子 时 ,根据 Hilbert 空间 上 算 子 理论 知道 4* 必 是 稠 定 的 ， 
并 且 4 ~ A4**, 从 而 工 寺 一 工 44# 一 工 4 

(a) 工 4 退 化 ， 即 工 4 门 工 二 兰 40}。 因 此 上 4 退化 的 充 要 条 件 

是 存在 一 对 非 零 向 量 x& DB (4), y& 名 (4*), 使 得 

y= Ar, + =— A*y, (3.13) 
而 《3.13) 成 立 的 充 要 条 件 是 有 非 零 向 县 *, 使 得 * 一 4*4zx, 或 者 
充 要 条 件 是 有 非 泛 向 量 y, 使 得 》 一 44*y， 

《ii) 如 果 及 一 4 图 L, 闭 末 对 尾 何 *- 二 {x_, 0}€ 如-, 必 在 

在 x€ 雪 (4),， YE€ 幼 (4#), 使 得 

x_ 一 + 十 A4*y, 0 一 Ax 十》 《3.14 ) 
这 等 价 于 对 一 切 x- 上 瑟 -, 必 有 ze 多 (A), 使 得 (1 一 4*A4)r 一 x+-， 
即 弦 (I 一 A*4) 一 H., 

同 桩 ,考虑 x+ 二 {0,x+}€ HH;， 得 到 入 (1 一 44*) = 日 ;, 

反之 ,如 果 和 (一 4*4) 一 H-, 过 (1 一 44*) 一 HH;, 那 
么 将 上 述 证 明 过 程 反 过 来 就 得 到 工 4 田 民 + 一 卫 。 

此 外 ,如 果 工 4 由 三 一 总 成 立 ; 由 $1 引 理 1.2 和 5$2 引 理 2.1， 
可 知 ,L4 是 闭 子 空间 。 再 由 引 理 3.1 的 (证 ), 4 是 称 定 闭 算 子 。 由 
此 便 得 到 4*4 (44*) 是 自 共 轿 算 子 。 又 由 于 家 (一 4*4) 一 
日 _, 所 以 1€ p (4”*4)， 同 样 也 可 以 证 得 1 € p( 44*). 

反之 ,假设 4 是 笛 定 闭 算 子 ,并且 16 p(4*4)。 这 时 , 令 4 一 区 
14 | 是 极 分 解 , 即 14| 一 (4*4)。 忆 是 部 分 保 上 距 算 子 ， 因 为 4* 一 
1410*, 44 一 Tidl+， 利 用 16cp(4*4) 的 假设 ， 易 知 16 
pL(AA*)， 这 样 , 便 有 过 (1 一 4*4) 一 H., 统 (1 一 44*) 一 H,， 
从 而 芝 一 三 4 由 工业 成 立 。 

同样 可 以 证 明 ,如 果 4 是 笛 定 闭 算 子 ,并 且 1e p( 4A* 儿 或 1 € 
pCAA*) Np (A*A)), 那 末 也 一 工 4 由 工 + 成 立 ， 证 毕 。 

定 环 3.4 设 且 二 所 -BH; 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 盯 的 正则 
分 解 ,4 是 结 (4) (CH_) 到 已 +: 的 线性 算 子 。 那 末 工 z 是 如 的 
极 大 仙子 空间 ， 并 且 六 = Lz 图 L# 的 充 要 条 件 是 多 (4) = H.， 
并 且 存 在 常数 < 满足 0 委 wx < 1, 使 得 |4l 所 a。 而 当 Ls 是 极 大 


as 于 7 。 


一人 一 


负 子 空间 ,并 且 中 一 工 4 四 大 时 ,了 一 工 4 四 上 必 是 正 财 分解 。 

证 必要 性 ”因为 有 二 Lx 图 IL3, 所 以 Ls 是 闭 的 . 又 因为 上 4 
是 极 大 负 的 ,根据 引 理 3.2 的 (六), 多 (A4) 一 H-, 并 且 对 一 若 昌 . 
中 非 零 >， 

14zx) < xl. 

再 根据 引 理 3.3 的 Gii),1€ p(4*4), 从 而 必 存 在 数 o 满足 0 委 w 一 
1, 使 得 | 41 所 a. 

充分 福 根据 儿 (4) 一 H_, | 让 志 o 过 1， 从 引 理 3.2 的 
《ii) 可 知 工 4 是 极 大 负 闭 的 , 再 由 上 4 所 a 过 1 可 知 16 p(A4*4)， 
利用 引 理 3.3 的 (ii), 必 有 一 荆 甸 1L#. 

最 后 证 明 开 一 LL4 合 1 是 正则 分 解 . 事实 上 ，、 工 + 显然 是 鱼 
的 闵 子 空间 . 宙 于 玉 (4) 一 三 -4 和 gs 天 1 所 以 143 = 141 
G1, 从 而 一 工 4jr 是 极 大 正 闭 子 空间 . 要 证 明 忌 一 工 : 申 
是 正则 分 解 ， 只 要 证 明 Lx4， 工 分 罚 按 一， ,，),《*,*) 成 为 
Hilbert 空间 就 可 以 了 .例如 ,证明 Lz 按 一 (，,*) 成 为 Hilbert 空 
间 如 下 : 设 {x。}CH., 并 且 使 得 {xs 十 4rs} 按 一 (-，。) 是 基本 
点 列 。 有 从 而 由 | 

{xe— rui Alts— Fn) rs — Tm A {xs — rm)) 

(ts rm Xe — tm) — (A (rs — xn), A xo — zx»)) 

> 一 1a) (rr Oo— tu, Tn — xm), 
立即 可 知 {z,j 必 是 (8-, 一 (:,…)) 上 基本 点 列 , 利 用 (五 ,一 (人 
"的 完备 性 以 及 4 的 连续 性 , 则 存在 xo, 使 得 

一 (ra 一 io ro — Tu) > O(n — 00), 
(Alxs — x0), A(xs— +0)) — O(n — 00). 

从 而 {xs 十 4xj 按 一 ( ,下 和 伍 于 加 十 4ww EL4，、 即 工 4 按 一 
(* ,*) 是 完备 的 内 积 空间 , 同样 可 证 [向 按 (，，、*) 也 是 Hilbert 空 
闻 . 证 毕 。 | 

在 Hilbert 空间 的 算 子 理论 中 ,常用 下 列 基 本 事实 : 如 果 工 是 
Hilbert 空间 五 的 线 人 性 子 空间 , 那 末 工 的 财 包 于 必 也 是 Hiibert 空 
闻 , 并 且 晶 二 LBL+, 然 而 当 上 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17,(-,:)) 
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的 线性 子 空间 的 时 候 , 正如 例 2.1 所 指出 。 即 使 二 是 正 子 空间 ,但 
工 可 以 是 退化 的 ， 自然 用 一 工 田 + 是 不 成 立 的 ,即使 上 是 极 大 负 
闭 子 空间 , 也 未 必 成 立 分 角 了 一 LL 全 LL!+。 由 定理 3.4 可 知 、 只 要 
取 儿 (4) 一 H-, 4zxl < 和 | 对 一 切 总 - 中 非 零 向 量 成 立 , 但 要 
求 1€ a (A4*4)*,' 这 时 工 + 就 是 极 大 负 闭 子 空间 ,但 并 一 Ls 狼 工 # 
却 不 能 成 立 ， 利 用 定理 3.4， 我 们 还 可 以 给 出 了 上 上 极 大 负 闭 子 空 
间 , 但 按 一 〈《" 。*) 并 不 成 为 Hilbert 空间 的 例子 。 

例 32 设 Hsi 一 [0, 1], 在 一 有 H_@BH, 上 卫 度 规 (:、:) 
如 下 : 对 任何 rs (2) € Hssyr (2) € His 


(z+_ 十 x45 并 十 $1) 一 
— | ry a + | sO) WC ds. (3.15) 


易 短 (是,(，，，)) 成 为 完备 的 不 定 度 规 空间 , 并 且 J 一 H_@BH; 
是 一 个 正则 分 解 。 作 五 - 一 HH; 的 算 子 4 如 下 : 
A: rr), xO EH., (3.16) 
由 (3.16) 可 知 ,多 (4) 一 下，j4z- < 之 上 x-if 对 一 切 厂 - 中 非 等 
*- 成 立 ， 因 为 1€ o(4*4), 因 此 上 一 L4GBL3Y 不 能 成 立 。 
今 证 54 按 一 (', *) 也 不 成 为 Hilbert 空间 .事实 上 ,在 玉 - 中 


取 点 列 
, | 
zu() 一 (3) 0 ! (sn ~— 1, 2,...) 


(3.17) 
显然 , 当 m>n 时 ， 
一 (xm 一 xy 十 4(xa 一 rte), Tm OO— xa Alxm — ra) )”. 


一 | G 一 Pen 一 aa 


1) a (7) 表示 算 于 工 的 谱 . 
2) 对 于 函数 空间 中 的 函数 x(#), 当 把 x(9 视 为 向 量 时 , 常 就 简单 地 用 x 来 表示 ， 
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,1-2 # 
= Rs (G 一 =) dt, (3.18) 
由 (3.18) 可 知 {xs 十 Axsa} 是 按 一 (*,*) 成 为 基本 点 列 ， 但 由 于 


函数 uC 一 (二 二) EL[0,1 ,由 此 可 知 ， 决 不 存在 z(9 


H-_ 一 妇 (4), 使 得 {xs 十 4xzo 按 一 () 收 伍 于 x 十 dz。 这 
就 是 说 , 民 4 不 是 Hilbert 空间 . 
” ”从 上 例 可 见 , 对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 上 的 算 子 ,即使 它 有 一 
个 极 大 负 闲 的 不 变 于 空间 , 当 把 它 限制 在 这 个 子 空间 上 时 ,也 不 能 
简单 地 作为 Hilbert 空间 上 算 子 来 研究 , 下 面 来 讨论 完备 的 不 定 度 
规 空间 的 线性 子 空 间 什 么 时 候 按 原 来 的 度 规 也 成 为 一 个 完备 的 不 
定 度 规 空间 . 

4. 完备 子 空 间 

定义 3.2 设 ( 析 ,《，，: )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 工 是 人 
的 闭 线性 子 空间 .如果 ( 工 ,(，，. )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , 那 
末 称 工 是 厅 的 完备 子 空间 . 

首先 ,我 们 将 给 出 例子 来 说 明 ; 工 虽 不 是 也 的 闭 线性 子 空间 ， 
但 ( 工 ,《， 。' 7 可 以 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

例 3.3 设 隐 一 已- 申 忆 是 正则 分 解 , dimH. 一 1, 而 H+ 是 
可 分 无 限 维 的 。 又 设 o 是 (于 ,一 (，，: )) 的 单位 向 量 , {<7} 是 
(HL (.，' )) 的 完备 就 范 直 交 系 。 记 = 一 。- 十 仁 , 它 是 零 尾 向 
凌 。 令 


~ 中 (3.19) 


P= 位 se 
作 商 空间 B 一 (H4e span {et})/go。 再 任 取 一 个 中 上 非 零 线性 
泛 函 1 对 和 任何 再 : 唱 taet 中 向 量 *， 用 和 表示 * 所 在 的 等 价 类 ， 
zE@， 作 

工 一 {z 十 fx)zlxr€H.Ospan {et}}. (3.20) 
由 于 xz 上 > 态 #) 是 及 ;span{ ef} 上 (无 界 ) 线性 泛 静 ， 所 以 工 是 
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几 的 线性 子 空间 ， 又 由 于 
(十 fGz) zx f(s) = (x, *) > 0, 
rE€ HOspan {et }, (3.21) 
唯 有 x* 一 0 时 , 才 有 (x 十 了 (x#) x, x 十 1(z)#) 一 0。 因此, 工 是 
好 的 正 子 空 间 , 由 于 f 是 无 界 泛 沙 , 所 以 工 不 是 闭 集 。 
现在 证 明 工 按 (…*) 成 为 Hilbert 空间 . 设 {xs 十 f%,)z}CCL， 
其 中 Tn € Hi Ospan {ect}, n==1, 2,… ,并 县 按 (:, [xs 士 《za) 
8} 是 基本 点 列 . 由 《3.21) 可 知 , {xs) 必 是 Hilbert 空间 (Hispan 
{eff},《 - ，，)) 中 此 本 点 到 ,从 而 存在 xE 晶 ,span tety， 使 得 
lim(xs O— xX, Xs — *) = 0, (3.22) 
再 利用 等 式 {3.21), 就 有 
lim(zo—x + (Ff (Cx)—f (2)) sy xs 一 tt Cf (x) 一 (x)) 2) 


= lim(xo — txs — x+) = 0, 


即 点 列 {x, 十 7 (za) x} 按 (-,*) 收敛 于 工 中 的 向 量 * 十 1 (2) x， 
所 以 工 按 (-,*) 是 Hilbert 空间 ， 自 然 它 是 完备 的 不 定 度 规 空间 . 

例 3.2 说 明 完 备 的 不 定 度 规 空间 了 7 的 秘 子 空间 L (即使 极 大 
负 闭 的 ), 按 (.，.) 未 必 也 成 为 不 定 度 规 空间 ( 按 一 (:, *) 未 必 成 
为 Hilbert 空间 ) .这 说 明定 义 3.2 中 对 工 的 两 条 假设 外 工 是 闭 线性 
于 空间 @( 工 ,( - , )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 是 独立 的 ， 

引 理 3.5 设 7 二 -BH 是 正则 分 解 , 工 是 鹉 的 线性 子 空 
间 , 那 未 
0) = Lt 其 中 LiCHi, A 是 多 (4)(CHL) 到 H4 
的 某 个 线性 算 子 ， 

(ii) 当 工 是 闭 子 空间 时 , 可 以 做 到 世 一 Ls 四 [在 有 分 解 
L 一 上 4 名 Lt 的 急 设 下 , 4 是 由 工 唯一 确定 的 ,并 且 工 为 闭 的 充 朗 
条 件 是 Lx， Li 同时 都 是 闭 的 。 

证 (i) 显然 , Li 一 LNH, 必 是 工 的 线性 子 空间 ， 上 是 工 
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中 一 切 形 如 {0,y} 的 向 量 全 体 , 令 是 盯 在 Hi 上 的 投影 . 记 
了 一 PuL. 显然 ,Y 是 H, 的 线性 于 空间 ,并 且 YL 一 PyL+. 在 
每 个 等 价 类 3E YjLs 中 ,适当 选取 代表 元 ”YE 了， 使 代表 元 全 体 
{yl17y E33， EY 了 1L8} 构成 Hi 的 线性 子 空间 . 作 P_L (CH-) 到 
线性 子 空间 {7y1y€ 了 ，3》E 了 /Lt} 的 线 姓 算 子 4 如 下 : 对 任何 {x， 
y}《 工 ,如 果 yy 那么 规定 

Axr = y, 《3.23) 
易 知 多 (4) 一 P-L，4 是 线 狂 第 子 ， 并 有 旦 婉 (4) 一 {y|y€7， 
ye rlLi}, L = Lt .由 于 LN Li 一 10}, 所 以 L 一 工 4 十 
Lé. 

《ii) 当 工 是 是 的 闭 线 性 子 空间 时 , 显然 L# 必 是 盯 的 闭 线 性 
子 空间 , 因为 LiCH4, 所 以 Li 是 Hilbert 空间 (Hi,(*,* )) 的 
闭 线 狂 子 空间 。 这 时 可 取 Y 了 /Li = YOILt, 从 而 工 一 Ls 外 Lt 

内 工 , Li 都 是 闭 线性 子 空间 , 雇 及 工 一 Ls 图 L#, 易 知 工 4 也 
必 是 闭 线性 子 空间 。 

如 果 了 的 线性 子 空间 并 已 经 有 分 解 世 一 工 4 由， 那 末 工 二 
一 工 几 好: 是 由 工 完全 确定 的 正 子 空间 ; 如 果 又 有 分 解 工 一 工 + 巾 
工 1 显然 狗 (4) 一 P_L, 并 且 对 任何 x*€P_L， 

Ar— Ax= {x, Ax} — {xr, A'xz} ELNH,(=Lt), (3.24) 

AxE YOLi, A'x€ YALt, (3.25) 
由 {3.24),(3.25) 可 知 , 对 一 切 x*€P_L=”= 侈 (4) 二 D(A),Ax 
= A'xsB A A’, 

最 后 ， 慨 设 已 经 有 分 解 工 一 Ls 田 L#, 并 昌 Li ,Ls4 都 是 闭 线 
性 子 空间 . 只 要 注意 到 PL 与 Lt 是 Hilbert 空间 (Ht ，' )) 
相互 直 交 的 线性 子 空间 , 易 知 工 必 是 丰 的 闲 线 性子 空间 。 证 毕 ， 

推论 3.6 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 杂 的 线性 子 空间 .下 
列 命题 必 成 立 . . - 

(i) 如 果 工 是 于 的 , 那 末 工 一 工 革 。 

《ii) 工 一 工 坟 

(十) 如 果 工 也 了, 必 存 在 非 零 向 星 ”使 得 7 上 工 。 
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证 (i) 设 有 ~ H_BH, 是正 划分 鲜 , 如 果 4 是 及 一直 的 
逢 定 闭 算 子 , 那 示 由 引 理 3.3 的 (i) 有 
LL Li Li Lm = 5, 
对 于 一 般 的 闭 线性 子 空间 工 , 由 引 理 3.5 的 (i) 和 (ii ; 工 一 工 4 
由 大 if, 并且 ,Lz 都 是 闭 线 性 子 空间 。 作 空间 1 的 分 解 : 


一 {BUAIORNOLH OD (NBHER (4A))]. 


显然 ,一 多 (4) 田 喀 (4)，n3-(H_S 多 (4)) BB(H19 流 
(4)) 是 按 (:,*) 成 为 两 个 完备 的 不 定 度 规 空间 ,并 且 上 述 分 解 是 
正则 分 解 。 今 视 Lx( 以 及 相应 的 上 4*) 为 Ta 的 闭 线 柱子 空间 ,并 
为 3 的 闭 线 福子 空间 由 此 可 知 
Li=~ (LDL 一 
LaerBI(HODB(ANDBI(H OR(ANGLH), 
Li LawBILi = LsBLI = LL, 

(ii) 对 一 般 的 线性 子 空间 工 ,总 有 CL1+, 另 一 方面 LL， 
所 以 ZCLt 从 而 工 一 LttDOLIit,， 因此 = +LL， 

(ii) 用 工 代替 人 中 的 工 , 得 到 工 的 分 解 ,一 上 4 终 L#; 因 
为 Lz 是 1 的 闭 线性 子 空间 ,对 任何 非 零 向量 》6e 才 (4*), 7? 
中 , 非 零 向 最 {4*y, 7} | 工 。 证 毕 . 

注意 ,推论 3.6 的 (党 ) 只 是 说 必 有 非 堆 ?上 工 ， a 
零 ?,》E 工 , 并且 ?上 工 ， 下 面 是 一 例 。 

例 34 设 也 一 局- 中 如 ，B 一 [2[0,1] ( 见 全 3.2), 取 工 一 
{, 片 1fe 瑟 -}， 显 然 ， 工 是 呈 的 零 性 子 空 间 ， 并 且 是 六 线性 子 
空间 。 但 决 不 存在 非 零 向 量 g，gtEL, 使 得 gLL。， 事 实 上 , 零 
性 子 空 向 工 茎 可 视 为 闻 上 半 负 又 可 视 为 开 上 半 正 子 空间 .又 次 
为 PL 一 H; ,根据 引 理 3.2 的 (i), 工 是 了 的 极 大 半 负 的 子 空 
闻 , 也 是 极 大 半 正 的 子 空间 。 由 于 如 中 任何 向 最 8g, 不 是 半 正 就 是 
半 负 的 , 所 以 如 果 gEL ,gL 上 ， 那 末 无 论 #8 是 半 正 或 半 负 ,相应 好 
严格 包含 工 的 半 正 或 半 负 子 空间 span {g， 工 } 都 将 与 工 既 是 极 大 
半 正 子 空间 又 是 极 大 半 负 子 空间 相 矛 盾 . 
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由 上 例 可 见 ,在 不 定 度 规 空间 理论 中 , 运用 子 空间 的 直 交 集 时 
应 特别 六 局 . 

推论 3.7 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 采 的 闭 线性 子 空间 ， 
在 正则 分 解 也 一 H._@H, 下,L 一 Ls 多 Lj, 那 末 

(i) 工 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 L4 是 非 退 化 的 ， 

(ii) 如 果 工 4 是 完备 子 空间 ,上 也 是 完备 子 空间。 

证 (i) 因为 iLL4s 由 此 可 知 ,兴工 非 逮 化 时 ,LI4 中 不 会 
存在 非 夫 向 量 与 上 4 直 交 , 即 工 4 也 是 非 退 化 的 . 

反之 ， 设 L4 是 非 退 化 的 。 对 任何 zxe 工 , 必 有 唯一 表示 : 
xm 一 xd 十 xs x4€E Las roE Li. 如 办 x 上 工 , 则 x LL#,*xLLa, 可 
是 ,从 + 上 Li 以 及 Ls 上 Lt 可 以 得 到 x。 一 0, 因而 x*EL4s 并且 
x] 上 +。 由 于 工 4 是非 退化 的 ,所 以 x 一 0, 即 工 是 非 授 化 的 . 

(ii) 如 果 工 4 是 完备 子 空间 ， 那 末 必 存在 L4 的 正则 分 解 
L4 一 BP, 其 中 N,P 分别 是 4 中 的 负 的 \ 正 的 线性 子 空 间 。 并 
且 《六 一 ( ”9 ))， (P, ( )) 都 是 Hilbert 空间 . 由 于 Zi 上 
V 旨 P, 而 二,P 都 按 (.，, ) 成 为 Hilbert 空间 ;所 以 二 i@P 按 (.，) 
也 成 为 Hilbert 空间 ， 这 样 分 解 

L = NOD(PBLI) 3 (3.26) 
是 ( 工 ,《，，* )) 的 正则 分 解 , 即 ( 工 ,、(。 ，* )) 是 完备 的 不 定 度 规 
空间 。 又 因为 工 是 万 的 闭 线性 子 空 间 ， 所 以 工 是 刀 的 完备 子 空 
间 . 证 毕 . 

引 理 3.8 设 (了 ,(. ,，)) 是 不 定 度 规 空间 , Ti 一 1, 2) 
是 厅 的 两 个 线性 子 空间 ,并 且 7 一 有 四 Fa， 下 列 命题 成 立 。 

(i) 如 果 (D2，(.、，- )) (i 一 1, 2) 是 两 个 完备 的 不 定 度 规 
空间 , 那 末 ( 林 , (~ ,' )) 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 

Gi) 设 工 是 7 的 线性 子 空间 。 如 果 (17,，(. ,， )) 是 两 
个 完备 的 不 定 度 规 空间 , 邢 末 工 为 (7,(，，- )) 上 闭 (或 完备 ) 的 
线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 荆 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (70,(.， 

. )) 的 闭 (或 完备 ) 的 线 柱 子 空间 . 
证 (i) 因为 假设 CUI?,(…，: )) (i 一 1,2) 是 完备 的 水 定 
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谋 规 空间 , 所 以 有 正则 分 解 
Tn 一 HRBHY, i 1,2. ; (3.27) 
易 知人 二 (HOH?) (HPBH8) 是 正则 分 解 , 从 而 如 是 完备 
的 不 定 度 规 空间 . 
入 》 从 正则 分 解 代 一 (HD 的 HY) 四 {HPDBHP) 显然 可 见 : 
有 7 的 拓 扩 在 J 上 诱导 出 的 拓扑 ,与 正则 分 解 六 一 HDBHY 产 
生 的 29 的 拓扑 一 致 ， 因 而 1 的 线性 子 空 间 工 在 HD 上 闭 和 在 
中 上 闭 是 一 致 的 . 
由 于 (了 7, (…)) 和 (Po (…)) 的 度 规 (……) 在 线性 子 空 
间 工 上 限制 是 一 元 的 ,而 ( 工 ,(.，*)) 是 否 成 为 完备 的 不 定 度 规 空 
Wn 〈…， ') 确 定 的 ,所 以 , 综合 上 面 结果 。 就 得 到 工 为 
(7 (，，， 的 闲 (或 完备 ) 的 线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 工 是 
(7%,(. ,* )) 的 河 ( 或 完备 ) 子 空间 ， 证 毕 . 
定理 3.9 设 证 一 FH. 外 HL 是 正则 分 解 。 工 是 有 7 的 闭 线性 子 
空间 。 那 末 
(i) 必 唯 一 地 存在 (4) (CH.) 到 ;的 朵 线性 算 子 4, 4 
是 单 射 ,并 且 
LIL- Li@BLsBLi, (3.28) 
其 中 [一 上 L 咱 Hi《 因 而 是 闭 线性 子 空间 ). 
《ii) 必 存 在 空间 的 分 解 并 = @N1?@1?®B1, 1 
(0 委 ; < 3) 都 是 完备 子 空间 ,其 中 四 
Io BA DORA TV = Li ~ Lt, (3.29) 
N= (HO(D (A BLIND 
(H,S© ( 交 (4) L1H))., (3.30) 
定理 3.9 是 引 理 3.5 的 一 般 化 ; 它 的 成 立 是 显而易见 的 ， 

-从 引 理 3.8、 定 理 3.9 的 结论 中 明显 地 看 出 ， 对 于 刀 上 的 闭 
线性 子 空间 过， 要 讨论 它 的 完备 媳 、 直 交 可 分 解 性 〈 即 什么 时 候 
厅 一 工 由 二 成立) 等 ,实质 上 只 要 讨论 工 一 工 4 的 情况 就 可 以 了 ， 
词 时 4 在 正则 分 解 了 一 H_ 儿 Hi 下 具有 如 下 性 质 : 多 (A) 一 H.， 
于 (A4》= H,， 并 且 4 是 单 射 , 闭 的 线性 算 子 ，。 
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引 理 3.10 设 寺 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 及 上 半 负 (或 半 正 ) 
闭 子 空间 ， 那 未 工 按 一 (',*) (或 (',*)) 成 为 Hilbert 空间 的 充 要 
条 件 是 下 式 成 立 : 

T= LBL, (3.31) 

证 显然 ,只 要 就 二 是 半 负 的 情况 加 以 证 明 。 

设 肛 一 BR_OBH, 是 正则 分 解 ,显然 又 可 不 妨 在 假定 L 一 上 4， 
而 多 (4) ~ H_, 骂 (4) ~ Hi, 并 且 4 是 单 射 \ 闭 算 子 情况 下 加 以 
证 明 ， 

必要 性 ”因为 L4 是 半 负 的 ,所 以 对 任何 ze 2(4) ,4xil 委 
zj, 又 因为 多 (4) 一 日-,， 4 是 闭 算 子 , 所 议 细 (4) 一 多 (4)= 
日 ,并 且 是 Hilbert 空间 妃 - 一 Hilbert 空间 及 :的 压缩 算 子 , 令 4 一 
7141| 是 极 分 解 , 因 为 4 是 单 射 , 并 且 信 域 妮 (4)== 电 ;, 所 以 U 是 
Hilbert 空间 一 >Hilbert 空间 鼠 \ 的 西 重 子 。 根 据 引 理 3.3 的 (过 )， 
只要 证 明 存 在 so(0 < se < 1) 使 得 

141 一 由 4 人 委 1 一 人 《3.32) 


就 可 以 了 。 
用 有 反 证 法 来 证 明 : 如 果 满 足 (3.32) 的 so 不 存在 ， 那 么 对 和 任 
何 0 < 二 8 二 1， 
(E,-.o 一 Es)H. = {0}, (3.33) 
其 中 五 (0 万:1 专 1) 是 |4| 的 谱系 . 
(D 先 假定 (如 -, 一 (，,*' )) 是 可 分 的 .由 (3.33) 可 知 , 存 在 
定义 在 [0,1] 的 一 切 Borsl 集 禾 上 的 有 限 的 数值 测度 上, 使 得 
a((1—e,1))<0,0<s<1, {3.34) 
并 且 (B-, 一 (、,， )) 在 西 同 构 下 视 为 I2([0,1]}, 绕 ,x; 絮 (DD)， 
其 中 代 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 对 每 个 txE [0, 1], 内 (4) 是 好- 
的 闭 线 竹子 空 间 ，ILX[0, 11, 氏 ，pj 此 )) 就 是 5011 上 取 值 
于 好 ,并 且 10 好 (1) 的 强 可 测 , 关于 平方 可 积 的 向 量 值 卫 
数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 .而 算 子 14 | 在 西 同 构 意义 下 视 为 
\A ODS DD, OE BLO, 1), B, tn; EG)), (3.35) 
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任 取 [0.1] 上 满足 下 面条 件 的 强 可 测 函 数 f: 对 任何 e(0 < s < 
1)， . 
(7 OP en < o,f OP ar) ~ %, 
-na <o. (3.36) 
利用 这 个 户 作 乡 (4) 一 日- 中 的 点 列 : 
KoD，'|o1 一 二 | 
ze) ~ (n — 1,2,.**) (3.37) 
0, 1:€ | -1|. 
类 似 于 例 3.2， 容 易 证 明 4 中 点 列 {2。，4x。} 按 一 (-，*) 是 基本 
的 . 由 于 工 4 按 一 (-，*) 是 Hilbert 空间 , 因而 存在 *(9e 2 (4) 
一 H-, 使 得 {xz。、Azx,} 按 一 (…，) 收 伍 于 {z， 4z}, 即 
a le ® ~ x Pa 


一 一 ({x。 一 xs A (xs 一 x)}， 
{xs 一 zy A(xs — x)}) -> 0(n > 00), (3.38) 
从 (3.38) 易 知 只 有 + (7) 一 f(z)。 再 由 (3.36) 就 得 到 
Pls CohanCo = %. 
这 与 假设 + (?)& 日 . 相 巴 看 。 从 而 (3.32) 成 立 。 | 
《ID 如 果 《H- ,一 ( ， )) 不 是 可 分 的 ,这 时 先 取 五 -中 一 个 
向 量 xz, 它 满足 : 对 任何 5,0 < 二 5 过 1， 
px, ({1— 8,1)) = ((Eo — Ese), %0) = 0. (3.39) 
这 种 mx 显然 存在 。HH, 表示 包 食 x。 并且 关于 14 | 不 变 的 最 小 闭 子 
空间 .出 于 U 是 (8-, 一 (… ,一 ( 古 ,(，,*)) 的 西 算 子 ,所 
以 有 分 解 H; 一 UH GE U(H_OH,). 令 
es 
有 ro "= HH, BUH ,I? = (H-O H: )BU (HO H:,). (3.40) 
显然 4 C179,L4, C170, 并 且 
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- Lis— La@L, (3.41) 
注意 ,(3.41) 中 的 旨 也 是 Hilbert 空间 (Ly, 一 (. ,，. )) 上 的 直 交 
和 ,因而 (ZL4, 一 (，，* )) 的 线性 子 空间 工 4 en 列 的 极 
限 仍 在 工 4, 中 . 在 (3.39) 的 条 件 下 , 和 (f) 中 一 样 讨论 mw 中 的 
La 同样 会 产生 矛 盾 。 必 要 性 证 毕 ， 
充分 性 ”由 假设 (3.31) 得 到 也 一 Ls 甸 L#. 由 半 负 性 可 知 4 
是 压缩 的 , 因而 从 4 是 类 定 闲 性 立即 得 到 妇 (4) 一 如 -. 令 4 一 
U|4 1 是 极 分 解 ,显然 U 是 (H-, 一 (一 (H;,(-,…)) 的 
征 算 子 。 根据 引 理 3.3 的 (证 )， 从 如 一 工 4 图 态 的 成 立 可 推出 
(3.32) 成 立 ， 利 用 (3.32) 来 证 明 (L4, 一 (，，… )) 是 Hilbert 空 
闻 ， 就 和 定理 3.4 中 相应 的 都 分 的 证 明 一 样 ， 这 里 从 略 。 证 毕 。 
推论 311 设 工 是 完备 不 定 度 规 空 闻 口上 半 负 (或 半 正 ) 子 
空间 , 那 未 工 是 也 上 的 完备 子 空间 的 充 要 条 件 是 
~ LO@OL. {3.42) 
证 不 妨 就 半 负 情况 加 以 证 明 。 
必要 性 ”因为 工 是 完备 子 空间 ,所 以 工 是 闭 的 线性 子 空间 ;又 
因为 三 是 半 负 的 , 那 末 ( 工 ,一 (.，. )) 必 成 为 Hilbert 空间 。 由 引 
理 3.10 可 知 (3.42) 必定 成 立 . 
充分 性 ”从 《3,42) 的 成 立 可 知 。 工 必 是 闭 线性 子 空 间 。 又 根 
据 引 理 3.10， 工 必 按 一 (…) 成 为 Hilbert 空间 ， 人 
的 一 个 正则 分 解 ,所 以 工 是 完备 子 空间 ， 证 毕 ， 
推论 3.12 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 上 痒 负 (或 半 正 】 
子 空间 ， 
(GD 如 果 ( 工 ,一 (，,，)) (或 (I, (+, ))) 咸 为 Hilbert 空 
河 , 并 且 工 是 闭 和 的 , 那 末 工 + 必 是 开 的 完备 子 空间 ， 
(六 ) 如 果 工 是 末 的 完备 子 空间 , 那 末 + 必 是 有 7 的 完备 子 空 
间 。 
证 不 妨 就 工 是 半 负 的 情况 加 以 证 明 、 因 为 《iD , (i) 实际 上 
是 一 样 的 ,所 以 只 证 (i)。 下 面 分 两 步 来 证 明 . 
(I) 假设 二 在 正 则 分 解 了 一 H_@Hi 之 下 , L 一 Li, 多 (4) 
+ A290" 


一 站 , 家 (4) 一 HH,, 并 且 4 是 单 射 , 闭 算 子 ， 根据 引 理 3.10 以 
及 它 的 证 明 过 程 可 见 ,不 仅 
= LBLii, (3.43) 
而 县 4 和 a < 1 (o 是 常数 )。 从 而 4 可 < 委 c 之 1, 一 上 4 是 
正 性 完备 子 空间 . 
(HI) 由 于 一 般 闭 线 性 子 空间 L 总 有 分 解 L 一 Li 人 Lx 昌 革 ， 
当 工 半 负 时 ,了 上 + 一 {0}。 从 定理 3.9《 并 用 定理 3.9 的 记号 ) 
; HOB BI UD ~ {0)), (3.44} 
而 I 一 9B(4) 田 多 (4)，4 在 17% 上 满足 (f) 中 条 件 ， 所 议 
Ls 是 17 的 正 的 完备 子 空 间 . 根据 引 理 3.8 的 (ii)、L 是 刀 的 
正 的 完备 子 空间 { 即 不 仅 工 + 是 闭 的 , 而 且 (Lxe,(，,* )) 成 为 
Hilbert 空间 )。 由 (3.44) 并 利用 (3.30) 容易 算得 
工 上 一 工 4 由 下 3 
= {HO(B(A)DBLI))D 
[(B © RR (4) BL0)., (3.45) 
显然 , 《3.45) 构成 工 + 的 正则 分 解 ,而 上 + 显然 是 人 的 责 集 。 因 此 
L+ 是 开 的 完备 子 空 间 ， 证 毕 . 
下 面 是 完备 不 定 度 规 空间 关于 完备 子 空间 的 直 交 分 解 的 某 本 
定理 ， 
. 定 环 3.13 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 7 的 线性 子 空间 , 那 
末 工 是 完备 子 空 间 的 充 要 条 件 是 
f= LODL, (3.46) 
证 必要 性 ” 因 工 是 完备 的 ,所 以 工 是 闭 的 ， 按 定理 3.9。 分 


解 

本 L-Ili@BLiDBLIt (3.47) 
中 于 , 上 4 都 是 7 的 闭 线 性 子 空间 ,又 因 ( 工 ,(.。,，)) 是 成 为 完 
备 的 不 定 度 规 空间 ， 并 且 有 分 解 (3.47)， 所 以 所 可 以 视 为 空间 
( 工 【。，，， 7 的 子 兴工 4 四 工 的 直 交 和 集 ， 所 以 55 是 (LL,(: 
. )) 的 闭 线 信子 空间 . 同样 ，Li, 4 也 是 tL,(。，，，)) 的 闭 线 
性 子 空间 ， 根 据 引 理 3.10 及 推论 3.12，L5 和 Ls 田 L+ 是 (LL， 
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，* )) 的 完备 子 空 间 。 如 果 再 在 完备 的 不 定 度 规 空间 (4 外 
ELt+,《。，. )) 考察 分 解 Ls 四 L+， 并 再 次 利用 引 理 3.10 及 推论 
3.12， 便 得 到 L4, LY 都 是 (L4 引 Lt+, (0 ,* )) 的 完备 子 空间 ， 
则 (Lus,( - ，* )) 更 应 该 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 但 已 知 工 4 是 
站 的 闭 线性 子 空间 ， 所 以 L4 是 了 的 完备 于 空间。 根据 引 理 3.8 
的 (i) 以 及 定理 3.9, 上 4 是 170 一 2D(4) 田 过 (4) 的 完备 子 空 
间 、 由 此 可 见 ,不 妨 假 设 上 一 L4, 且 4 在 正则 分 解 阁 一 H_@H. 
下 满足 : G(4) = H-, 雍 (4) 一 H;, 同时 在 4 是 单 射 、 闭 算 子 
的 条 件 下 证 明 (3.46) 成 立 就 可 以 了 . 

令 4 一 U141 是 极 分 解 ,好 然 , 避 是 (H-, 一 (，,. )) 一 (Rs， 
(- ，* )) 的 西 算 子 ,又 令 14| 一 | FE 是 |41 的 谱 分 解 ; 本 一 
(E,— E,)H., FH~= (i— 五 五 -j】 好 一 Aln, i= 1,2, 因为 
Hi, Hi 在 (H-,—( )) 互 为 直 交 补 , 而 上 是 西 算 子 ,所 以 也 4 二 
L4, 田 工 4,。L4,， 工 4 分 别 是 休 的 半 负 、 半 正 子 空间 .在 完备 的 不 
定 度 规 空间 (Lz, ‘ " )) 上 ， 对 分 解 La Lia, 外 La, 应 用 引 理 
3.10, 则 工 4，, 工 4 是 (La ，,*)) 的 完备 子 空间 ,值得 注意 的 是 ， 
L444 分 别 按 一 (:，*),(*,*) 成 为 Hilbert 空间 . 这 样 , 4 一 工地 
儿 L4 是 (L4,(，，* )) 的 正则 分 和 解 。 由 于 4 是 闭 算 子 , 显然 4， 
4; 也 都 是 闭 算 子 ,从 而 上 4、 工 4 是 采 的 闭 线性 子 空间 ,这 样 ;LL4， 
工 4 分 别 是 刀 的 半 负 、 半 正 的 完备 子 空 间 ， 相 仿 于 引 理 3.10 的 必 
机 性 的 证 明 ,存在 5os0 一 8o 到 1, 使 得 
IA <1—s, 4 了 和 1 一 ao 
即 1 是 14| 的 正则 点 ,因此 1e pl 4*4), 根 据 引 理 3.3 的 (证 )， 
= LL/BLi. (3.48) 
充分 性 ”根据 (3.46), 工 是 刀 的 闭 线性 子 空间 .从 定理 3.9 可 
” 知 ， 我 们 不 妨 在 正则 分 解 厅 一 H_ 鲜 昌 ,下 假设 工 一 4, 其 中 


久 (4) 一 H-, 统 (A) 一 HH ,4 是 单 射 且 为 闭 的 算 子 , 由 于 (3.48) 

成 立 ， 根据 引 理 3.3 的 {ii)，1le p (A*4) Np(4A4*)， 由 此 可 知 

lp 《141), 这 样 ,54, 荆 4 分别 按 一 C，，),《','，) 成 为 Hilbert 空 
+ 0* 


| 


闻 , 从 而 上 4 一 上 4 鲜 工 4 是 ( 工 1,《，,*)) 的 正则 分 解 , 又 因为 
Ls 是 闭 的 ,所 以 工 4 是 完备 子 空间 。 证 毕 . 
推论 3.14 . . 设 22 4 一 1,2) 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 1 的 两 
个 线性 子 空间 ,并 且 并 一 J 印 1 久 设 Gi 一 1,2) 是 人 ? 
的 线 任 子 空间 .那么 ; ~ 
(0) 1 人 一 1:2) 孝 是 到 的 完备 子 空 间 。 . 
(i) 工 人 BL; 为 区 的 闭 攻 或 完备 )》 线性 子 空 间 的 充 野 条 件 是 ， 
Li(i 呈 1,2) 分 别 是 (HI?,(、,* )) 的 滞 《 或 完备 ) 线 性 子 空间 。 
证 《〈i) 实际 上 是 定理 313 的 直接 推论 . 
(ii 根据 (i), {7 (i 一 ,2) 是 完备 子 空间 ， 因而 有 正则 分 
解 1 
IN? 一 ON 一 1 2. (3.49) 
显然 . 
I = (HOBH®) ® (HEBHY) (3.50) 
.构成 有 的 正则 分 解 。 由 (3.49)、(3.50) 分 别 产 生 的 内 积 记 为 
E2122), ], 可 知 
1: a [“，…]) 一 (7ZO， i ”JDBUID ,tL ,: . 1), (3.51) 
这 里 四 是 普通 Hilbert 空间 意义 下 的 直 交 和 和 《其 实 ， 这 里 也 是 按 不 
定 度 规 (…、… ) 的 直 交 直接 和 ), 并 , 8 (i 一 1,2) 中 分 别 在 上 述 
内 积 下 , 荆 : 绢 Li 不 仅 是 按 《(*,*) 的 直 交 直接 和 ,而 且 也 是 按 [*,*] 
的 查 交 可。 从 责 : 世 :里 六 为 《1 《- ， 7)) 的 闭 线 性 子 空间 的 充 雪 
条 件 是 ,Li 全 一 1, 2) 分 别 是 (7 ,(，.,* )) 的 闭 线 性 子 空 间 。 
如 果 芽 Gi 一 1 2) 分别 是 (和 7,(*…,*)) 的 完备 了 予 空 间 ， 
那 末 LL (f = 1,2) 是 (2 3,(，,*)) 的 团 线 性 子 空 内， 根据 上 
面 已 证 阴 的 事实 , L. 售 L, 是 下 的 闭 线 上 性 子 空前 .又 加 为 (Lo 
“为 如 一 1 2) 都 是 完备 的 不 定 度 者 空 间 , 记 以 :人 由 工 ， 本 ， 人 
是 完备 空间 :从 而 上 Li 但 L; 晨 如 的 完备 子 空间 . 
反之 ;如果 工 一 上 L 儿 L; 是 上 让 的 完备 于 空间 ,那么 贝 工 的 闭 性 ， 
立即 得 到 Li(i 一 1, 2) 分 别 是 172 的 闭 线性 子 空 间 。 由 于 ( 工 ， 
(。，* )) 构成 完备 的 不 定 度 规 空间 、 在 空间 (L,(-，* }) 上 考 
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察 分 解 工 一 已 田 Li 根据 定理 3.13, 工 ;,Ls 都 是 ( 工 ,(-。，- )) 的 
完备 子 空间 ,并 县 (Li,(，,* )) (i == 1, 2) 都 构成 完备 的 不 定 度 
规 空间 .从 而 Ls 一 1, 2) 分 别 是 (YY,(- ,:)) 的 完备 子 空 
词 .证 毕 。 

一 般 说 来 ;LL,, L; 是 两 个 闭 线 性 于 空间 , Li 站 一 10}, 并 且 
LLIL;。 但 这 时 却 不 能 断 商 上 ,名 LL 是 闭 线 性 子 空间 ， 

例 35 设 有 一 有 .BH;, Hs=2[0, 1], 令 [9,1] 上 算 子 

A-HD Ff), FO € [0,1], 

今 视 4 为 里 - 一 FH 的 线性 算 子 . 取 民 ; 一 工 4 工 z 一 LiLyse). 
显然 ,分别 是 末 的 负 、 正 闭 线性 子 空 间 , 并 且 工 , | 工 ,， 四 下 
leor (A4*A), 所 以 Lz 非 退 化 , 即 工作 工 :一 《0}。 

”对 任何 :HD € [0,1] (1 一 2) € LL:[0, 1]，。 显 然 ， 

{f,08 = 4(1 — 2)74, (1 ~— 2)7} 
+ {—AMAl— AA ~ YY}, 

即 {f,0}€ BL3。 注 意 , 满 足 条 件 :12) € LE0,4],(1 一 由 -KKOD) 
€ [0, 11 的 了 9) 全 体 在 L 玫 0, 1] 中 称 密 , 铀 而 如 果 工 , 申 工 : 是 也 
的 闭 线 性 子 空间 ,那么 必然 民 : 申 心 二 王 -， 局 样 又 有 无 由 过 用 
这 样 , 便 有 上 ~ 工 4 命 L4。， 这 显 热 与 1€E ao (A*4) 相 和 矛盾， 

从 定理 3.13 还 可 得 到 下 面 重要 的 推论 . 为 此 引 人 如 下 记号 ; 
设 上,, 上 是 两 个 完备 子 空间 , LCL, 记 La 站 圭 为 日 瑟 . 漠然 ， 
当 荆 是 Hilbert 空间 时 ， 这 里 的 日 就 与 普通 Hilbert 空间 情况 一 
致 。 注 意 , 本 书 中 日 只 对 完备 的 子 空间 上 ,, 工 : 使 用 。 
推论 385 设 工 , 工 站 郊 备 的 不 镍 度 规 空 间 (7， ( * 
的 潍 个 完备 子 空间 .那么 ， 

(i) Lt 是 完备 子 空间 。 

(ii)》 如 果 线 性 子 空间 LCL,， 那 来 上 是 果 的 完备 子 空间 的 
充 要 条 件 是 工 是 完 矢 移 不 定 度 规 空间 (I,,(，,: )) 的 完备 子 空 
则 ， a 
:( 诈 ) 当 荆 上 二 时 ,一 工人 图 L; 必 是 呆 的 完备 子 空间 ， 

(iy) 当 上 CL 时 , L = LOL, 《一 工 :z 门 元 zt) 必 是 的 完备 

+。 


子 空 间 , 并 且 工 ; 一 工 :由 工 . 

证 (i) 是 定理 3.13 的 直接 推论 . 取 Fe 一 七,， 2 一 LL， 
根据 引 理 3.8 的 《〈i) ,立即 可 得 本 推论 的 (it)， 

(i) 因 为 上 ,CLt， 根 据 本 推论 的 (i), (ii)， 立 即 可 知 工 ;是 
(Lt+,{。，* )) 的 完备 子 空间 ,从 而 一 -图 L,@@L'， 其 中 LL 中 
上 L' 一 Li 根据 定理 3.13, L, 人 BL 是 上 的 完备 子 空间 ， 

fiv) 因为 工 * 工 : 是 肛 的 完备 子 空间 ,所 以 =L@BL#, 而 且 
蕊 是 (IL;,(，,*，)) 的 完备 子 空间 ,所 以 工 ， 一 工 :由 上 ,并且 

万 一 LDLODLi. {3.52) 
由 此 可知 一 工 昨 Lt, 工 一 世 首 L+,， 并 且 工 是 人 的 完备 子 空 
闻 。 证 毕 . 

推论 中 的 ( 壕 ) 不 能 推广 成 可 列 个 完备 子 空间 的 各 (和 使 和 后 
再 取 阁 包 ) 的 情况 。 人 鲍 子 是 容易 给 出 的 ， 

上 面 是 用 直 交 分 解 来 判断 钱 性 子 空间 的 完备 柱 ; 下 应 将 从 
扑 方面 来 判断 线 福 子 空 闻 的 完备 人 性， 

引 理 3.16 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 如 的 负 (或 让) 子 空 
闻 , 并 且 按 一 (*,:') (或 (……)) 成 为 Hilbert 空间 ， 那 末 工 是 完备 
子 空 闪 的 充 要 条 件 是 王 仍 是 负 ( 或 正 ) 子 空间 ,或 者 工 是 非 退 化 线 
性 子 空间 . 

证 必要 性 是 显然 的 。 下 面 证 明 充 分 性 ， 并 且 只 就 工 是 负 子 
空间 情况 加 以 证 明 。 显 然 , 只 权证 朋 世 一 工 即 可 . 中 

因为 (', ') 关于 刀 上 拓扑 罗 是 二 元 连续 函数 ,而 工 按 字 在 
工 上 称 密 ;让 然 工 按 一 (…5、) 也 在 三 中 称 密 .因此 ,对 性 何 +€ 工 ， 
tie eel 2,，…"), 使 得 

HR ~— rts OO— +) -= 0, (3.53) 
由 (3 53) 可 知 {xa} 按 一 (*,*) 是 基本 点 列 .但 (上 ， = " )) 是 
Hilber: 空间 所 以 必 存 在 人 和 了 工 > 使 得 村 
Ji 一 (ze 一 rute 一 *#o) 一 0。 - {3.54) 
由 (3.53)、(3.54) 立即 得 到 


ea :了 和 < 


re ar 一 


Ey {3.55) 
然而 * 一 < 了 ,而 三 是 负 子 空间 (或 非 退 化 子 空 间 ) 所 以 z 一 zk 
工 , 即 二 一 工 ， 证 毕 ， 

为 推广 引 理 3.16, 再 证 下 面 引 理 . 

引 理 3.17 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 用 的 半 负 {或 半 正 ) 
子 空 间 。 如果 天 中 有 零 性 向 是 > , 那 末 > 上 工 。 

证 只 就 工 是 半 负 销 况 加 以 证 明 . 如果 结论 不 对 , 必 有 x&€ 工 ， 
(x,2) x 0, 

任 取 复数 4,x 十 7x € 上 。 因 此 

0 (rt le tt hs) = x, x) + r,t) + Xr, #) 
对 一 切 复 数 1 成立， 这 显然 是 不 可 能 的 . 证 毕 . 

定 环 3.18 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 本 的 线性 子 空间 ， 并 
且 ( 工 ,(. ,. )) 成 为 完备 的 不 定 谋 规 空间 。 导 末世 是 如 的 完备 
子 空间 的 充 要 条 件 是 工 是 非 退 化 的 . 

证 必要 性 ”因为 工 是 完备 子 空间 ,所 以 工 是 闭 的 , 邯 工 一 工 . 
又 因为 (L,( . ,' )) 成 为 完备 的 不 定 度 规 空间 ,所 岂 并 (路 工 ) 是 
非 退 化 的 ， 

充分 性 ”显然 , 仅 需 证 明 三: 一 工 。 因 为 CL, 〈(- ,，- ) 是 完备 
的 不 定 度 规 空间 ， 所 以 有 正则 分 解 ， 

L = NOP, (3.56) 
其 中 N,P 分 别 是 负 、 正 子 空间 ， 并 且 分 别 按 一 (-，*),《*,*) 成 为 
Hitbert 空间 。 

先 证 玉 是 忌 的 负 于 空间 。 如 果 不 对 。 半 负 子 空间 苛 中 必 有 

零 妊 向 最 a, 根据 引 理 3.17, z LN, 又 因为 WLP, 所 以 六 LP, 从 而 


zl N,zlP. | (3.57) 
由 此 立即 得 到 zs 上 人 NDP 一 工 . 显然 这 与 工 的 非 退 化 假设 相 矛 盾 . 
同样 可 证 了 是 立 的 正 子 空间 ， 


根据 引 理 3.16,N:P 都 是 杂 的 完备 子 空间 .再 利用 推论 3.15 
的 ( 沿 )， 上 ~ NGBP 是 厅 的 完备 子 空间 . 证 毕 . 
5. 非 退 化 针线 性 子 空间 的 分 解 ” 这 一 小 节 主 要 给 岂非 退化 闭 


3 。 


a 


线性 子 空 间 的 分 解 定 理 ， 
定理 3.19 设 (2,(. ， )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 那 末 工 
是 世 揭 非 退 化 团 线 性 子 空间 的 充 要 条 件 将 有 下 列 分 解 
L = NO@BP, (3.58) 
其 中 入 ,PP 分 别 是 负 、 正 闭 线 性 子 空间 , 并 且 存 在 完备 子 空间 7 中 
(i 一 1, 2), 使 得 
T= 有 TD 全 FT NCIH®Y, PCH®.- (3.59) 
证 ”充分 性 由 推论 3.14 的 (ii) 立即 可 知 , 工 是 可 的 闭 线 性 
子 空间 ， 从 (3.58) 的 分 解 易 知 , 工 必 是 非 退 化 的 ， 
必要 性 ”从 定理 3.9 易 知 , 不 妨 假 设 在 正则 分 解 8 一 H.-H; 
下 ， 对 =Lz 的 销 况 加 以 证 明 , 其 中 4 是 满足 幻 (4) 一 五 _， 
家 人 4) 一 全 :并 且 4 是 单 射 、 闭 线性 算 子 。 | 
因为 L4 是 非 退 化 的 ,所 以 1Eop 《4*4)， 从 而 1E0p (44*), 
令 4 一 UU|4| 是 极 分 解 ，1&op(141),U 是 (H-, 一 (-,…)) 


到 (H,,( ，' )) 的 西 算 子 .又 令 141 一 |”24E, 是 谱 分 解 ,类似 


于 定理 3.13 的 证 明 , 令 志 一 ( 吾 一 高) H_, 一 (1 一 E1) H_,4i1= 
41ai 一 1, 2 有 L4 一 工 4 四 2L4。 取 
N= {lx, Ax}lx€ H} (BN = La), 
P= {{y, Ay}|y EN BA MP = Ly,), 
?HDR I? ~ HDRA). 
显然 , I (i 一 1, 2) 都 是 完备 于 空间 , 1?DN, DG 及 并 且 和 N 
是 负 子 空间 ，P 是 正 子 空 间 (因为 1Ecp (141)), 再 利用 多 (4)= 
H-, 统 (4) 一 Hi, 4 是 单 射 、 闭 算 子 ， 易 知 缠 (41)} | 过 (43)， 
且 4,,4, 都 是 闭 线 性 算 子 。 从 而 六,P 是 两 个 闭 线性 子 空间 ,并 县 
Hi 一 宠 (4) 鲜 统 (41)、 这 样 T 一 JIA 证 毕 。 


$4 标准 分 解 


完备 的 不 定 度 规 空间 (了, (* ,* )) 有 正则 分 解 如 一 也 -外 
。35 ， 


HH,, 它 是 我 们 考察 问题 (包括 以 后 线 铂 算 子 的 研究 ) 最 常用 的 基本 
分 解 之 一 .空间 (有 也 ,(。 ，* )) 对 于 它 的 线性 子 空间 工 是 否 有 直 
交 分 解 开 一 L 狼 L!， 这 一 点 在 今后 线性 算 子 的 研究 中 具有 很 重 
要 的 地 位 ,可 是 ， 正 如 定理 3.13 所 指出 的 ， 能 做 到 分 解 !7 一 工作 
L!+ 的 工 必 是 并 的 完备 于 空间 ， 然 而 ,在 讨论 算 子 时 , 由 算 子 所 产 
生 的 某 些 重要 空间 ,例如 算 子 的 零 空间 , 值 域 特 征 子 空间 ,根子 空 
间 等 等 ,一 般 说 来 ， 容 易 证 明 它们 在 一 定 条 件 下 是 闭 线性 子 空间 ， 
但 末 必 是 完备 子 空间 ,甚至 它们 是 退化 的 子 空间 , 则 自然 不 可 能 有 
直 交 分 解 。 根据 Hilbert 空间 线性 算 子 理论 的 经 验 ， 这 对 末 空间 
上 线性 算 子 理论 的 展开 是 很 不 利 的 .为 了 今后 算 子 理论 的 需要 ,我 
们 还 要 引入 男 一 类 重要 的 分 解 一 标准 分 解 。 以 后 各 章 中 将 会 看 
到 它 比 直 交 分 解 更 为 被 广泛 采用 。 标 准 分 解 是 由 于 讨论 退化 子 空 
疗 的 结 梅 而 导 人 的 。 所 以 本 节 内 容 实质 上 是 讨论 一 般 的 闭 线性 子 
空间 (特别 是 退化 子 空间 的 ) 结 构 . 

1. 零 性 子 空 伺 ” 返 化 子 空间 的 一 种 极端 情况 是 零 性 子 空间 ， 

设 一 -BH, 是 正则 分 解 , 了 是 Hilbert 空间 (H-, 一 (…， 
- )) 到 Hilbert 空间 (Hi,(， ,* )) 的 (线性 ) 保 距 算 子 ， 定 义 域 
纪 (7), 值 域 完 (Y)。 这 种 保 距 算 子 全 体 记 为 Y。 用 工 表 示 如 的 
零 性 子 空间 全 体 , Ps 表示 在 正则 分 解 JT 一 H_@BH, 下 也 在 H 上 
的 投影 , 7 一 P, 一 已 。 对 任何 Z 《2Z, 用 Zs 表示 PZ. 

引 理 4.1 : 设 了 7 一 HBH; 是 正则 分 解 。 下 列 命题 成 立 。 

GD) 对 任何 YeV, Lv, ELr-meZ 

(i) 映射 r: 了 FF>Lr 是 Y 到 也 的 双 射 ， 

( 道 ) 当 太 ，Pa eV, 并 且 BV LB(V3),R(V)L 六 (VV,) 
村， 规定 天 四 Pa ar 十 Bri aVir t+ PVyr, (ri € BVI), i= 
1, 2, a, BEC),MNM Lyer, = Lv DLvr.. 

(iy) 对 任何 VEY, Lv 是 17 的 翔 线 福子 空间 的 充 要 条 件 是 

BV) = AAV), RB(V) = (TV). (4.1) 


1) If 是 多 (7 《CH4) 产 纪 (V》《CH.) 的 保 距 算 于 , 这 里 的 工 r-: 实际 上 下 
示 {V "ys yly € RO))}. 
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证 (Gi) 利用 了 ,V-: 的 保 虐 性 ， 可 直接 验证 Lv, 上 v-: 2. 

(ai) 对 Y 中 不 同 的 Fi, Vs 它们 的 图 象 Gv,, Gr, 显然 也 不 相 
疗 , 即 Lv, 工 y,, 从 而 + 是 VY 到 的 单 射 . 

反之 , 对 任何 Z€ Z, 显然 Z 中 不 含 形 为 {0, y}(y 寺 0) 的 向 
盘 , 因 而 Z 必 是 H- 一 BH; 的 某 个 线性 算 子 的 图 象 .显然 ,2B(V) 
一 Z-, 弦 (V) 一 Zi. 利用 Z 中 向 量 都 是 零 性 的 , 易 知 VEVY, 见 
5 是 满 射 . 

(ii),(iv) 都 其 显然 。 证 毕 ， 

引 理 4.2 设 Z,,ZzjeZ，Z, 一 上 v ,Zi 一 Lv,。 下 列 命题 成 
I 

Qi) 加 ezZ, 并 且 2 一 Lp, 这 里 六 是 V ,的 最 小 团 扩张 ， 

(il 当 ZL Z: 时 , 那 末 2Z, 十 ZeZ, 并 且 2 2;. 

本 引 理 是 显然 的 . 

如 果 Zi 一 Lvj€ Zi 一 1, 2, 并且 ZZ;。 :由 引 理 :4.2 的 (i) 
可 知 ， 必 存在 VEV, 使 得 Lv = Z, 十 Z，,， 一 般 说 来 即使 再 满 
足 Zi Za 一 {0}, 也 未 必 成 立 Lr 一 工 rney{ 注意 ,只 有 编 (7,)| 
鳃 (Fa)， 腕 (加 ) 工 灾 (P) 时， 才能 定义 太 旬 三 《 参 见 引 理 4.1 
的 (Gii))). 

例 41 设 一 H_BH; 是 正则 分 解 ，dimHs > 2 又 设 eo 
(i 一 1, 2) 分 别 是 (, 土 ( - ,* )) 两 个 就 范 直 交 向 量 ， 取 Z, 一 
span{m}, Zi— ti + el; Za span {27), za 一 zi 十 (ce 十 ci) (8 
是 非 零 常数 )，、 由 于 

(2 £1) = (eT, e1) 十 (et, et) 一 0， 

所 以 Z: 上 上 Za。 显然 Z; (i 一 1,2) 都 是 零 性 子 空间 ,并 且 Z. 人 2, 一 
{0}. 然 而 , 相应 于 Zi(i 一 1, 2) 的 Lv, 并 不 满足 多 (V1) | 多 (TV,) 
〈 灾 (7 让] 多 (7)) 也 不 满足 ). 

2. 退化 子 空 间 的 结构 ” 设 工 是 不 定 度 规 空间 (到 ,(- ,* )) 
上 的 线性 子 空间 。 令 

ZL= LNL+, (4.2) 

显然 ,Zi 正 是 工 中 能 与 整个 工 直 交 的 向 景 全 体 , 妈 
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Zi= {rlxELt, FE Cx, 7 = 0,7€Lt}. 
引 理 4.3 设 世 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 妃 的 线性 子 空间 ， 下 
列 命题 成 立 。 
0) 工 为 退化 的 充 要 条 件 是 Zi 关 {0}。 
人 ii) 当 工 闭 时 , 工 为 退化 的 充 要 条 件 是 ,ZL! 是 退化 的 . 
(这) 如 果 世 是 退化 的 , 那 末 工 必 是 退化 的 ,并 且 
2ZCZr。 (4.3) 
(iyv) 如 果 工 是 半 负 (或 半 正 ) 子 空间 , 那 末 Zr 正 是 工 中 零 性 
向 量 全 体 ， 
证 〈i: (ii) 是 显然 的 ,(iy)} 由 引 理 3.17 立即 可 得 . 
今 证 明 (六) 因 工 是 退化 的 ,所 以 ZL 关 {0}。 任 取 ze Zi, 由 
于 上 工 ,所 以 * 上 工 。 由 此 可 见 , 不仅 如 化 ,而 且 
ZLCZr, (4.4) 
但 工 , 了 + 是 两 个 闭 染 , 所 以 Zr 一 LN 工 ! 是 闭 沁 ,由 (4.4) 立即 得 
到 (4.3), 证 毕 . 
定理 44 设 (T，、(. ，: )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 工 为 
《了 ,〈。，，" )) 的 闭 线 性 子 空间 的 充 要 条 件 , 是 存在 三 个 完备 子 空 
间 To 全 一 1 2, 3)， 以 及 负 闭 线性 子 空 间 N， 正 闭 线性 子 空间 
P, 零 性 闭 线性 子 空 间 Z ,使 得 
也 一 BITBNID, L 一 NDZODP, 
“NCH®Y, PCN®, ZH®, (4.5) 
并 且 Z 是 (1,(.,…)) 上 既是 极 大 半 正 又 是 极 大 灶 负 的 子 空 
向 ， 
证 由 推论 3.14 的 (ii) 知道 , 定理 4.4 的 充分 性 是 显然 的 , 
下 面 证 明 必 要 性 ， 
我 们 不 妨 假 定 在 正则 分 解 刀 一 -全 Hi 之 下 ,L 一 L4, 而 且 
多 (4) 一 HH_, 4 是 闭 算 子 . 
记 相 应 于 1 的 算 子 4*4 ,4.4* 的 特征 子 空间 (可 能 只 有 零 向 
量 ) 分 别 为 EE,F。 显然 上 ，F 分 别 是 互 -, 吾 ; 的 闭 线性 子 空间 。 
取 亲 一 EBF， 由 此 易 知人 是 完备 子 空间 , 闪 且 有 9 一 也 四 
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?是 正则 分 解 。 对 任何 *e 王 , 记 y 一 4x. 由 引 理 3.3 的 (ii) 易 知 
Ze= LNLt = {{x, Ar}|*€E EY} 
= {{A*y,9}|y € F). {4.6) 
取 Zz 一 Zi, 由 于 Z 是 零 性 子 空间 ( 既 可 视 为 半 负 ， 又 可 视 为 半 正 
子 空间 ), 而 4 在 整个 E 上 有 定义 ,4* 在 整个 三 上 有 定义 ， 所 以 ， 
由 引 理 3.2 的 (i) 可 知 , Z 是 了 7 的 既是 极 大 半 人 负 ， 又 是 极 大 半 
正 子 空间 .由 极 大 性 , Z 是 如 中 (从 而 蚌 全) 的 闭 线性 子 空间 . 

取 IT-(H-OE)B(HOF), L' ~ {lr, Ar}lrE(H-OE) 
门 多 (4)) ,显然 了 一 7B19. 今 证 上 L'CIT': 对 任何 x+€ (H_OE) 
NB(A4), YE EB, 由 于 ZLL,x1y, 所 以 

0 一 ({tzy Axr},{y, AY}) — (Ax, Ay), (4.7) 
即 4z 与 一 切 4A7 直 交 ， 或 者 说 与 F 直 交 . 从 而 4x*€ Hi.OF， 
邢 c07', 

由 于 多 (4) 一 E@((H_SE)NN (4)), 9, 从 而 L = 
BZ(ZCHY, L'CH'). 由 于 1 不 瑚 是 4*4'(4' 一 41 _er) 
的 特征 值 ;: 从 而 天 是 池 中 的 非 退 化 闲 线 性 子 空间 . | 

对 于 JT 的 上 L', 再 应 用 定理 3.19, 对 即 得 到 (4.5). 证 毕 . 

应 该 注意 ,1 上 一 个 线 姓 子 空间 LL ,如果 能 有 分 解 

L = NBZODP, (4.8) 
其 中 N,P,Z 分 别 是 负 、 正 、 堆 性 子 空间 . 显然 就 有 
.ZZ= Zi(Zi— LAL+), 
另外 ， 定理 4.4 表明 : 对 闭 线性 子 空间 的 考察 可 以 化 戌 轩 过 儿子 
空间 和 闭 非 退化 子 空间 去 考察 . 
3. 对 俱 族 

.定义 41 设 4 是 指标 集 ,{sx|2e A}, {z*14€ 4} 是 不 定 度 规 
空间 ( 且 ,(，，* )) 上 两 个 向 最 族 。 如 果 对 任何 4, n€ 4， 
- | 《si， ss)} = By, : {4.9) 

这 里 bx 是 Kronecker 函数 ( 则 当 4 一 时 81s 一 1; 当 % 关 jp 了 时， 
xr 一 0)。 那 末 , 称 1zal4€ A},{zX14€ 4A} {或 简写 作 {z1} zx)) 
是 对 偶 的 , 如果 {zx|1e 4A}, a?1%& 4} 是 对 偶 族 ,并 且 对 一 切 1 
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4,z1 一 对 , 那 末 称 {zxz1ze 4 是 自 对 侦 族 。 

从 (4.9) 易 知 ,对 偶 族 {xx12e 4}, {z*14€ A} 中 的 每 一 向 最 
族 都 是 线性 无 关 的 向 量 族 . 

如 果 ( 厅 ,(。，* )) 是 Hilbert 空间 , 那 末 (7, (，," )) 的 任 
何 就 范 直 交 系 {ca14€ 4} 都 是 自 对 个 族 . 不 定 度 规 空 间 与 Hilbert 
空间 本 质 区 别 之 一 ， 就 在 于 线性 子 空 间 可 以 是 退化 的 . 对 于 退化 
于 空间 (其 特例 是 零 性 子 空间 )，Hilbert 空间 中 的 "就范 直 交 系 * 概 
念 在 此 失效 了 ,而 较 多 用 对 偶 族 概念 。 

在 完备 的 不 定 度 规 空间 上 , 也 存在 和 普通 Hilbert 空间 相 类 似 
的 如 下 定理 . | 

”定理 4.5 设 (7,(，,* )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ,并 且 是 可 
分 的 ?。 如果 {x414€ A}, {z*14€ 4} 是 对 侦 族 , 那 未 2? < NW。 

证 设 J 一 H_BH+ 是 正则 分 解 ， 由 它 产 生 的 范 数 为 上. 人 
令 工 一 span {zm4|4€ 4}。 显然 , 工 是 并 的 可 分 的 闭 线 性 于 空间 , 因 
而 存在 一 列 向 晤 {x}CL， i 对 于 每 个 x;, 显然 存 
在 至 多 可 列 个 指标 Wa 1, 2,-…, 使 得 we Li, 其 中 元: 一 
span {s20|j = 1, 2 …]}。 


如 果 4 不 是 可 列 无 限 集 ， 任 取 2€ 4 一 U WW ims 上 
由 于 zx 6 工 ， 所 以 存在 tx} 的 子 列 {zn} 收 伊 于 zy 但 x € bs, 
所 以 必 可 用 {zn21i 二 1， 2,- …)} 中 向 量 的 线性 级 合 所 成 的 序列 收 
辣 于 它 , 从 而 必 存 在 用 {jnli 一 1，2,…;j 一 1 2…} 中 向量 的 各 
性 组 合 组 成 的 序列 {p} (gw 一 3 iz, 一 1,2，…)， 使 得 

; lim lp, 去 sl -= 0. | 《4.10) 

由 于 (…) 关于 | < i 是 二 元 连续 的 , 众 此 ， 

1 一 (ma) = mgst) ~ mp 2) ~ 0, (#11) 
这 是 矛盾 的 。 所 以 站 委 的 ,证 毕 。 | 


1) 即 站 按 拓扑 是 可 分 的 ， 
2) 4 琢 示 信人 的 势 ， 
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对 于 无 限 维 可 分 空间 ,显然 确实 存在 势 为 ,的 对 偶 该. 

引 理 4.6 设 Z 是 完备 的 不 定 度 规 空间 也 的 专 性 闭 线性 子 空 
间 。 那 未 在 Z 中 必 存 在 一 族 线 竹 无 关 的 向 量 {xz114€ 4}， 使 得 

(i) span{zi|2e4} 一 了. 

(ii) 存在 线性 无 关 族 { 达 12e A}, Z* 一 span {4s*} 是 零 性 空 
间 , 并 且 {x114€ 4}, {zX14€ 4} 是 对 偶 族 ， 

(ii) span {z1s zx PE A} 一 Z 十 Z*, 并 且 Z 十 Z* 是 完备 
于 空间 . 

证 设 有 一 HBH; 是 正则 分 解 。 因 为 Z € 2, 由 引 理 4.1, 存 
在 VE VN, 使 得 Z 一 工 y .因为 Z 是 闭 线 性 子 空 阅 , 所 以 V 是 前 算 子 ， 
从 而 多 (7) 一 多 (TV), 殉 (V) 一 至 (7). 

在 Hilbert 空间 (4P)， 一 (:,*)) 上 尾 取 一 个 完备 就 范 直 
交 系 {cx iX€ A}, 作 一 和 7, Ver}, XE 有 ,显然 {2;|4€ 4} 就 满 
足 ( 计 的 要 求 ， 

如 果 取 Z* 一 工 - Ps 久 (V)), 并 取 = 


{cr， 一 Perj1e 4.。. 容 易 验证 {zt]2e 4) 满足 (ii) 的 要 求 。 

由 于 

1 1 
cer 辣 2 《za 一 2xzr)， Ve 2 《za 十 227), 

由 此 可 知 span {{z,} U{zt}}—=span (x, 2*|h,p€ 4 一 纺 (7) 引 中 
(V), 由 于 gp(V), 弦 (7V) 分 别 是 (有 -一 (…))，(G(，)) 
的 闭 线性 子 空间 ， 所 以 好 ~ 多 (7) 四 雾 (7) 是 序 的 完备 子 空 
间 , 并 且 太 一 Z 十 Z*。 于 是 ,完成 了 (证 ) 的 证 明 。 

必须 注意 ,在 一 般 情况 下 ， 即 使 {zx|26e 4}，{zz|12e A} 构成 
对 侦 族 。 但 span {zz#|4, pE 4} 可 能 是 退化 的 ， 

例 42 没有 一 1_@Bi, 一 1D, 令 {ce 站 分 别 是 (1 [',*]4) 
《 见 便 3.1) 的 完备 就 范 直 交 系 ,s 一 < 十 cr 一 二 (加 十 ez 十 


gy she em) i 1,2s70. 显然 ， {21}，{x*} 成 为 
对 侦 族 ,但 由 {x)},{s}} 张 成 的 闭 线 性 子 空间 L 一 1-@Z@! ,其 
和 学 
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中 ZZ 二 span {2}, /4 一 spanfe#l 次?。 工 是 退化 的 ， 
”同样 ; 即使 做 到 span { zk, 六 |1，pe A} 是 非 退 化 的 . 但 它 仍 未 
必 是 完备 的 。  .  - 
例 43 设 /1 (i 一 1,2) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 的 两 个 完 
备 子 空间 ,并 且 二 FoD 引 Pa， 又 设 忆 0 一 HOBH?(i 一 1,2) 
是 正则 分 解 ,并 且 HE 二 [7[0, 1](i 一 1,2). 令 
A:CI ZO fe 0,1], 
视 4 为 B 一 HY 的 算 子 , 它 产 生 的 线性 子 空间 记 为 Li. 再 视 4* 
为 HP -> 有 2 的 算 子 , 它 产 生 的 线性 子 空间 记 为 L，,。 显 然 ，Li 忆 
1 一 1 2 并 且 工 ， 疡 分 别 是 下 的 负 , 正 子 空间 .由 于 工 ; 公 一 
1, 2) 分 别 是 me 的 闭 非 退 化 子 空间 ,所 以 了 上 一 L,@L; 也 是 了 的 
闭 非 运 化 子 空 间 。 利 用 厅 的 可 析 性 ， 易 知 在 内 积 空间 ( 工 , 一 (…， 
))，(Li，(。，*)) 中 分 别 存在 就 范 直 交 系 {ec7} {ef}， 使 得 
5 (cr ~ Losipan {e+} = Lz, 作 si 一 (er + cf) ,2+= 2 
(一 呆 十 co), i 一 1,2,.…， 易 知 {x;}，{s#} 是 忆 的 对 侦 族 ， 
LDL, 一 span {zi,z#1i,f 一 12 是 非 退 化 的 ,但 不 是 完备 的 . 
4. H.D. 对 
定义 本 2 设 Z,Z* 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 ( 杂 ,《*,*)) 的 
两 个 零 性 子 空间 ， 如 果 对 任何 z6Z:z*eZY(z 守 0,z* 夺 0), 总 
存在 yeZ。xreZ*, 使 得 。 
《0 (2', 2*) 0, (4.12) 
那么 称 {Z ,Z*} 是 偶 对 。 如 果 {Z ,Z*} 是 侦 对 ,并 且 存 在 对 偶 族 
{sil1€ A}CCZ),， {14e A}CZ*)， 满 足下 列 条 件 ，. 
ZC— ‘ Ah la < oo}, 


EE 


1) 满足 它 IwP< oo 的 {ns} 最 多 只 有 可 列 个 数 不 是 零 因 而 仿 ) si 是 可 列 个 
EP 


向 量 和 的 级 数 z 它 的 收 箔 是 纺 呈 上 拓扑 了 的 意义 下 的 收 若 。 
党 有 


- {Ds [Dla < 0). (4.13) 
久 坟 者 人 至 开 


那 末 , 称 {2 , 2*} 是 Hilbert 意义 下 侦 对 。 简 称 为 日 . D. 对 ， 
从 定义 4.2 可 见 ,对 于 零 人 性子 空间 Z ,如 记 
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显然 ;一 般 说 来 , CZ, 而 Z 和 郊 的 关系 既 可 能 发 生 7 过 >, 又 可 
能 Z 和 2 或 其 它 , 这 依赖 于 {m1ze 4} 在 Z 中 的 选取 。 
对 五 . D. 对 {2Z ,2Z*), 今后 党 依据 (4.13), 在 Z 和 2Z* 上 分 
别 引 人 新 的 内 积 (有 漆 用 同一 符号 )《:,:》: 
(zx, 2 ) = Za YY Dien, 3” 王 BD al; 


rr 


. {4.14) 
《zs*#， 2 oo DI OB DY bss 2 一 > 
EH | 类 失明 
易 知 (4Z ,《.:，…), 《2*,《，,，》) 是 两 全 Hilbert 空间 。 并 且 
(z, 2*) 一 > ix (4.15) 
ME 


今后 常 把 (Z*,《〈,，.)) 按 (4.15) 方式 视 为 (Zz,《*,*)) 的 共 轿 
空间 。 和 通常 Hilbert 空间 一 样 , 在 下 面 的 自然 ( 线 竹 ) 映 射 
HE (4.16) 

之 下 ,把 (Z*,《*',*)) 和 (Z,《*，*)) 一 致 化 ,在 这 样 的 一 致 化 前 
提 下 ,有 (Z*,《.，.)) 一 (Z,(.，-)). 

如 果 folle4}，{zzlze4} 是 对 人 符 族 ,显然 ， Z 一 
span{z111€ 4},Z* 一 tpan{sz12c 4} 是 侦 对 .由 例 4.2 可 知 ， {2， 

Z*} 是 偶 对 了 时, {Z , Z*} 未 必 是 偶 对 ，  - 

定理 47 设 Z， Z* 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 (7， 《*，。)) 的 
两 个 零 福子 空间 . 

(i) 如 果 马 十 Z* 歌 Z 十 Z* 是 非 退 化 的 于 空间 ， 那 未 {2， 
Z*} 必 是 偶 对 。 


再 生计 +: 


(i 如 果 世 十 和 * 是 完备 子 空 间 ， 那 末 必 存在 Z#， 使 得 
{ZZ,Z*w} 是 H.D. 对 ,并 且 2Z 十 Z* 一 了 十 Z*, 
证 (i) 如 果 {Z,2Z*} 不 成 偶 对 ， 因 而 可 不 妨 设 存 在 2€ Z， 
z 天 0, 并 且 z1Z*, 从 而 zs 上 2*。 又 由 于 x 上 2Z ,所 以 = 上 2 , 从 而 
x 二 过 十 7*, 即 过 十 和 退化 ,这 与 假设 矛盾 . 当 假设 Z 十 Z* 是 
非 退 化 时 ,这 时 必 有 2 十 3* 非 退 化 ,从 而 {Z ,2Z*) 也 必 是 侦 对 . 
{ii) 因为 Z + Z* 是 完备 子 空间 ,所 以 不 妨 设 [一 2 + Z*， 
令 是 二 肌 - 命 H. 是 正则 分 解 ,根据 引 理 4,1， 存 在 了 ,FEeV, 使 得 
Z—~iy, Z2*— Ly, (4.17) 
因为 Z,Z* 是 闭 的 , 所 以 B(V), 留 (V) 深 (VV), 中 (VV') 分 别 
是 (8H, 一 《:,*)) ,(H;(.,。)) 中 闲 线性 子 空间 ， 
今 证 多 CF) 一 H-_. 如 果 不 对 , 必 有 >xe H.S©B(V) (rso) 
以 及 {rn, pP}e 豆 ,fa*，p*}e Z*, 使 得 | 


十 n* = xXx， P+?r*=0, (4.18) 
因为 ,2*e ZZ, 所 以 
fall = |p, a*ll = lp*il. (4.19) 
由 (4.18), 《4.19) 立即 得 到 
nl + Hel oe Mai = lp = al?, (4.20) 
由 此 可 知 , 只 有 zx 一 4, 这 与 假设 矛盾 ， 


同样 可 证 ， 缠 (VY) = Hi, 多 (站) 一 H_, 索 (V') = 日 | 等 .. 
在 (8-, 一人。，')) 上 任 取 完 备 就 范 直 交 系 {e717€ 4}, 因 为 


多 (Y) 一 日， 所 以 mleioVei}eZ. 作 名 一 了 {一 eT Ver}， 


显然 {x414€ 4}), {zs?14€ 4} 是 对 俩 族 , 令 Z* 一 span{z#}， 并 用 
{sl2€ A}, {zf 1Xe A} 按 (4.14) 引入 新 内 积 ， 易 知 {ZZ*} 是 
五 . D. 对 ,并 且 Z 二 2Z* 一 2 十 Z*“. 证 毕 。 
注意 容易 举 出 例子 说 明定 理 4.7 的 (ii) 中 条 件 “2 十 :Z* 是 完 
备 子 空间 ”不 能 换 成 “2Z 十 Z* 是 完备 子 空间 ”. 
显然 ,对 于 采 的 任何 零 性 子 空间 Zz ， 如 果 Z 是 闭 的 , 只 要 取 
2Z? 一 JZ (J 是 正则 分 解 林 一 HBH; 下 的 P; 一 P_,Ps4 是 在 


好 上 的 投影 )。 那 未 ,{Z ,Z*] 便 是 地. 六 .对 于 有 限 维 情况 ,有 
下 面 更 一 般 的 结果 . 

推论 48 设 Z,Z" 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了 。(.，.)) 的 
两 个 零 性 子 空间 . | 

(i) 如 果 Z 十 Z* 是 有 限 维 空间 ,并 且 非 退化 , 那 末 {Z ,2Z*} 
是 偶 对 ， 

《ii) 如 果 {Z , Z*} 是 偶 对 , dimZ 一 一 oo, 那 末 dmZ* 二 1， 
ZNnZ* 一 {0} ,并且 Z 十 Z* 是 非 退 化 的 

(ii》 如 果 (i)，(ii) 中 的 条 件 有 一 个 满足 ， 那 未 {Z , Z*} 是 
五 .万 .对 。 

(Civ) 如 果 (D,(ii) 中 的 条 件 有 一 个 满足 ， 那 末 对 Z 中 任何 线 
性 基 {z } (i 一 1, 2,.…,!)， 必 存在 2* 中 相应 的 线性 基 {s*} 
(i 一 1,2,… ,站 ,使 得 {;},{z 六 } 为 对 偶 族 ， 并 且 在 任意 确定 的 
对 侦 族 {z}， ) ,人 } 下 {中} 被 fi } 叭 一 确定 . 

证 (i) 了 上 有 限 维 空间 必 是 闭 的 ， 由 定理 4.7 的 (i 立即 得 
到 本 推论 的 (1). 

GD 设 {1z1G 一 1,2， . 门 是 z 的 一 个 线性 基 . 在 8* 申 
任 取 {rz 一 1; 2 0， , 漠 足 (sy 2) #0(i ~ 1,2, 

1)， 然 后 类 似 于 Gram-Schmidt 正 交 化 方式 逐步 作出 对 偶 族 | 
{zr} 如 下 : | 

取 一 22 一 -如 果 ( 避 , 过 ) 一 0, 取 s; ~ 地。 

人 令 于 一 一 (只 zz 十 2 便 有 (sz 好) 一 0. 再 可 六 


一 《3 于 zp, 如 此 一 直 进行 下 去 , 便 得 到 (ze 
a Py {2,, 2 ) 


构成 的 对 偶 族 ,同时 证 明了 ? dimZ* > dimZ ~ 1. 再 对 调 Z,Z* 的 
地 位 ,又 得 到 dm2Z* < dimZ = i, dimZ = dimZ*.. 

对 任何 ze ZN Z*, 如 果 = 天 .0, 那 末 它 作为 Z* 中 向量 , 必 有 有 
z’《 ,使 得 (z,z') 关 0, 这 又 与 Z 是 零 狂 子 空 间 的 公设 相 矛 盾 。 


1) 年 塞 ?对 个 族 {* 小 。《mf} 必 是 两 个 线性 无 关 族 . 
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所 以 了 站 2Z7 一 401. 

再 证 Z 十 2* 是 非 退化 的 ， 因 为 2 2* 一 {0}, 所 以 对 任何 
xE2 二 2Z*, 必 有 唯一 的 x€ Zs*E€ Z*, 使 得 + 一 z 十 xz*。 但 又 
因 {Z,Z* 是 偶 对 ,所 以 又 存在 只 E Z,z*€ Z*, 使 得 

(zs*) 0, (2',s*) 关 0. 
从 而 决 不 可 能 有 非 零 向 量 *e Z 十 Z*, 使 得 * 上 2Z 十 Z*。 即 Z 十 
2F* 必 是 非 退 化 的 。 

(二 )》 按 (i ,存在 对 侦 族 {3;},{z*}。 用 这 个 对 偶 读 按 (4.14) 
引 人 内 积 ,因为 Z 十 Z* 是 有 限 维 ， 易 知 {Z ,Z*} 必 是 五. DD. 对 . 


Giv》 在 对 假 族 {zr}。{e#} 下 , 记 ;一 Pantim1s2), 
又 记 4 一 (oy), 取 (56) 一 4* ~ 作 z* 一 Zs? 郧 为 所 求 ， 


显然 , 当 {zi } 给 定 后 , 即 4 给 定 后 ,{s>'} 就 被 唯一 确定 了 。 证 毕 . 
注 从 推论 4.8 的 人) 的 证 明 可 知 ， 如 果 {2 。Z*] 是 不 定 度 
规 空间 万 的 偶 对 ,并 且 Zz, 7* 都 是 零 人 性子 空 间 ， 那 束 必 和 然 
ZN2Z* 一 {0}, 并 且 Z 十 2* 是非 退 化 的 . 
5. 标准 分 入 
， 定义 43 设 (2,(.，*)) 是 完备 的 不 定 度 规 窗 间 , N, P 分 
别 是 刀 上 的 负 、 正 子 空 间 , Z, Z* 是 站 的 两 个 零 狂 子 空间 。 如 果 
有 下 列 分 解 | 
I = NB{Z + Z*}®P, . (4.21) 
那 末 称 (4.21) 是 有 的 标准 分 解 。 
引 王 4.9 设 上 并 一 NB{2Z.+ Z*}GBP 是 标准 分 解 。 那 末 
(1) N,P,Z 十 Z* 都 是 完备 子 空间 ， 
(HH) Z 一 2Z,2* 一 Z*, 并 且 {2 ,2Z*} 是 偶 对 。 
《 道 ) 存在 零 性 子 空 间 Z*, 使 得 Z 十 Z* 一 Z 十 Z*,{2Z ,2Z*} 
是 了 H. PD. 对 ， 并 且 可 以 选 出 对 偶 族 {#12E 4 fsxl2e 4}, 使 得 
{slA€ A}CZ. 


1) (Can 表示 !Xi 答 了 泗 3a44 为 炬 阵 苑 。 
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(iv》 存 在 正则 分 解 了 一 H.BH, ,使 得 
H_DON ,HhP. (4.22) 

证 (0) 是 定理 3.13 的 直接 推论 。 

《i) 因为 Fo 一 了 十 Zr* 是 完备 子 空间 ， 册 定理 4.7 的 (ii) ， 
{Z, Z*} 是 价 对 .根据 推论 4.8 后 面 的 注 ,Z 几 2Z* =… {0}。 

同样 ,因为 Z 十 Z* 也 是 完备 子 空间 rm .所 以 ZZ*=…{0}. 
如 果 Z 3 Z, 那 末 存 在 ze Z ,soE2Z 根据 分 解 了 一 ZZ*, 必 
有 唯一 的 x€ 2Z,s*€ Z*, 使 得 zo 一 z 十 x*, 从 而 53* 一 80 一 2 € 儿 , 
显然 ,只 有 zs* 一 0, 即 w 一 »*, 这 与 假设 soE2Z 相 了 矛盾 。 这 样 ,就 得 
到 Z 一 Z. 

同样 可 以 证 明 Z* 一 2Z*. 

(过 ) 应 用 定理 4.7 的 位 ) ,立即 可 得 本 引 理 的 〔 证 ) 。 

《ivy) 如 令 一 1 二 向 本 由 , 那 末 = (HO@N)@(H?BP) 
便 基 正则 分 解 ,并 满足 !4.22)。 证 毕 ， 

推论 4106 设 帮 一 N 人 (1Z 十 Z*}@P 是 标准 分 解 、 那 末 和 N 晤 
Z ,NBZ* 都 是 末 四 和 人 而 P 鲜 Z ;PBZ* 都 是 用 的 
极 大 半 正 子 空间 . 

证 根据 引 理 4.9 的 (ii)， Gv), 如 记 I? 一 HOY@HY 在 HS 
上 投影 为 PY ， 那 末 由 定理 4.7 的 (a) 的 证 明 可 知 POZ 一 Po 了 
一 好 ,从 而 在 正则 分 解 刀 一 (HDBN)@(H8@BP) 下 ， 如 记 吕 
在 (HO@BN) 上 投影 为 P_, 那 末 便 有 P_(N@Z) 一 HOG@BN, 由 引 
理 3.2 的 (i) 可 知 ,NDZ 是 囊 的 极 大 尘 负 子 空间 。 

.同样 可 证 推论 的 其 它 结论。 证 毕 。 

. 6. 线性 子 空间 与 标准 分 解 

定义 44” 设 工 是 完 条 的 不 定 度 规 空间 有 的 闭 线 任 于 空间 。 
如 果 存 在 闭 负 子 空 间 Ni, 闭 正 子 空间 习 , 闹 零 性 子 空 间 Zr ， 使 得 

L = NDZLBP, (4.23) 

那么 称 (4.23) 是 工 的 标准 分 解 。 

显然 ,在 标准 分 解 (4.23) 中 ,ZL 一 也门 工 *+。 棚 据 定 理 4.4, 任 
何 闭 线 性 子 空间 工 不 仅 必 存 在 标准 分 解 。 而 且 还 可 有 完备 子 空间 
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(i = 1,2,3), 使 得 人 =172@BIP@T9, 并 且 32Z4,170> 
VDP( 见 (4.5))。Zz 还 是 3 中 既 极 大 半 负 又 极 大 半 正 的 
子 空间 . 
当然 , 闭 线 性 子 空间 上 的 标准 分 解 并 不 唯一 ， 
例 44 设 H 一 1 多 1,， 一 了 {ez|i 二 1,2,…} 分 别 是 睛 
的 完备 就 范 直 交 系 . 令 z 一 呆 十 of,L 一 span{e7， 人 显然 , 取 
Ni 一 span {ce7},Z 一 span1z} 或 取 Ni 二 span{fe7 十 5},Z' 一 7 


时 ,就 有 标准 分 解 
工 一 Mr 外 7 ， 工 一 N 中 Z (4.24) 
下 面 给 出 闭 线 性 子 空间 的 分 解 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 的 
定理 


定理 4.11 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 也 的 闭 线性 子 空间 ， 

并 且 有 分 解 加 
L = NL.BZLDPL, (4.25) 
其 中 Ni ,Pi,Zi 分别 是 负 、 正 、 零 性 子 空间 , 人 
并 一 NO{Z 十 Z*} 申 P, 使 得 
NCN, PCP, ZCZ (4.26} 

成 立 的 充 变 条 件 是 ,Ni, P 都 是 如 的 完备 子 空间 . 

证 必要 性 ”因为 工 是 闭 线性 子 空间 , 而 N,P,2 十 Z* 都 
是 完备 子 空间 ,所 以 

N= NNL,P, =PNL,Z.= ZNL = {Z + Z*}NL 
都 是 闭 线 性 子 空间 ， 根 据 推 论 3.14 的 (说, Ni, Pi, Zi 分 别 是 完 
备 的 不 定 度 规 空间 N ,P,Z 十 Z* 的 闭 线 性 子 空间 .尤其 , 当 (N ,一 
(,，*)),(P,《- ,*)) 都 是 Hilbert 空间 时 , (Ni, 一 (* :DD ;Pi 
(*,。*)) 也 都 是 Hibert 空间 ， 从 而 Ni, Pr 是 两 个 完备 子 空 间 . 

充分 性 由 于 Ni 是 完备 子 空间 ， 根 据 定理 3.13, 也 一 NLD 
Nt， 并 且 NE 是 完备 子 空间 。 青 由 于 是 完备 子 空间 ,并 且 PLC 
Ni。 从 而 交 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (NZ,(*，*)) 的 完备 子 空间 . 
因此 

Ni = PLBIT ,并 且 ZCH'. 
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令 开 一 HBH' 是 7 的 正则 分 解 ,Ps 是 17' 在 Hi 上 的 投 
影 . 取 呆 ?一 (PZL) 儿 (P12ZL), 根据 分 解 (4.25), 有 Zz 一 LN 工 +， 
所以 zz 是 也 的 闭 线性 子 空间 ， 从 而 Zi 也 是 (7 ,(-,…)) 的 闭 
线性 子 空间 . 由 引 理 +41 的 (NW), 易 知 PiZz 是 (由 ( 7)) 的 闭 
线性 子 空间 . 这 样 7 一 (PZ)B(P;2L) 是 C7,(,,*)) (从 而 
是 号) 的 完备 子 空间 。 如 到 Z* 一 了 2Z(J 一 P 一 P), 易 知 

I® oo (ZZ + 2*}, (4.27) 

厅 一 HAOIE(HLOPZ BH OP'Z)]. (4.28) 

显然 , 取 N 一 NL@(H-eP21),P 一 PLO(H; BP'ZL) ,那么 标准 
分 解 有 一 NB{Z 十 Z*}@BP 就 满足 (4.26)， 证 毕 ,- 

定理 4.11 表明 : 闭 线性 子 空间 工 的 分 解 工 一 Ni 乡 ZLBPL 如 
果 能 扩张 成 全 空间 已 的 标准 分 解 ， 那 末 分 解 L 一 Ni 图 ZLPL 必 
是 标准 分 解 ,并 且 Ni, Pi 都 还 是 完备 子 空间 ， 

定理 4.12 设 几 一 H_@H,; 是 正则 分 解 , 工 是 7 的 闭 线 性 子 
空间 ,并 且 在 上 述 正则 分 解 下 , 上 一 Li 人 BL4 旬 Li ( 见 $3 定 理 3.9 
的 ( 拉 )， 如果 1 是 4*4 的 雷 则 点 或 孤立 谱 点 , 那 朱 必 存 在 工 的 标 
准 分 解 能 扩张 成 用 的 标准 分 解 , 即 


a NLDBZLBPL, TT = NO{IZ+Z *}@P, (4.29) 
NICN, PLCP ZLCZ. 
其 实 还 可 做 到 
NENCH_, PCPCHy, ZL ZF. ， {4.30) 


反之 ， 如 果 并 的 某 个 标准 分 解 能 扩张 成 好 的 标准 分 解 ， 即 
(4.29) 成 立 ， 那 末 必 存在 正则 分 解 了 一 H_@H;, 使 得 工 在 这 个 
正则 分 解 下 的 表示 L 一 Li@BL4s 儿 Li 中 的 4 具有 下 列 性 质 : 
或 是 4*4 的 正则 点 ,或 是 4*4 的 孤立 谱 点 。 Lr 

证 设 在 正则 分 解 I[ 一 H_BH; 下 ;上 == Li@L1@Li, 隘 
ZL = {{x, Ax}|4*Ax 一 x} (如 果 1Eg, (A*4), 那 未 ZL 一 {0}))， 
2 = JZ2( = P,—P-), Ne 一 人 fr Axr}|lr€ E}, Pr = {{r, 
dr}'xE (H-EDN gp(4A)), 其 中 马 是 4*4 在 [0，1) 上 谱 子 空 
闻 ， 显然, 若 取 
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太一 Ni 引 ( 日 (4)) ,P=PB(HONR(A)), Z ~ IZ, 

则 立 则 可 知 用 一 ND{Z 十 Z*}@P 是 满足 (4.30) 的 标准 分 解 。 

反之 , 设 厅 一 {12 十 Z*} 的 分 解 了 7 了 ' 一 HBH; 是 正则 分 解 。 
取 互 - 一 NDBH ,H; 一 P@@H', 显然 1 一 各 -BH 是 正则 分 解 . 
由 于 NLCNCH., PLCPCH,, 所 以 上 在 上 述 正则 分 解 下 的 表示 
L= 已 起 工 4 由 于 ,中 Li 一 Ni,Lt ~ PL, 如 果 ZO—{0}, 则 4 一 
{0}; 如 果 Zz {0}, 则 I4 一 Zi。 由 此 可 知 , 1 或 是 4*4 的 扳 
立 谱 点 ( 当 Zz 严 40}), 或 是 4*4 的 正则 点 《 当 Zz 一 59j)。 证 
毕 。 

车 了 的 一 个 线性 子 空间 工 能 表示 成 : 

L = NLODZL PDP, (4.31) 

其 中 NL, Pi, Zr 分 别 是 负 、 正 、 堆 性 子 空 间 . 当 工 是 闭 线性 子 空 
间 时 ,从 (4.31) 易 知 Zi 一 工 几 天 一 ZE 必 是 闭 的 ,但 Ni, Pi 未 
必 是 闭 的 。 . 

俩 4.5 假设 区 一 人 由 zz 申 产 是 闭 线 性 子 空间 的 标准 分 解 。 
又 假定 dimZ 之 1, dm Wi 一 co， 任 取 非 零 向 量 xc Zzy 以 及 定 
义 在 整个 wz 上 的 无 春 《 按 如 上 拓扑 ) 线 性 泛 范 j 这 时 取 


Ni= {xt flx)s|rE NIT, (4.32) 
显然 Ni 仍 是 负 子 空间 ,并 且 
工 一 NE 外 zx 中 产 . (4.33} 


由 于 f 的 无 界 性 ,Ni 不 是 闭 线性 子 空间 .尤其 当 Ni 还 是 了 的 完 
备 子 空间 时 ,Ni 显然 按 一 (…，' 小 还 是 Hitbert 空间 ， 
-由 此 可 见 , 在 Zr < {0} 的 情况 下 ,分 解 (4.31) 中 的 Ni, Pi 的 
性 质 是 依赖 于 它们 本 身 的 选取 方式 的 ， 但 有 下 面 定 湿 .。。 ” 
定理 4.13 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 如 的 闭 线性 于 空间 。 
如 果 有 一 个 分 解 


“LL NL@DZ LBPL, . (4.34) 
使 得 Ni, Pi 都 是 的 完备 子 空间 ， 那 末 , 对 工 的 任何 分 解 
L = NDZLODP:, (4.35) 


0 a 


只 要 Ni 四 Pi (或 Ni 和 Pi) 是 闭 线 性 子 空间 时 , Ni , Pi 必 都 是 1 
的 完备 子 空 间 。 

证 先 考 察 Ni Pi 是 闭 的 王 况 ， 和 根据 定 理 4.11， 存 在 标准 
分 解 也 一 N@B{Z 十 Z*}@BP. 为 简单 起 见 , 不 妨 可 以 认为 N 一 Ne， 
P=pP, 7 = Zi(=27), 令 ID ~ NOP, Fa 一 [fx 十 ze ， 工 一 
NG 已， 

显然 ,对 任何 x € LL', 必 有 唯一 的 x&€ 1 中,s& 2Z ,使 得 

| Xr 二 2 {4.36) 
如 果 * 一 0, 显然 必 有 x 一 0 否则 将 有 x 一 ze Z, 这 与 LZ= 
{0} 相 矛 盾 ，。 又 办 为 工 ' 是 线性 空间 ,所 以 看 在 -> Z 的 线性 算 
子 了 ,使 得 x = Bx. 从 而 

x -xt 二 Bx. (4.37) 
由 于 79MZ 一 世人 @Z ,所 以 3(B8) 一 JH， 再 利用 LL' 是 闭 的 假 
设 , 罗 而 了 是 Be9 一 72 的 闭 算 子 。 由 闭 图 象 定理 , B 是 有 界线 性 
算 子 。 
现在 证 明 (L',《*,*)) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 作 
N” m= {r+ Bxr|lr€ Ni},P’ = {y+ BylyE Pr}. (4.38) 
显然 N",P' 分 别 是 负 . 正 子 空间 ,并 且 工 一 N"@P'". 
对 于 NW” 中 任何 点 列 {x 十 Bxa} ,由 于 
—((xe ~— zm) + B(rs — xm), (ta — Xm) + B(xs 一 xm)) 
= — {x — Ym, Te — Tm), (4.39) 
所 以 {xs 十 Brs} 按 一 (-，:) 为 基本 的 充 要 条 件 是 , {+。} 按 一 (-， 
") 也 是 基本 的 ， 但 好 是 完备 子 空间 ,所 以 存在 xé& N。 使 得 
lim 一 (rn CO— x*, rs OO— x) 0. (4,40) 
从 (4.40), 并 注意 到 B 是 有 界 的 , 立 即 可 知 {xs 十 Bxo} 按 一 (*、*) 
收敛 于 NM“ 中 向 量 * 十 Bx, 即 (N", 一 (+,*)) 是 Hilbert 空间 。 
同样 可 证 (P?,(.， ,) 也 是 Hilbert 1 这 样 , 工 ' 一 Ne 
是 正则 分 解 , 即 L' 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , 
既然 开 的 完备 子 空间 L’ 有 分 解 L' 一 NL 全 Pi ,根据 定理 3.14， 
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Ni, PL 都 是 ( 守 ，(,，.)) 的 完备 子 空间 ,从 而 也 都 是 的 完备 子 
空间 . 

再 考察 NL , Pi 分 别 是 闭 线 性 子 空间 的 情况 。 用 Ni , 下 代替 
上 面 讨论 的 L', 仍 可 得 到 如 下 事实 ， 对 任何 wr € Niy pe 下 ，, 必 存 
在 唯一 的 ee 吕 吕 , pe ,以 及 一 2Z 的 线性 算 子 B, B;, 使 
得 

n= 二 Bn,p’ = p+ Bp. {4.41) 
令 N"={n|n =n Bin, nn ENi}, P= {plp mp Bp,p 
€ 甩 }。 显然 N”"CH9,P'CHS, B(B) — N”, B(B:) —P', 
从 Ni 上 以 及 ZN@P。 容易 得 到 
N” LP'. (4.42) 
对 任何 x€ Po , 根据 (4.35)， 必 有 me Ni PE€ Pi, 2z'€Z, 使 得 
x 十 疡 十 z'， 又 由 (4.41) 立即 得 到 
z= 十 PP 十 Bn 十 Bp 二 2' (4.43) 
但 是 x€E ,n+pEND, Bn Bp+ se€ Z :因而 只 有 一 "十 
7, 即 
7 一 N"OP. (4.44) 
对 完备 的 不 定 麻 规 空间 (07,(、,，)) 用 定理 3.14 的 结论 ,N”, 户 ” 
是 (中 ,(，,，)) 完备 子 空 间 ， 再 对 了 的 完备 于 空间 ,用 引 理 
3.9 的 结论 ,就 得 到 N”, P" 是 刀 的 完备 子 空 间 . 

N",P" 玻 是 完备 子 空间 ,它们 就 都 是 闭 线 性 子 空间 .因为 Ni， 
都 是 闭 线 姓 子 空间 ,所 以 .B,,B8; 是 闭 算 子 。 然 而 DB(B1) 一 N"”， 
绍 (B)) = P' 都 是 闭 线性 子 空间 , 所 以 B,,B; 是 有 界线 性 算 子 。 

利用 和 N",P' 是 完备 子 空间 ,8B,, 8; 是 有 界 的 ,以 及 Ni: Pi 是 
闭 线 性 子 空间 ,立即 可 以 得 到 Ni ,Pi 必 是 呆 的 完备 子 空间 .证 毕 . 

”推论 下 14， 设 工 是 完备 的 不 定 度 损 空间 .过 的 闭 线性 子 空 间 。 

(如果 有 一 个 标准 分 解 工 一 NLBZrBPL 能 扩张 成 中 的 标 
准 分 解 J 一 N@B{Z +2*}@P ( 凤 NNi， POPL, Zo2.), 那 末 它 
的 任何 标准 分 解 L 一 N; 昌 ZLDP; 也 必 能 扩张 成 歼 的 标准 分 解 。 

{ii) 如 果 有 一 个 标准 分 解 L 一 NiDZLBPL, 使 得 Ni,P 是 


es 


厅 的 两 个 完备 子 空间 , 那 末 它们 任何 标准 分 解 工 =Ni 候 Zz 巾 玉 中 
的 Ni ,i 都 是 完备 子 空间 。 

证 (ii) 是 定理 4.13 的 直接 推论 。 利 用 (ii) 和 定理 4 11 就 得 
到 (i), 证 毕 ， 

定理 4.15 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 的 闭 线性 子 空间 . 
如 果 在 正则 分 解 人 一 太 -@BH; 之 下 , L 一 Li 甸 L4 斩 Li , 并 且 1 
€ p(A*A) 或 1 是 olA*4A) 的 孤立 点 ， 那 末 在 任何 正则 分 解 呈 一 
HBH' 之 下 ,分解 一 L5' 国 上 4 四 LH 中 的 个 也 满足 : 16 
p(A*A') 或 1 是 ol(4*4") 的 孤立 点 

证 在 正则 分 解 7 一 玉 -BH, 之 下 , 如果 1€ 2 4 ， 滨 来 ， 
L 一 (LBNL)@B(L+PL) ,其 中 

Ni 一 {{z, 4zjlze Es EE, 是 A4*4 在 [0,1) 上 谱 子 空间 } 
Pi={{z, Ax}lx€E EN BA), | (4.45) 
E, 是 4*4 在 (1,%) 上 谱 于 空间 }. ee 

显然 ,由 于 1€ p(4*4),L 是 厅 的 完备 子 空间 ,因而 站 一 L@L+， 
因此 ,在 任何 正则 分 解 卫 一 HBH; 之 下 , L 一 Li7' 旬 Lxw@BL# 中 
的 Lz: 必 是 完备 子 空间 . 青 利 用 引 理 3.3 的 (iii), 立即 潮 1e 
p(A'*4'). | 

现在 再 证 明 1 是 c(4*4) 的 屠 立 点 情况 . 令 

ZL 二 {{x, Ax}lx 一 A*Ax, rt D(A)): 

显然 区 一 NLBZLODP, Ni, Pr 仍 如 (4.45) 中 的 形式 。 由 竹 是 
cd4*4) 的 孤立 点 , 易 知 Nz, 严 是 好 的 商 个 完备 子 空 间 : 根据 定 
理 4.11, 存 在 标准 分 解 刀 一 NB{Z 十 Z 寺 个, 使 得 2 一 ZN 
Ni ,PPe， 由 定理 4.13 可 知 , 对 工 的 任何 分 解 一 NL 甸 ZL@Pi， 
只要 Ni 四 忆 是 (或 Ni 下 同时 是 ) 闭 线 狂 子 空间 ， 就 能 扩张 成 I 
的 标准 分 解 刀 一 N'@B{Z 十 Z*}@P. 

设 本 二 HBH 是 正则 分 解 , 上 一 上 L5 狼 LwBLY. 由 于 ZL= 
LNL+tx {0}, 因 此 1€Ecr(4*4), 并 有 A 
Zi= {{r, dz lr = A*A'r, rE DA). 

现在 只 要 证 明 1 是 oCA4'*4') 的 孤立 点 即 可 。 令 
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N 一 {{x, 4'x}|x€ BE, E: 是 A*4' 在 [10,1) 的 谱 子 空间 }， 

PP 一 (x, 4A}|xE EN D(A ,是 AY4' 在 (1, %) 的 
谱 子 空间 }。 因 为 4' 是 闭 算 子 ,所 以 N',P 都 是 闭 线 性 子 空 司 ,并 
且 N' LP、 由 此 易 知 

L =- (Li'@BN)DZO(LY BP), 
并 且 LF' 田 N'，L#@P' 都 是 闭 线性 子 空间。 由 定理 4.13 知道 ， 
L5'BN', Li 提 P 是 两 个 完备 子 空间 , 由 定理 3.13, N', P 分 别 是 
(LT'@BN',(.,*)),(L#BP',(*，*)) 的 完备 子 空间 .但 Li’BN’， 
LBP 是 用 的 两 个 完备 子 空间 、 所 以 N', P 也 都 是 1 的 完备 子 
空间 . 再 对 N' ,P 应 用 引 理 3.3 的 fiii), 立即 可 知 1 是 4'*4’ 的 玻 
立 谱 点 .证 毕 . 

引 玛 416 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 了 的 负 (或 正 ) 的 子 
空间 。 并 且 按 一 《.，:) (或 (.，.)) 成 为 Hilbert 空间 ， 那 末 在 
的 任何 分 解 也 一 Y 十 Zr(Zr 一 LNL+) 中 ， 内 要 N 是 闭 线性 子 
空间 ，N 就 必定 是 完备 子 空间 ， 满 足 N 为 闭 的 分 解 工 一 NBZ 是 
存在 的 ， | 

证 . 我们 不 仿 就 工 是 负 子 空间 的 情况 加 以 证 明 。 这 里 工 是 
半 负 的 、 根据 定理 4.4 工 一 NZ(Z 一 Zr 一 N+),N 是 负 闭 
线性 子 空间 ， 并 且 N, Z 分 别 包含 在 完备 子 空 间 Treo, [7 中 ,而 
一 ZO 引 2、 下 面 先 就 这 种 特殊 分 解 来 证 明和 是 完备 子 空间 . 
为 此 ,显然 只 要 证 明 (Y, 一 (.，-)) 是 Hilbert 空间 ， 

设 ?一 HO@HY (i 一 1,2) 是 正则 分 组 ,而 它们 导出 的 内 
积 为 [-,"];:， 在 六 上 取 正 则 分 解 : 1 一 (HO@H®) @ (HYG@ 
HP). 显然 ， 可 申 它 导出 内 积 [+] 二 [:, :1 十 [*，*]， 和 范 数 
人 二. 设 {zs}CN ,并 且 按 一 《,，*) 是 基本 点 列 ， 因 为 NCI, 所 以 
存在 {Ys} 忆 L, 使 得 

Hye— so 1a ,n= 1,2,... 
因而 {y。} 也 按 一 (.，.) 是 基本 点 列 。 按 假设 ， 存 在 工 中 向 景 ?， 
使 得 
im 一 《j) 一 yy 一 y) 一 0 (4.46) 
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由 于 《上 CE 一 N@Z， 所 以 每 个 ,有 唯一 分 解 : 多 一 六 十 
4 EN, zr€ Z， 注 意 到 NCPQ.ZCH2 以 及 (4.45)* 则 有 
< 二 ,a 一 (49) 


令 7 一 xz 十 zyxeNiszcZ, 由 (4.46] 得 到 


im — (xs — *, XO— x) = 0, (4.48) 
再 根据 (4.47) 和 (4.48) 就 得 到 
lim -一 (xs — ws tn O— 4) = 0, {4.49) 
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即 CN, 一 ('，.)) 是 Hilbert 空间 ， 

既然 工 存在 一 个 分 解 工 一 NBZ， 使 得 N 是 完备 于 空间 . 由 

定理 4.13 或 推论 4.14, 立 即 可 知 工 的 任何 标准 分 解 =N'BZ 中 
也 必 是 完备 子 空 间 ， 证 毕 ， 

定理 4.17 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 厅 的 线性 子 空间 , 如 
果 (IL,(*,*)) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 那 末 在 工 的 任何 分 解 
工 一 工 ' 四 7(Z 一 工 HZ) 中 ， 只 要 工 ' 是 闭 线性 子 空间 , L' 必 是 
有 的 完备 子 空间 .满足 也/ 是 闭 线性 子 空 间 的 分 解 工 一 LOZ 是 
存在 的 ， 

证 显然 满足’ 为 闭 线性 子 空 介 的 分 解 工 一 工 ' 多 (2Z 一 
IN E+) 是 存在 的 ,根据 定理 4.13, 我 们 只 要 证 明 有 一 个 分 解 一 
一 L'BZ 中 的 工 ' 是 完备 子 空间 就 可 以 了 。 

设 L 一 L_@L+ 是 (L,(:， “)) 的 正则 分 解 。 对 工 - 应 用 引 
理 4.16 以 及 定理 4.4, 就 存在 分 解 和 

工 一 N 四 zz: 一 E_n， 
其 中 N 是 厢 的 完备 子 空间 两 为 上 +L-, 所 以 工 + 是 完备 子 空 
间 N+ 的 线性 子 空间 (自然 ZCN+). 在 (CN+， )) 中 对 Li 再 
记 用 引 理 4.16, 便 知 存在 分 解 
-Li ZBDP, Zi™= LN LiNN:, 

其 中 了 是 (ML，(.，,)) 的 完备 子 空间 ， 从 而 了 是 有 eg 
间 , 因 此 ， 存在 分 解 再 一 HBBI?, HD=N, HH?= 好 全 一 
~ NN (NOGP):,m ZI, 
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由 于 Z4 上 Lys 所 以 2 1 工 ,, 从 而 Z, 上 2Z:。2, 上 P， 由 此 可 知 
ZCme， 由 于 2 上 Z。 所 以 2 十 Zs 是 179 中 等 性 于 空间 记 
Z ee 十 2， 十 Dry 显然 


L_ + LCNOZEP. (04.50) 
由 于 NBP 旬 Z 是 闭 线性 子 空间 ,所 以 
LCN@BZOP. (4.51) 


另 一 方面 ,因为 NZ, 一 ,PBZi 一 世 , 所 以 N,P,Zi 十 
Z, 都 是 工 的 线性 子 空间 ,因而 ZCL 于 是 有 . 
工 — NBZEPP. 
这 里 的 入 ,了 是 是 的 完备 子 空间 .证 毕 . 


$5 Hx 空 间 结 构 


在 $1 一 $4 中 着 重 讨论 的 是 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 ,在 本 
节 中 将 应 用 前 面 的 结果 来 讨论 特殊 的 不 定 度 规 空间 (Tx,('， 
.)). 
1. HTx 空间 及 其 拓扑 
， 定 义 5.1 设 (0, ('，')) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ,又 设 几 一 
H_@H+ 是 正则 分 解 .. 如 果 dim HH- 一 由 mH 一 2， 则 称 (7,(…， 
，)) 是 KKpeii {Krein) 空间 ; 如 果 dimH- —K < oo， dimH; =00, 
则 称 《 厅 ,《"。*)) 是 TiesTrparaa (Pontrjagin) 空间 >， 称 天 为 负 指 
标 . 负 指 标 为 天 的 Hodrpara 空间 常 简 记 为 (JTx、(*,*)) 或 x， 
由 $2 的 范 数 等 价 定理 (定理 2.5) 知道 , {7x 上 任何 正则 分 解 
x 一 H-@BH; 所 导出 的 内 积 [*，。*] 所 产生 的 x 上 拓扑 和 此 等 
价 。 这 个 拓扑 记 为 F. 
2. 子 空间 的 结构 ”这 里 不 拟 一 一 例 举 $3 中 所 有 结果 在 /Tx 
中 相应 的 情况 ,而 只 将 J7x 中 特有 的 重要 结果 列 出 ,并 加 以 证 朋 . 
首先 注意 , 按 $3 记号 ,由 于 dimH_ 一 K < co ,所 以 任何 五 -一 


1) 有 的 文章 中 称 dim9_ 一 oo, dimH4 一 天 为 Tlonrtpmrun 空间 -显然 ; 它 与 本 节 
中 中 法 没有 实质 性 区 物 。 


HH; 的 线性 算 子 4 总 是 多 (A)C(H-, 一 (+:,*)) 到 (Hi,(*,*)) 
的 有 界线 性 算 子 , 并且 4*4, 44* 只 有 有 限 个 (个 数 不 超过 
dim2(A)) 点 谱 

定理 所 1 ( 维 数 定理 ) 设 工 是 ix 的 负 ( 或 半 负 ] 子 空间 。 那 
么 工 是 lx 的 极 大 负 {或 极 大 半 负 ) 子 空间 的 充 要 条 件 是 下 面 二 
者 之 一 。 

(i) 在 正则 分 解 x 一 Hon 之 下 ,P-L 一 于 ,其 中 P- 基 
Tx 在 日 .上 投影 . 

(i) dimL = K. 

证 首先 注意 , 在 正则 分 解 了 x 一 HH- 甸 H'; 之 下 , 显然 , 工 为 
fx 的 负 ( 或 半 负 ) 于 空间 的 充 要 条 件 是 存在 再-~>H,; 的 线 狂 算 子 
4 对 任何 zxe 多 (4) (CH.)， 

上 4x < x 《或 导 直 委 ]zl， (5.1) 

使 得 工 一 上 4。 根据 引 理 3.2 的 (者) 的 必要 性 证 明 可 知 , 54 是 极 
大 负 子 空间 时 ,必然 绍 C[4) 一 H_. 三 dimH_<%, 所 以 多 (4)= 
ZB(A) 一 HN-。 而 久 (4) 一 PE 所 以 由 引 理 3.2 的 (ii),( 说 ) 立 
即 得 到 工 为 [IIx 上 极 大 负 ( 极 大 半 负 ) 子 空 阅 的 充 要 条 件 是 
PL=H.. 

现在 证 明 人) 也 是 充 要 条 件 。 

假设 《ki 成 立 ， 由 于 工 中 不 存在 彩 如 410,y}(y 去 0) 的 向 
量 , 所 以 对 任何 非 零 4€ 工 , P_x 冯 0, 即 碾 中 性 柯 一 组 组 性 无 关 向 
量 ”= …，# 所 相应 的 P_x,-…,P_x 也 必 是 线性 无 关 组 .因为 
dim 工 一 天, 所 以 dmP 一 民 一 dim 鳌 ,从 而 PP 二 王 所 -根据 
本 定理 的 i) 可 知 , 世 是 极 大 负 {《 或 极 大 半 负 ) 子 空 闻 。 

反之 ,假设 工 是 极 大 负 (或 极 大 半 负 ) 子 空 间 ， 根 据 本 定理 的 
,P-L == 日-。 由 此 可 知 , dim 工 守 dm 丹 - 二 天。 再 由 于 P_ 将 
工 中 线性 无 关 组 必 有 映射 成 线性 无 关 组 ， 所 以 又 必 然 用 dim 工 所 
dim .一 天 ， 从 而 dm 工 = 天 .证 毕 ， 

推论 52 设 工 是 x 的 负 (或 半 负 ) 于 空间 , 那 末 

Ci) 工 必 是 fx 的 闭 线性 子 空间 ; 
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(it) 工 不 是 7x 的 极 大 负 ( 或 极 大 尘 负 ) a 条 件 
是 dim 工 二 玉 , 或 是 P_L x H.， 

本 推论 是 显而易见 的 。 

定理 5.3 在 x 上 下 列 命题 成 立 ， 

(Qi) Hx 的 枉 何 负 邓 空间 N 必 是 完备 子 空间 。 

Gi) fx 上 任何 正 子 空间 P， 如 果 (P,(*,*)) 成 为 Hilbert 空 
闻 , 并 且 5 是 非 退 化 的 , 那 末 P 必 是 完备 子 空间 (从 而 P = 了). 

证 (Qi) 因为 dimN 委 天 ， 而 有 限 维 空间 必 是 闭 线 性 子 空间 ， 
并 且 (N, 一 (*,*)) 也 必 是 Hilbert 空间 ,所 以 N 是 完备 子 空间 。 

《ii) 是 引 理 3.16 或 定理 3.18 的 直接 推论 , 证 毕 。 

定理 54 Hx 上 任何 非 记 化 的 闵 线 性 于 空间 必 是 完备 于 空 
癌 . 

证 设 Hx 一 器- 儿 Hi 是 正则 分 解 。 极 据 定理 3.9， 

了 工 一 Li@L/BLF - -. (5. 2) 
显然 、 Ls ,LL# + 都 是 完备 了 空间 - 由 工 的 非 退 化 狂 ,从 (5.2) 推出 ， 
Ls 必 是 非 示 化 的 . 在 完备 子 空 间 达 一 多 (4) 外 这 (4) (注音 
SC4) 一 幼 (4)) 应 用 引 理 3.3 的 (ii) ,立即 有 

1lEapf A*A) = o(A4*A), (5.3) 
即 16 pl(A4*A4). 再 根据 引 理 3.3 的 ( 放 ),， 7' ~ Lx 儿 Lx*。 从 而 
Lz 是 (好 、《*,* 沁 的 完备 于 空间。 根据 推论 3.14 的 (i 立即 可 
知 世 是 完备 于 空间 。 也 可 直接 令 L4 一 N@P 是 工 4 的 正则 分 解 ， 
易 知 工 一 (Ls@BN)B(LIOP) 就 是 ( 工 ,《*，*) 让 的 正则 分 解 , 从 
而 工 是 科 的 完备 子 空间 .证 毕 ， 
推论 .5 Hx 上 任何 有 限 维 非 如 化 子 空间 必 是 完备 于 空间， 
特别 , 刀 果 六 是 x 的 极 大 负 子 空间 , 那 末 必 有 
TFTx = NODN+, (5.4) 
并 且 (5. 4) 是 fx 的 正则 分 解 。 | | 
本 推论 是 显然 的 . 
下 面 的 推论 也 是 显然 的 。 
推论 5.6 设 工 是 1x 的 非 退 化 的 闭 线 性 子 空间 .下列 命题 成 


了 
《iD 《 子 空间 的 分 解 )。 是 工 中 任 一 极 大 负 子 空间 , 那 末 
L— NBM, (5.5) 
其 中 M = 一 LN!, 并 且 (5.5) 是 ( 工 ,《',*)) 的 正则 分 解 . 
(i) 记 工 中 极 大 负 子 空间 的 维 数 汶 K", 那 末 KK 咯 天 ,并 且 
( 工 。( ，)) 是 瑟 e 空间, 
Gi》 记 工 + 中 极 大 负 子 空间 的 维 数 为 K", 那 末 
FE 一 工 昌 也 ,并且 民 十 天 一天。 (5.6) 
定 于 5.7 没 工 是 {7x 的 闭 线 性 子 空间 下列 命题 成 立 。 
《i) 工 必 可 分 解 成 如 下 形式 ; 
L 一 NLDZLDP, (3.7) 
其 中 Ni, Pr， Zz 分别 是 负 \ 正 、 零 性 子 空间 。 凡 是 (5.7) 形式 的 分 
解 必 有 ZL 一 工 门 工 +, 并 且 dim Ni 是 工 中 极 大 负 子 空间 的 维 数 . 
(i) 存在 上 的 分 解 (5.7), 并 且 Pi 是 Jfx 的 闭 线 性 子 空间 (从 
而 必 是 1x 的 完备 子 空间 )。 
(二 ) 当 分 解 (5.7) 中 Pi 是 闭 线 姓 子 空间 时 《 即 〈5.7) 是 工 的 
标准 分 解 时 ), 存 在 标准 分 解 /Tx 一 NB{Z 十 Z1 候 p, 使 得 
NCN, PCP,Z 一 {5.8) 
并 且 {Z。Ze] 是 再 D. 对 。 
《ivy) 当 (5.7) 是 标准 分 解 时 ,有 分 解 


L* = {NONL)BZLO(POPL) ,ZL = Zr (5.9) 
(5.,9) 是 工 + 的 标准 分 解 ,并 且 | 
dim mr dim (NONL)+ dim 2 一 天 (5.10) 


证 显然， 由 定理 4 可 知 ， 对 于 闭 线性 子 空间 工 ， 必 有 有 分解 
(5.7), 而 且 Nz, Zi, Pi 都 是 所 线性 子 空间 . 从 (5. 鸡 知 Z 上 工 ， 
所 以 ZLCLN Lt。 反之， 对 任何 x*€《 工 们 LL!， 必 有 唯一 的 nEN， 
a3€ Zi,PEP， 使 得 * 一 zz 十 5 十 PP。 由 于 x]LN,*+LP, 所 以 ”= 
Pp 一 0, 即 x = x€ Zr, 也 即 Z4 一 LN 作 LL* 

由 于 ZBPr 是 半 正 子 空 间 ， 从 (5.7) 易 知 Ni 必 是 工 中 极 大 
负 子 空间 ， 这 样 就 证 明了 (i) ,并 且 也 证 明了 (i)， 
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因为 Pi 是 闭 线性 子 空间 ,又 显然 P 是 非 退 化 , 根据 定理 4， 
Pi 是 1x 的 完备 子 空间 , 而 Ni 是 有 限 维 负 子 空间 ， 所 以 Ni 也 是 
的 完备 子 空间 .和 根据 定理 4.11, 必 存 在 满足 (5.8) 的 标准 分 解 
一 ND{Z 十 Z*} 申 P。 从 标准 分 解 的 意义 或 直接 从 推论 4.8， 
{2Z,，Z”} 是 五 .了 .对 。 这 就 证 明了 
tiv) 也 是 很 明显 的 ， 证 明 略 .。 
定理 5.8 设 工 是 7x 的 线性 于 空间 ， 下 列 命 开 成 立 . 
(i) 工 必 可 分 解 成 如 下 形式 : 
L 一 NLDZLODP,, (5.11) 
其 中 NL, Pi, ZL 分别 是 负 、 正 、 骞 性 子 空间 , ZL 一 工 几 工 +。、 并 且 
可 以 做 到 Nz 是 在 工 中 任意 到 定 的 极 大 仙子 空间 . 
{i) 设 五 一 Zi 由 Zi, 一 五 人 B+, Ps 为 正 闲 线 性 子 空间 ( 即 
fx 的 正 完备 子 空间 }。 那 么 
L ~ NBZLOPL, 一 ND{ZL+ ZBP, (5.12) 
(ii) dimNz 是 工 ( 也 是 工 ) 的 极 大 负 子 空 闻 的 维 数 。 
证 (i) 在 工 中 任 取 一 个 工 的 极 大 负 子 空间 和 N.， 因 为 Ni 必 
是 完备 的 ,所 以 了 一 NL@BNi, 从 而 
工 一 NDL’, 
显然 ,L' 中 不 再 含有 负 疝 量 ， 因 此 工 是 正 或 半 正 子 空间 . 令 Z 一 
世人 王后, 显然 
Z 一 地 们 工 汪 一 fy|(zyy) 一 0 rE L', yEL 
{yx ny) = 0 rEL, yyEL', nt Ny} 
一 {y1(zr,y) = 0, x€ LyEL)}= ix, = 0， 
x€L, yEL}= LNL: Z,, 
在 商 衬 间 L'/Z 的 每 个 等 价 类 中 适当 选 代表 向 相 ， 使 所 选 代 表 向 
Ra Pi 构成 线性 空间 (用 直 限 妇 纳 法 来 作 )， 从 而 天 一 Z® 
， 由 此 可 得 (5.11). 
{ii) 因为 Bi 是 闭 线性 子 空间 ,而 Ni 时 Zi 是 有 限 维 空间 ,所 
以 NDBZ.DEL 是 闭 线 性 子 空间 ， 从 而 LCON,@BZLDP,. 
相反 地 , 包 代 关系 上 汪 NL@BZLPi 是 显然 的 ， 所 以 (5.12) 成 
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立 。 

(ii) 由 (5.11) 可 知 , 工 中 极 大 负 子 空间 维 数 至 少 大 于 或 等 于 
dimNz。 如 果 Ni 是 上 的 一 个 极 大 仙子 空间 , 令 二 sx 是 RN 中 
线性 基 ， 根 所 分 解 (5.11) , 则 对 每 个 +; 有 唯一 分 解 * = ni 十 si 十 
pi, ni € Ni, Yi€E Z, PE PL 由 于 ,是 线性 无 关 的 ,并且 
Zr 十 Pi 中 不 含 负 向 最 这 个 事实 , 立即 可 知 my， 下 也 必 是 NL 
中 线性 无 关 向 量 组 ， 从 而 dimNi 二 dmiNi, 即 工 中 极 大 负 了 于 空间 
的 维 数 决 不 超过 dim Nz。 从 而 (党 ) 成 立 。 . 

当 上 有 分 解 (5.11) 时 , 工 就 有 分 解 (5.12), 从 (5.11), (5.12) 
可 知 ,L, 荆 具有 相 局 的 极 大 负 子 空间 的 维 数 。 证 毕 。 
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第 二 章 ”完备 的 不 定 度 规 空间 上 算 子 
的 一 般 理 论 


本 章 中 主要 是 讨论 完备 的 不 定 度 规 空间 (P,(*，*)) 上 某 些 
重要 算 子 的 一 般 理论 .有 关 完 备 的 不 定 度 规 空间 上 的 自 共 轿 算 子 、 
西 算 子 \ 压 缩 算 子 的 深入 的 性 质 将 分 章 讨 论 。 


$1 待定 . 闭 和 对 称 算 子 


1. 共 辆 算 子 ” 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (有 ,(.，')) 到 完 
备 的 不 定 度 规 空间 (7 , ('，") ) 的 线性 算 子 , 多 (7T)cCH， 对 于 
某 个 yE 好" ,能够 有 ze 了 ,使 得 

(Tr, 7) = (x, 2), x€ BT), (1.1) 
这 种 y 的 全 体 记 为 纺 1, 显 然 多 ! 是 上 的 线性 于 空间， 并 且 对 于 
?6 名 1, 只 有 一 个 zs€ 是 适合 (1.1) 的 充 变 条 件 是 多 (TD) 在 上 中 
稠密 , 与 Hilbert 空间 关羽 ,引入 如 下 定义 、 

定义 11 设 (7,G:,:)), (17',(，， .)) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 。T 是 了 到 了 的 线性 算 子 ， 如 果 多 {7T) 在 厅 中 称 密 ? 
那么 称 工 是 稠 定 算 子 , 当 了 是 了 了 到 7" 的 稳定 算 子 时 , 作 多 1( 忆 
开 ) 到 开 的 算 季 7 了 i:y 上 >z、 其 中 Y& 如 1'， 而 ?2 是 使 (1.1) 或 立 
的 高 量 , 即 | 

(Tx, 7) = (x, TIy), +E BIT) yyED'. (1.2) 
称 了 TT'( 久 (了 T1) = 瑟 1) 为 工 的 共生 算 子 ,或 伴随 算 子 ， 

设 开 二 BH- 多 Hi,17' = HL@H+ 都 是 正则 分 解 .[:,:], [-， 
]' 为 分 别 由 它们 导出 的 内 积 ， 相 应 的 范 数 记 为 | 上, * 时。，Pi» 
PP. 分 别 是 囊 在 Hs 和 厅 在 昌 上 的 投影 . 令 J 一 Pi 一 P.，J' 一 
一 Pi. 那 末 (1.2) 式 等 价 于 下 式 ， 

[Tx y= Ex, Tiy], re BT), rE BT), (1.3) 
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由 于 是 Hilbert 空间 (并 , [*,，']) 到 Hilbert 空间 (7, [7 
的 称 定 线性 算 子 ,因此 7*” 存 在, 当 注 意 到 天 一 7， "一 1J"7!==]， 
JJ" 一 时, 易 知 (1.3) 等 价 于 
: Ths (1.4) 
:换言之 ， DT) BT BE Tt = JT*], 

(1.4) 式 是 沟通 Hilbert 空间 共 玫 d 算 子 概 念 和 完备 的 不 定 度 规 
空间 共 罗 算 子 概念 的 桥梁 ， 
”2. 闭 算 子 
: 定义 1.2 设 (,《(:,…)),(17',《*,*，)) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ， 了 是 呈 到 羡 ' 的 线性 算 子 ， 吃 (7T)CP。 如 果 当 {x 
A {Tzxs} 都 是 基本 而 时 , 必然 有 x*&《B(T), 华 得 
: lim x» ~ *, lm Tr, = Tx, (1.5) 


那 末 称 是 亲 算 子 ， 
! 显然 ,T 是 (7 ')) 到 (7',《*,*)") 的 闭 算 子 ， 等 价 于 将 
卫视 为 Hilbert 空间 ( 肝 ,[-,*]) 到 Hilbert 空间 (7'， [: "]) 的 
线性 算 子 时 是 闭 的 ,类 似 地 也 可 用 图 象 来 描述 。 

定义 13 设 (,《:,…)), (7',《*,，)') 是 两 个 不 定 度 规 空 
间 :,7 x 7' 是 乘积 集 , 在 刀 x 17" 上 引 人 度 规 : 

(Cr, yj {x $27)) 一 《zxa) + CF, 73), {1.6) 

称 《 Xx 开 , 《CG 一 ))) 为 (C7, 一)); U7',(*,*)) 的 莱 积 空 
河 ,或 记 为 (7,(*,…)) Xx (17,(*,*)), 或 简 记 成 Xx 

有 时 为 了 防止 混淆 ， 电 (1.6) 定义 的 了 x 17 上 度 规 明确 表 
示 为 (.，') 四 (…，.) 

引 理 14 《7 x 7', ((',*'))) 为 完备 的 不 定 度 规 空间 的 充 
要 条 件 是 《7,《*,*)), (7',(','》) 都 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 

证 充分 姓 设 有 一 H_ 旬 Hi,17' 一 HL. 级 H1 都 是 正则 分 解 , 显 
然 (8- Xx 于 ,一 ((*, 一) 和 (H+ Xx Hi,((',*))) 都 是 Hilbert 


”区 本 书 中 “和? 表示 不 定 度 规 空间 意义 下 的 共 堪 运算、 而 “*” 和 通常 一 辞 ， 表示 
Hilbert 空间 赤 义 下 的 共 固 起算 . 
9 639 


空间 , 见 了 Xx 一 (BH_ Xx He@(H; XHi) 是 (HxH,((.， 
“7)) 的 正则 分 解 。 所 以 (2 x 7',((',*))) 是 完备 的 不 定 度 规 
空间 。 
必要 性 ”考察 完备 的 不 定 度 规 空间 (7 x 1',((，,*))) 的 两 
个 线性 子 空间 
Li= {lx, 0}lx€ 1}, 
(17) 
,= {{0, 7y}ly ey. 
显然 LL 上 工 ;, 并 且 
I x1’= LL@®L. (1.8) 
根据 第 一 章 定理 3.13, 工 , 二; 都 是 (号 Xx 有 ',((，,*))) 的 完备 子 
空间 。 由 于 (ZL, 《(:,…))) 和 (7,《(*,*)) 可 视 为 同一 的 ， 因 而 
《7 ,(〈'，*)) 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 , 同 理 , (7',(',')) 也 是 
完备 的 不 定 度 规 空间 . 证 毕 . 
推论 1.2 设 Jk, Ix 是 两 个 Tourparan 空间 ,那么 了 x Xk; 
也 是 Toayparng 空间 ,并 且 是 /Txyxi。 
证 设 Hx 一 H_@BH; (dmH_ = K), kx 一 下 由 由 
(dimH- 一 天 ) 都 是 正则 分 解 ,因而 
Hr X Tir = {(H. x HDB(H, x H') (1.9) 
也 是 正则 分 解 。 由 于 dmH_ x HdimH_ + dim 闻 -一 天 十 K', 
所 以 Bk x fx: 是 [krx 
设 订 一 8- 人 @H;, iT' 一 HLBH$ 都 是 正则 分 解 ， 由 它们 导出 
的 内 积分 别 是 了 -],[:， ,由 开 x TY' 的 正则 分 解 (1.9) 所 导 
出 的 内 积 I[*,*1], 显然 满足 等 式 [[:,…]] 一 [', +:]@[, :1. 
定义 1.4 设 工 是 不 定 度 规 空间 (了 , (.，.)) 到 不 定 度 规 空 
间 (于,(.，*)") 的 线性 算 子 , 儿 (T)CH. 称 (Xx,((:,:))) 
上 的 于 集 | 
G(T)={{x, Tx}|r€ ZB(T)} 
是 算 子 工 的 图 象 . 
引 至 13 GG) (7 x 让,((*、*))) 的 线性 子 空间 L 为 某 个 
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订 到 六 ' 的 线性 算 子 的 图 象 的 充 要 条 件 是 ，L 中 不 含 形 如 {0, >} 
(y 志 0) 的 向量 ， 

《ii) 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了 ,(-，:)) 到 完备 的 不 定 度 
规 空间 (7',《(: ,*)') 的 线性 算 子 , 多 (7)CZ。， 那 未 并 为 闭 算 拖 
的 充 要 条 件 是 , G(7) 是 (7 x 8', ((:，,*))) 的 闭 线性 子 空间 。 

引 理 1.3 的 证 明 完 全 与 Hilbert 空间 情况 一 样 。 证 朋 略 ， 

和 通常 Hilbert 空间 一 样 ， 引 入 如 X JT' 到 "x 开 的 线性 运 
算 : 

V:{x, yt-> {7, —x*}, {r+, YY}EHT xH. {1.10) 
不 定 度 规 空间 上 的 “i” 运算 和 Hilbert 空间 上 “*” 一 样 ,具有 如 
下 初等 性 质 . 

引 理 1.4 设 (7,(，'))， (17',{:',*)) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 , 7, 7;, T, 都 是 到 17' 的 秽 定 线性 算 子 。 下 列 命 题 成 
YY. 

(i) Tt1 是 六 到 下 的 闭 算 子 . 

(ii) 如 果 T 了 是 全 如上 定义 的 有 界 算 子 , 那 末了 T* 也 是 全 1/7" 上 
定义 的 有 界 算 子 ， 

《证 ) 当 Ti 十 7; 是 稠 定 算 子 时 , 《Ti 十 T2)1 光 TH 十 T1, 而 
当 7T,, 7, 中 有 一 个 是 全 且 上 定义 的 有 界 算 子 时 ，(T, 十 了 一 
Tit + 了 

(iv) 4 是 任 一 非 零 复 数 , 那 未 

(2T)! = XT1; 0 = (0T)'OO0T1™, 

(v) 如 果 工 是 单 射 , 统 (T) 在 1 中 称 密 , 那 示 

(TH = (7T7)1, 
(vi) 当 TT,DT), 时 ,TiCTI, 
vii) GCT = (VECTY). 

(v 二 ) 释 定 算 子 工具 有 闭 扩张 ( 即 存在 洲 算 子 们 ， 使 得 Tc 

允 ) 的 充 要 条 件 是 , T1 是 稠 定 算 子 。 当 Tt 稠 定时 ,(T1)! 是 工 的 


1) 此 式 最 左边 的 “82> 是 零 算 子 ,以 后 我 们 仍 用 “0” 表 未 零 算 于 -这 里 用 8, 是 为 了 
表示 与 比 式 中 其 它 两 个 数字 霍 有 区 别 。 
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最 小 闭 扩 张 .从 而 当 工 是 笛 定 闭 算 子 时 ，(7T1)+ 一 了。 
(ix) RT) = ATI 
(x) 当 (了 7, )) 一 (17,(',*)), TT7; 蚌 稠 定 算 子 时 ， 
《TIT2)1 汪 T} Ti， 如 果 Ti 还 是 全 总 上 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 那 
委 《74Ta)+ = 了 和 ， ' 
上 述 (i) 一 (x) 可 完全 相仿 于 Hilbert 空间 情况 来 证 明 . 当然 ， 
也 可 以 通过 (1.4) 式 将 (一 (x) 直接 化 成 Hilbert 情况 去 讨论 . 
注意 ,在 证 明 时 ,要 用 汉 第 一 章 的 推论 3.6. 
3. 根子 空间 ” 设 T 是 不 定 度 规 空间 ( 订 ,(*,，*')) 上 线 竹 算 
子 。 如果 1 是 工 的 特征 值 ,今后 总 用 Bu(T) 表示 相应 于 4 的 特征 
向量 全 体 。 和 更 一 般 地 ,对 任何 自然 数 和 , 记 
BalT) = {zrI(T— Mr 0r € VT)}., {1.11} 
显然 
BATICPLATIC CBA(T) EC-.., (1.12} 
称 久 4(T) 为 工 的 《级 根 向 量 空间 ,或 多 级 根子 空间 ,而 称 


BT) 一 人 eat(7) 为 工 的 根子 空间 。 
k=l 


如 果 xE Balt7), 但 xE@Bix-x(7)， 那 末 称 x 是 TT 的 允 级 概 向 
最 ;如 果 * 是 ?级 根 向 量 , 并 且 不 存在 + 十 1 级 根 向 量 》, 使 得 + 一 
(了 一 21)7。 那 末 称 * 是 工 的 最 高 级 根 疝 量 ， 一 般 说 来 , 工 可 以 有 
很 多 最 高 级 向 量 , 自 然 这 些 最 高 级 向 量 的 级 可 以 不 同 . 
显然 , Bi(T) 中 每 个 向 量 都 有 确定 的 级 ， 而 对 每 个 自然 数 不， 
BtT) 是 线性 子 空间 ,并 且 线 性 子 空间 名 (T)CB(T?) {n= 1，, 
2,.…'); 当 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7 有, ('，')) 上 闭 算 子 时 ， 
T 一 41 也 是 闭 算 子 ， 并 且 Bl7) 是 闭 线 性 子 空 间 ; 当 工 是 也 上 
定义 的 闭 线性 算 子 时 ，Brx(T)(* 一 1, 2,.……) 都 是 闭 线性 子 空 
间 ， | : 
定义 .5 设 {L。la€ 4} 是 不 定 度 规 空间 (7, CG,:)) 上 一 


1) CT) 表示 算 子 了 的 零 空间 , 即 .Y(T) = x|Tx = 0 x€ (TD}, 
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族 线性 子 空间 。 如 果 对 任何 ce 4, 工 。 中 任何 非 零 向 量 * ,都 有 xzxe 
span {Luloe 4, eu saj， 那 末 称 {-|ae A} 是 一 族 线 性 无 关 的 
子 空间 ,或 称 为 线性 无 关 的 线性 子 空间 族 ， 
引 理 1.5 设 T 是 不 定 度 规 空间 (了,(-,*)) 上 线性 算 子 ， 
:多 (T)CH. 那 未 {9x(T)|1e op(T)} 必 是 一 族 线 性 无 关于 空间 . 
证 我 们 用 反 证 法 ,如 果 有 非 零 x€ BMT), xi€ By(T), 和 和 
4 以 及 数 mi, i 一 1, 2，.…。o， 使 得 


a (1.13) 
二 了 
假设 z 的 级 为 ,而 x 的 级 为 **, 并 作 工 的 多 项 式 
PAT)= (TC— 2Dt: TI(7 一 M2) (1.14) 


显然 P(T)x: 一 0,i 一 1, 2, .因此 Pr)z 二 0. 
但 是 , 男 一 方面 又 有 


P(T)r 一 Te- zs(7 ~ TDtir as 0, (1.15) 


这 就 发 生 了 矛盾 。 因 此，{@xT)1X€ ce(7) 是 一 族 线性 无 关 的 
子 空间 。 证 毕 ， 

4. 对 称 算 子 

定义 1.6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17， Cp )) 上 的 稠 
定 线性 算 子 ,如 果 4C41+, 称 4 是 对 称 算 子 , 如 果 A1—=4, 称 4 是 


自 共 轿 算 子 , 或 自 伴 算 子 。 
对 称 算 子 有 如 下 初等 性 质 ， 
定理 1.6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (也 , ('，')) 上 对 称 
算 于 。 
(GD 如 果 2, ppE os(4), 并 且 2 二 5, 那 末 
DA) | Br(A). (1.16) 


iai) 如 果 2e op(4A), 1aX 疡 0, 那 末 Di( 4) 是 闭 零 性 子 空间 . 
(二 》 特别, 当 厅 二 xk 时, 那 未 4 在 上 半 (或 下 半 ) 开平 面 上 


* Hr» 


半 ) 开平 面 的 特征 值 , 进一步 便 有 
dim(® (4 )BD,,(A ) 申 i DP A)) 


a (1L17) 


(iv) 如 果 4 是 (ma,(.，')) 上 自 共 斩 算 子 ， 那 未 ol 4) 关于 ， 
实 轴 对 称 9。 
证 (i) 显然 只 要 证 明 @:(4) 上 ex(4) 即 可 .用 归纳 法 证 明 
如 下 : 当 xeEgi4),ycEgafd) 时 ， 
Ux, 7) = (Azx, 7) 一 (rz，4y) 一 天 (xy， 7)。 
根据 1 关 瑟 的 假设， 由 上 式 立 即 得 到 (*,， /二 0， 从 而 ga(4) 上 
Pu). 
假设 对 自然 数 mm， 只 要 1 二 过 m, 都 有 (4A) | 上 Bn 4 ), 
今 证 当 :!! 一 m 十] 时 ，@a(4) Loir(d)， 事 实 上 ,如果 zegx 
(4),y€ gid4d)， 那 末 
| (A~— 4)xr€E Bu (A), (4 一 FI)YE Bad ), 
利用 归纳 法 假设 ， 
一 (lz, 7) = ((A4— a1)x, 7) — (4+, y) 
(+,47) = (se, (A4— p10) — Ex, y) 
一 —A(x, »). - 【1.18) 
因为 4 半 严 , 所 以 zy) 一 0; 即 gx(4) 1gur(4)。 由 此 可 以 得 
到 BA) LB A). 
(ii) 在 (i) 中 我 们 单独 考虑 Ts8 的 情况 , 这 时 必 有 1sT， 
从 而 gr(4) 上 Bi 《4), 即 84) 是 闭 零 狂 子 空间 ， 

” 《过 根据 引 理 1.5 和 本 定理 的 (i), (ity, 对 于 (77,(:,:)) 上 
对 称 算 子 4, {@1(4)14€ os( 4), 1m4 > 0} 必 蚌 线性 无 关 的 线 福 
子 空间 族 而 且 是 彼此 相互 直 交 的 零 性 子 空间 ， 因 而 span {d 由 (4)| 
16 oo(4)} 是 零 狂 子 空间 . 四 

特别 是 当 末 一 Ex 时， 由 于 JTk 上 零 性 子 空间 的 维 数 决 不 超 


1》 对 于 Jzx 上 自 共 轴 算 子 , 进 一 步 还 有 5y(- 关 于 实 负 对 称 (网 本 章 $4 推论 4.8). 
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过 K, 所 以 任 取 上 半 开 平面 上 ! 个 转 征 值 (i 一 1, 2，…, 让, 则 
dim span{®D (A) 一 1 2, 1} = dim(B, (4)D 
D1,(4)D- “DD,(A)) 


f 
一 > dimg, (4) < K. (1.19) 
= 


由 于 qim@i(4) 1, 所 以 从 (1.19) 可 知 ，4 在 上 半 开 平面 上 特 
征 值 最 多 不 超过 KK， 如 果 丸 ,，，'*, 和 是 上 灶 开 平面 中 所 有 的 4 的 
特征 秆 , 那 示 还 成 立 《(1.17) 式 . | 
(ivy) 是 显然 的 .证 毕 ， 
5. 算 子 T1T 现在 讨论 完备 的 不 定 度 规 空间 (7, (*,*)) 上 
稳定 闭 线 性 算 子 工 在 什么 条 忻 下 、，T+T (或 TT?!) 是 自 共 轮 算 子 . 
定理 17 设 (,(*,':')), (17',(.,*)) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 , T 是 上 到 灯 的 称 定 闭 线性 算 子 . 如果 G(T) 是 (Hx 
7',《(，,，'))) 上 的 完备 子 空间 , 那 末 算 子 
(TTT), TO + TIT)! (1.20) 
都 是 全 空间 耳 上 定义 的 有 界线 性 算 子 , 而 且 《T 十 了) 1 了 ?了 
都 是 吾 上 自 共 绒 算 子 ,而 TT? 是 杂 上 自 共 辆 算 子 ， 
证 先 证 上 十 了 +7 是 单 射 ., 如 果 不 对 , 必 有 非 零 向 量 x€ 好 ， 
使 得 
{T+ TiT)}x=0, (1.21) 
如 沁 2 一 7Tx, 那 未 由 上 式 得 到 T'*z 一 一 x, 即 
{z, 一 zyEGCTT) = (VG(T))., 
或 者 说 {x,z}& G(T)+。 但 是 {z, zl 一 {1zy7TtecT), 从 年 
{x,s} EE G(T)IN G(TY. (1.22) 
由 于 假设 G(T) 是 完备 子 空间 ,从 而 是 非 退 化 的 .所 以 ,从 (1.22) 
立即 得 到 x 一 0, z 一 T+ 一 0。 这 与 假设 希 盾 ,因此 了 + 了 71 了 是 
单 射 ， 0 
再 证 (I 十 7'T)"* 是 定义 在 全 空间 上 上 的 有 界线 性 算 子 , 因 
为 G(T) 是 完备 子 空间 ,所 以 并 x 并 一 G(T) 人 G(T)+. 下 面 和 
普通 Hilbert 空间 情况 一 样 ， 可 以 证 明 统 (1 十 T+ 了 ) 一 厅 ， 如 记 
99， 


一 一 一 一 


B 一 《7 十 Tt+7)-:，, 二 便 是 全 万 上 定义 的 线性 算 子 ， 并 且 对 任何 
z€ 有 ,Bx€ BDB(TIT)，、 所 以 ,对 任何 x,y 说 ， 
(x, By) = ((1+ TT)Br, By)={Bx, By)+(TBr TBy) 
— {Bx, (1+ T+T)BY) = (Bx, »), {1.23) 
即 B 是 全 空间 定义 的 对 称 算 子 ， 从 而 B 一 81， TE B1( 出 8B) 是 
闭 算 子 , 根 据 闭 图 象 定理 , 了 是 有 界 的 . 
再 根据 引 理 1.4 的 {(v), 由 的 自 共 轿 性 , 立即 得 到 了 十 1 了 
也 是 自 共 示 算 子 。 再 由 引 理 1.4 的 (ii)。Yt7 是 自 共 轿 算 子 ， 
显然 ， 算 子 了 (1 十 了 17)! 是 全 空间 定义 的 线性 算 子 。 利 用 
工 是 闭 算 子 ,(T 十 T1T)7! 是 连续 的 , 易 知 T(I 十 了 7) 是 闭 算 
子 。 再 用 闭 图 象 定理 就 得 到 了 (I 十 了 T+T) :是 有 界 的 。 
换 工 为 了 + ,立即 得 到 FTY+ 是 自 共 斩 算 子 :(7 十 TT1)"! 是 全 
好 上 定义 的 有 界 的 自 共 轿 算 子 , T1T 十 了 7t) 是 有 界 的 .证 
毕 。 
下 面 举 饮 说 明和 社 定 闭 线性 算 子 了 的 图 象 G(T) 可 以 仅 只 是 
《 刀 X 杂 ,(( ，))) 上 的 闲 线 性 子 空间 , 而 不 是 完备 子 空 间 . 
例 1L1 设 厅 ~ 昌 .-@R,, Hs 一 210, 1]. 作 刀 一 开 的 线 
性 算 子 工 如 下 : . : 
T= 全 内 内 (1.24) 


TH = Hy;, 1) > sf00) (fC) € L210, 1]) 
Ts: Hi>H., st) > 二 ze) CCD, 二 gO) € LL0,1]). 


i (7,(，,*)) 上 稠 定 闭 线性 算 子 。 可 是 在 正则 分 解 x 
一 (H- X H-)@(H, XH;) 之 下 ， 吻 知 图 象 G(T) 是 形 如 工 ， 
es 其 中 


A:H_ Xx H.-— H: x H;, 
(1.25) 


{fe), gD} HF Lif), t8C0)}, 0), gC) € LL0,1]. 
因为 1Ep(4A*4), 所 以 G(T) 号 Li 不 是 完备 子 空间 ( 见 第 一 章 定 
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理 3.13 和 引 理 3.3 的 ( 道 )), 它 只 是 虹 x 有 厅 的 极 大 负 闭 线性 子 空 
闻 , 自 然 是 非 退 化 的 . 
但 由 于 TT,, 了, 都 是 L*[0, 1] 上 向 定 闭 线性 算 子 ,再 注意 到 
O 一 7 一 T#* 工 , 
tk hd 0 ( —7¥ 1) 
易 知 了 ?了 是 (1,《(*,*)) 上 自 共 轿 算 子 . 同 冬 可 证 了 Tt 也 是 
{17,《*，*)) 上 自 共 轿 算 子 。 这 也 可 看 出 ,定理 1.7 中 假设 “G(T) 
是 完备 子 空间 ”这 个 条 件 。 并 不 是 T1T, TT?' 成 为 自 共 斩 算 子 的 
必要 条 件 。 
下 面 我 们 再 举例 说 明 把 定理 1.7 中 条 件 “G(T) 是 完备 子 空 
间 ” 换 成 “G(T) 是 非 退 化 的 闭 线性 子 空 间 ? 也 是 不 行 的 ， 
例 12 设 有 一 H_@BH, 如 例 1.1, 作 
4 B\H, 
区 (> 2 


) Tt 一 


ds: (0, 1 LE0, 1]; fOr> fo 1 eB, 


4A We， Vdo, B Varo, 
其 中 多 一 {D1 e [0, 1]， 二 De L [0, 1]}，Pi， 信 是 


[0, 1] 上 保 距 算 子 ,但 按 10, 1]， 统 (V,)1 统 (V,). 规定 
ZIT) = DB BBD, 多 4s CH ,并且 多 4 一 风 、 | 
显然 ， 多 ({T) 一 了。 由 于 
~ Tig,f}= {Af+ Bg, Af + Bg}, 
以 及 4,B 都 是 310, 1] 上 黎 定 闭 线 狂 算 子 , 统 (A) 上 弦 (B)( 按 
[0, 1]) 等 , 易 知 工 是 全 上 闭 线 性 算 子 ， 
又 显然 有 
+ 家 A* —A* 
ee ?pe 小 
这 里 多 (人 )=(B(AVYINYG(B)) B (BAYIND(B*)),. K 
上 式 容易 直接 算出 


s Fl1" 


TIT |se5 = 0°, {1.26) 
其 中 声 ={f(2) fl) D0,11, hi) e [10,1]}. 由 于 声名 放 


在 盯 中 秽 密 ,所 以 (T1715e5)1 存在 ,并 且 由 (1.26) 还 可 以 得 到 
DTIT |se5)1 ) 一 卫 ， eT? TI565)! 一 0. {1.27) 
又 显然 对 称 算 子 T+7 是 对 称 算 子 T+ 了 |5es 的 延 拓 ,由 (1.27) 以 
及 引 理 1.4 移 (vi), 立 即 得 到 
(TIT)!C(TIT |se85)! = 0, (1.28) 
中 (TIT)t 一 0 在 多 ((T1T)') 上 成 立 . 但 因为 (7T!'T)'! 是 闭 
算 子 ,所 以 可 挫 出 咏 ((T17)1) = ,并 且 (T1T)! 是 全 空间 定 
义 的 零 算 子 。 如 果 了 +7 是 自 共 思 的 , 那 末 纺 (T17) 一 了 ,显然 
由 于 了 是 无 界 牌子 ，B(TIT)CgB(T) 拉 ,所 以 TIT 只 是 对 称 
而 不 是 闭 算 于 ,自然 更 不 是 官 共 示 算 子 ， 

最 后 仅 需 指出 G(T) 是 非 退化 的 就 可 以 了 ， 下面 为 了 避免 混 
淆 :对 于 二 [0,1] 中 函数 zg, 分 别 用 g+ 表示 把 8 帘 为 Hi 中 向 最 ， 
如 果 G(T) 是 退化 的 , 即 有 一 对 ,gp € 2 多, {{g5, 肝 }, T{g5, 村 }} 
EG(T), 并 且 按 了 XX 上 度 规 ((-,*)) 直 交 于 G{T) 一 {{{g-， 
1, T{g ,fr)) le, f《 玫 } 也 就 是 说 

(g ,80) + (f+ 1) + ((Af+ Be) ,Ah + Bg) ) 
+t ((Af+ BE)+ (dj 十 了 0)+) 一 0。 
由 于 上 式 后 两 项 之 和 为 零 ,因而 
《8 及) 十 《六 ,下 ) 一 0， (1.29) 
由 于 g,f 可 在 杀 中 任意 地 并 且 独 立地 选取 ,由 (1.29) 可 见 , 只 有 
有 一 gp * 0。 这 就 是 说 ,G(T) 是 非 退 化 的 . 

如 果 讨 论 的 不 是 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 , 而 是 本 kx 空间， 
那 末 “G(Z) 是 完备 子 空间 ”这 个 条 件 就 可 去 掉 ， 为 此 ,我 们 先 证 
明 一 个 引 理 ， 

引 理 18 设 {(8,《(*,*)), (17',《*,，)') 是 两 个 完备 的 不 定 


I) 计算 时 利用 了 如 下 事实 : 如 果 4 = Vp 是 Hilbert 空间 上 笛 定 所 算 于 的 极 分 
解 , 那 未 4* 一 py*， 
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度 规 空间 , 是 开 到 17' 的 稠 定 闭 线 性 算 子 。 那 末 下 面 三 者 等 价 ， 
Qi) G(T) 是 (X17,((*,-))) 退化 子 空间 。 
(i} —1é€ op( TT). 
(1ii) —léor(TT1), 
而 当 (一 (ii) 电 有 一 个 成 立时 ， 如 记 7+T, 7T+ 相应 于 一 1 的 
特征 子 空间 分 别 为 B,F， 那 宋 T 便 是 了 到 忆 的 双 射 , 而 逆 映 射 正 
是 Tt 并且 对 任何 *, ye E， 
—{Tx, Ty) = (x, »), (1.30) 
这 个 引 理 是 明显 的 .证 明 略 ， 
定理 1.9 设 了 是 0x 上 稠 定 闭 线 性 算 子 , 那 末 T'T, TT1 必 
都 是 自 共 斩 算 子 , 并 且 TtT 和 T71+ 的 负 特 征 值 分 别 都 不 超过 2K 
个 。 
证 首先 注意 , 如 果 G(T) 是 x x 站 的 非 退 化 《从 而 是 完 
备 的 ) 子 空间 .由 定理 1.7 就 得 到 了 +T, 了 7T? 都 是 自 共和 算 子 。 
对 于 一 般 的 情 癌 ， 可 考虑 +T(4€ C)。 由 于 QT)1(47) = 
12P7Y+T ,所 以 只 要 能 证 明 存 在 非 零 beCG, 使 得 G(17) 是 非 退 化 
的 ,就 能 得 到 |ao127+7 是 自 共 轰 , 从 而 T+7 也 就 是 自 共 思 的 。 为 
此 ,根据 引 理 1.8;, 只 要 能 TtT 的 负 特征 什 只 有 有 限 个 就 可 以 了 。 
现在 证 明 TY+7 的 负 特 征 值 最 多 不 超过 ?2K 个 . 设 和 是 T'7 
的 一 个 负 特 征 值 , 那 末 
一 Leoe((i 这 ?人 2 #7)). (1.31) 
根据 引 理 1.8, 对 任何 x*e Bu(T1T), 向量 {x,141-#Tx} 是 需 柱 向 
量 , 并 且 Tr EBu(TTI). 而 Li = {zx, [4 Tr}lr Ee Bu (TIT)} 
是 (Tx 末 ,((，,*))) 上 零 性 子 空间 ， 再 对 对 称 算 子 T+ 了 ,TT1 
分 别 应 用 定理 1.6 的 (i) 和 引 理 1.5， 立 即 得 到 对 任何 不 同 的 负 特 
征 ,4， 
DATIT) LBATHT), BATTY) LOATTI), (1.32) 
并 且 {@xCTtT)|XE op( 了 +)} 是 线性 无 关子 空间 族 。 俯 而 (利用 
(1.32) 直接 计算 ) 
LilLe (ix p), (1.33) 
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并 且 {Lail4eor(TtT)， 4 < 0} 是 一 族 线性 无 关子 空间 。 所 以 
5) dmL, < 2K, (1.34) 


ezp(TYI) 
2X<0 

由 《1.34) 易 知 了 7 的 负 特 征 值 最 多 只 有 2K 个 。 
类 似 地 可 以 证 明定 理 中 有 关 7Y7? 的 结论 .证 毕 。 
下 面 举例 说 明 2K 这 个 值 是 可 达 的 . 
人 鲍 13 设 呈 二 8H._BH;, dimHy 一 玉 。 又 设 ec ce 考分 
别 是 《8 , 士 (*，")) 的 直 交 基 , 将 时 人 一 1 2 天) 按 下 列 
顺序 排列 ， cz, ct， …，cz， ecEE。 在 此 顺序 下 ， 假 设 算 子 了 可 表 
示 成 下 列 短 阵 


Y 


0 2 
0 3 2 
了 一 2 0 
0 0 2Ki 
! (2K—1): 0 
易 知 
0 3 
3: 0 2 他 
T+ 一 3f 0 本 
oo (4 一 1 
\ 2K:1 0 
一 
一 2 .2 
TT 一 2.、3 CO 四 


oo -2GK 一 1 
—(2KY 
只 要 KK 取 为 奇数 ， TIT 的 负 特 征 值 就 是 一 1, 一 2:2,…, 一 2(2K 一 
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i, 一 (2K》 等 2K 个 。 


2 保 距 算 子 和 西 算 子 


1. 保 工 算 子 
定义 2.1 设 V 是 不 定 度 规 空 间 ( 林 ,(*，*)) 到 不 定 谋 搞 空 
闻 (7',《*,*)') 的 线性 算 子 , 多 (PV)CH。 如 果 满 足 
{Vxr, VY) 一 (zy)， *, SE WIV), (2.1) 
则 称 了 为 刀 到 交 的 保 距 算 于 ; 如 果 纺 (F) 一 有 ,并 且 V 是 全 到 
好 的 保 了 虐 算 子 , 则 称 焉 是 呈 上 的 半 西 算 子 。 
首先 注意 , 不定 记 规 空间 上 保 际 算 子 不 象 普通 Hilbert 空间 上 
保 距 算 子 那样 必 是 单 射 。 
例 21 设 交 一 如 是 不 定 度 规 空间 ，Z 是 也 的 零 狂 子 空间 , 
在 Z 上 作 算 子 
V: rF>0，、 zcZ. 
显然 ,8 是 有 上 保 距 算 子 , g 多 (V) 一 z, 但 不 是 单 射 
引 再 21 设 V 是 不 定 度 规 空间 (并 《到 (7T',(*,*)) 
的 保 工 算 子 。 下 列 命 题 成 立 ， 
(0i) 如 果 多 (TV) 是 非 退 化 的 , 那 末 了 必 是 单 射 。 
《ii 如 果 统 (V) 是 非 退 化 的 ， 那 末 当 se 多 (VN 站 多 (V》 
时 , Vz 一 0. 
证 Qi) 如 果 不 对 , 必 有 非 零 x& Dl(V), 使 得 Vr 0. 
对 任何 ye 多 (7)， 
《zyy) 一 《Vxr，F7) 一 0， (2.2) 
由 x+LB(V)， 从 而 与 玫 (7) 非 逮 化 的 很 设 相 矛 盾 。 
(1) 是 显然 的 ,证 略 . 

”定理 22 没 (,(，))，:,(，)) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ,了 是 鼠 到 并 的 保 距 算 子 ,如 果 统 (V) 是 7' 的 完备 子 
空 闻 , 那 末 站 必 是 连续 的 . 

证 念 Z 一 多 (DV)NB(V)+, 因为 ZL 名 (V), 所 以 VZ 1 
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鹃 (7 了 7). 由 于 灾 (P) 是非 退 化 的 ,所 以 VZ = {0}), 即 ZCAH(V), 
反之 ,对 任何 *€ .7), 由 (2.2) 就 可 得 到 x€Z, 从 而 
DNDN =Z = HV). (2.3) 

设 家 (P) 一 NBP 是 完备 子 空间 哆 (V) 的 一 个 正则 分 解 ， 
N,P 分 别 是 统 (yV) (从 而 是 7') 的 负 、 正 完备 子 空间 ( 见 第 一 章 
推论 3.14 的 (i))， 利 用 (2.3) 易 知 存在 多 (TV) 中 的 负 、 正 子 空 
间 D.., D+, 使 得 

BV) = DDBZBD:, (2.4) 
V{D_BZ) = N, VID:DBZ) = PD, (2.5) 
其 实 ,V 是 DD- 到 NN, D+ 到 了 的 双 射 ， 

今 证 (D-_, 一 (*,')) 是 Hilbert 空 间 . 事 实 上 ,《N, 一 (*,*)) 是 
Hilbert 空间 , (D_, 一 (*，')) 是 内 积 空 间 , 而 V 是 (N, 一 (*,*)") 
到 {D-, 一 (，,')) 的 西 算 子 ,所 以 (D-, 一 (*,")) 必 是 Ilbert 空 
间 . 

同样 可 证 (Di，,(*,')) 也 是 Hilbert 空间 . 

因为 统 (V) 是 完备 子 空间 , 对 于 分 解 统 (V) ~ NBP， 有 开 
则 分 解 了" 一 如 -四 , 使 得 日 -了 NH; 了 P。， 由 这 个 正则 分 解 导 
出 的 范 数 为 "上 帮 ， 另 一 方面 ,根据 第 一 章 引 理 4.16, 存在 分 解 

BD_= DBZ.,D, = DIBZ:, (2.6) 
其 中 Di, D+ 都 是 (7,(，*)) 的 完备 子 空间 ， 显 然 ，D- 工 D+ ， 
Z-,.Z_, 2Z 彼此 直 交 ， 并 且 零 性 子 空 间 Z_- 十 Z+ 十 Z 是 完备 子 
空间 (DO@D1)+ 的 线性 子 空间 , 令 (D“ 图 D1)+ 一 HL-@Hs 是正 
则 分 解 , 那 未 ， 
| (H- BD D(H DBD) (2.7) 
便 是 Nn ee 由 它 导出 的 范 数 为 .| 

现在 证 明 P 是 (7, 路 中) 到 (小 上 的 连续 算 子 . 任 取 +E 
多 (TD), 根 据 (2.4), x 必 可 唯一 地 表示 成 x 一 *. 十 z 十 x+,*x € D4， 
z&Z, 再 由 (2.6), 又 分 别 有 下 列 分 解 - 

t+_ tg ED ss_€2Z; 
{2.8) 
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kt 一 证 ED {2.8) 
根据 正则 分 解 (2.7), 易 知 对 x 一 x 十 -十 zs 十 zt 十 驻 , 有 
jxjP = lx 十 和 xP 十 -十 xz 十 和 4 护 ， (2.9) 
再 在 正则 分 解 了 T 一 H_BH; 之 下 计算 zl?. 
rr? = Vx + Vs Ft Vel = rx- + Vx 
= (Vr, Vx_) + (Vr, Vxr) 
oe —{x_, xz_) 十 (x+ x+) 
一 (x 二 zx 二 gz_) 十 (x 十 z+ 44 十 z+) 
一 (x 十 (4 和) 一 x 术士 x4 才 |x， 
. 《2.10) 
匈 了 是 定义 在 多 (V) 上 的 连续 算 子 ?， 证 毕 . 
定理 2.2 中 假设 “ 弦 (V) 是 末 的 完备 子 空间 ”这 个 条 件 是 不 
能 换 成 “22(P) 是 闭 (甚至 是 非 运 化 的 闭 ) 线性 子 空间 ?的 .下面 
便 是 一 钢 . 
例 22 设 一 H_ 旬 Hi, Hi L710, 1],4 是 上 [0, 1] 上 
乘 自 变量 算 子 ,显然 Ly 是 极 大 负 闭 的 《但 不 是 完备 的 ) 线性 子 空 
间 , 令 多 一 {V1 一 20D)1fC)e Lo0, 11}, 作 写 到 工 : 的 算 子 
AA ODALONO 《2.11) 
视 多 为 马 - 的 线性 子 空间 。 易 知 是 (7T,(.,')) 上 的 保 距 算 
子 ， 并 且 是 多 到 工 z 的 双 射 。 在 正则 分 解 呈 一 五 -由 下 : 之 下 所 
导出 的 范 数 记 为 | . 上 ， 按 这 个 正则 分 解 计算 Wi 一 5(D 以 及 
V VI 一 50 的 范 数 , 易 知 


2 — ha 一 站 |fDPaz， (2.12) 


| vvVi—2 to 和 ha ny (2.13) 
显然 , 必 存 在 IT0, 1] 中 一 列 {所 }, 使 得 上/T 一 B44) 一 0, 但 
YMVI 一 Ff,C0)->0， 即 不 是 连续 的 . 

对 于 ITx 空间 ,定理 2.2 的 条 件 是 可 以 改进 的 . 


1)》 如 果 刀 ?好 是 同一 空间 ,由 于 两 个 范 数 | 此:‖ - 站 是 等 价 的 ,所 以 了 是 连续 的 ， 
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定理 2.3 设 只 是 (Fre, (.，.)) 到 (x',(*,*)') 的 保 距 算 

子 , 多 (Vj)CIx， 如 果 弦 (V) 是 非 退 化 的 , 那 末 了 是 连续 的 . 
证 ”再 于 .家 (Y) 非 退 化 ， 所 以 经 (V) 也 是 非 退 化 的 .根据 

第 一 章 定理 5.8， 

RV) = NDP,, RIV) = NBDPD. (2.14) 
忆 、P, 分 别 是 统 (V), 宠 (F) 中 的 正 子 空间 、 正 闭 子 空间 ， 由 于 
乞 (V) 一 N 甸 Po 是 完备 子 空 间 ， 必 有 正则 分 解 x: 一 H_@BH'， 

使 得 吾 . 太 N ,HB6, 这 个 正 风 分解 所 产生 的 范 数 沁 为 | 此, 
任 取 多 (7V) 中 仙子 空间 D-， 使 得 VD 一 N (这 种 D- 是 可 
以 取 到 的 )，。 显然 , dimD-_ 一 dimN, 由 此 可 知 D- 必 是 纺 (V) 中 
极 大 负 子 空间 (否则 ,由 于 VV 将 负 宙 量 映射 成 负 向 量 , 如 (V) 中 极 
大 鱼子 空间 维 数 就 大 于 dim N 了 )., 根据 第 一 章 定 理 5.8 的 (i， 

有 分 解 | 


DIV) = DD_DZOBD., 
其 中 Z = 久 (V) 作 BD(V)!, D+ 是 正 子 空间 .下 面 就 和 定理 2.2 
.的 证 明 一 样 , 引 人 (2.6}，(2.7); 在 上 x 上 按 (2.7) 产生 范 数 | * 上， 
从 而 有 (2.9) 和 (2.10), 证 毕 . 
”容易 举例 说 明定 理 2.3 中 条 件 " 弦 (V) 是 非 退 化 的 "是 不 能 去 
: 掉 的 ， 
推论 24. 设 了 是 有 x 上 的 保 距 算 子 , 多 (JICRx。 
.GD 如果 过 (V) (或 多 (V)) 中 含有 K 维 负 子 空间 (特别 是 
统 (TV) 或 多 (7V) = 1x), 那么 V 是 连续 的 . 
Gi) 如 果 鹃 (7) 一 NBZBP, 儿 (7) 一 D_ 狼 D, 乓 D,, 其 
中 P,D+ 都 是 正 闭 子 空间 , N,D- 都 是 负 子 空间 ，Z ,Do 都 是 零 性 
子 空间, 并 且 N 一 VD.,P 一 VD:、 那 末 V 是 连续 的 . 
证 (i) 当 乡 (TV) 中 售 有 六 维 负 子 空间 时 , 绽 (V) 中 也 必 会 
天 维 负 子 空间 ,所 以 统 (V) 必 不 退化 。 同 理 ， 弱 (V) 也 是 非 退 化 
的 ,由 定理 2.3, 了 是 连续 的 
() 显然 ,ZVDs。 先 视 V 是 D-. 甸 D1 一 NBP 的 线性 算 子 ， 
并 且 保 距 。 由 于 N 锣 P 是 非 退 化 的 ， 所 以 V 在 D_- 人 BD 上 连续 ; 
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而 Po 是 有 限 维 空间 ,所 以 了 在 pe 上 也 是 连续 的 。 再 注意 到 
Hx (D_BDI BD_ BD),, DC(D BD ), : 
而 (D-@@D1)* 是 完备 子 空间 ,从 而 Ix 上 的 拓扑 正 是 (D_@D;)， 
{D_@BD;)* 的 拓扑 的 第 积 拓 扑 。 因 而 ?在 多 (VY) 一 D_BD; 鲜 D。 
上 连续 ,证 毕 . 
推论 2.4 的 (i) 中 要 求 了 把 闵 线性 子 空 间 D+ 狐 成 团 射 性 子 
空间 了 这 个 条 件 一 般 是 去 不 挤 的 。 下 面 举例 说 明 , 即 使 
妇 (V), 统 (TV) 都 是 闭 的 ,并 且 V 是 单 射 , 但 FF 仍 可 以 是 无 界 的 . 
例 2.3 设 开 一 了 R_BH;,e 是 8H_(dimH_ 一 1) 的 单位 向 
量 , (et!} 是 (Hi,(*,*)) 完备 就 范 直 交 系 . 令 z 一 所 十 过 家 一 
{x 十 fx)zlzE HiOspan {ct})}, 其 中 f 是 HOspan{et} 上 无 界 
线性 泛 孙 、 显 然 xz 上 鹃 , 作 线 性 算 子 了 如下: 
Vy: xH> fr)s t+ *, * EH,Ospan{ cet}, 
2 上 > 2, {2.15) 
记 Z 一 span{fs}, 显然 瑰 (V) = Z 加 RW 一 ZBD(H.Ospsn {et}), 
并 且 是 闭 线性 子 空间 。 又 显然 于 (7) 一 Z@(HiSspan{ ect})== 


鹃 (7), 并 且 了 是 单 射 . 因为 了 是 无 界 的 ,所 以 存在 HiSspan{ et 
的 点 列 {x。}， 1im xn 一 0, 但 im xs 一 5 所 以 了 不 连续 。 

推论 2.5 六 kx 上 半 西 算 子 必 是 单 射 ， 并 且 它 和 它 的 逆 算 子 都 
是 连续 的 。 

证 从 引 理 2.1 的 人 知道 ， 人 Tx 上 半 西 算 子 必 是 单 射 。 再 由 
推论 2.4 的 (i), 半 西 算 子 以 及 它 的 逆 算 于 都 是 连续 的 、 

”容易 举例 说 明 在 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 下 上 ， 推 论 2.5 
不 再 成 立 。 

为 了 得 到 保 距 算 子 的 连续 性 ,对 于 一 般 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 
定理 2.2 的 主要 条 忻 是 “ 统 (V) 是 完备 子 空间 ”; 对 于 JIx 空间 , 定 
理 2,3 的 主要 条 件 是 “穷人 (F) 是 非 退 化 的 "。 下 面 举 钢 说 明 , 对 干 
完备 的 不 定 度 规 空间 ,定理 2.2 中 条件 是 不 能 换 成 ”过 (VyV) 是 完备 
子 空间 "的 ， 

例 2.4 设 , 多 ,4 如 例 2.2, 作 狗 - 角 久 +( 久 4s 一 放 ) 到 
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LDLar 的 线性 算 子 下 如 下 : 
FF: M1 ef > {0), df}, VI~PH) ee D., 
V1— fg) > {gl), el)}, V1— tl) ee H,. 
显然 ,是 保 距 算 子 ,而 且 绝 CV) = 有 ,但 例 2.2 中 已 经 证 明 它 是 
巨 界 的 ， ( 

推论 2.5 说 明 Ex 空间 上 半 西 算 子 《 即 定义 在 全 空间 fx 的 
保 距 算 子 ) 必 连续 。 然 而 一 般 完备 的 不 定 度 规 空间 上 半 西 算 子 未 
必 是 连续 的 。 我 们 可 以 利用 定理 2.2 得 到 如 下 结果 . 

推论 26 设 (7,(*,，))，(7',《.,，》) 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ,了 是 五 到 J7' 的 保 距 算 子 如果 玫 (Y) 是 刀 的 完备 子 
空间 ,而 经 (V) 是 7' 的 闭 线性 子 空间 , 或 者 宽 [(P) 是 非 授 化 的 ， 
那 末 了 必 是 连续 的 。 

证 因为 多 (7y) 是 非 退 化 的 ,所 以 六 必 是 单 射 。 显 然 了 一 :是 
达到 如 的 保 距 算 子 .但 统 (V) 一 BP(V) 是 完备 子 空间 , 所 以 
一 是 连续 的 。 但 因为 多 (V1) 一 弦 (V) 是 闭 线 福子 空间 (因而 
它 可 以 视 为 Banach 空间 ), 由 逆 算 子 定理 可 知 了 是 连续 的 。 

当 统 (V) 是 非 退化 时 ， 显 然 。 我 们 只 要 证 明 这 时 必 有 
缠 (V) = 宠 (7) 即 可 ， 事 实 上 , 因为 Y! 连续 ， 所 以 了 ~: 可 连续 
地 延 拓 成 统 (F) 到 多 (V) (因为 多 (VV) 是 完备 子 空 河 ) 的 保 工 
算 子 人!. 但 是 力 (Y-) = 这 (VV) 是 非 退 化 的 ,所 以 作 -: 是 单 射 
又 因为 鹏 (7 = (TV)== 弦 (V7 所 以 7 一 区: 从 而 
RV) = DU) = DOF) V7). 证 毕 .、- 

”下面 举 一 个 例子 说 明定 义 在 多 空间 的 保险 算 子 ,如 果 
值 域 用 (7) 不 闭 (即使 是 非 退化 的 ), 就 有 可 能 是 不 连续 的 . 

俩 25 设 厅 一 i_ Di, it 一 PF, {ez#} 分 别 是 天 的 完备 就 范 
直 交 系 , x 一 of 十 导 ， V4 分 别 是 i5 在 基 {e#} 下 的 单 向 平移 ( 邑 
满 是 Vze} 一 c 寺 1, i 之 1)， 作 定义 在 整个 下 上 的 线性 算 子 亚 : 

了 : x_-F>V_x., XE€l; 
z+ > 了 +Hx+ 十 用 x+ )z。 T+ El 
其 中 了 是 全 空间 !+ 上 定义 的 无 界线 性 泛 函 , 显然 ，V 是 定义 在 全 


空间 的 保 距 算 子 ， 由 于 上 是 无 界 的 ， 所 以 了 不 是 连续 的 . 注意 ， 
统 (7) 一 (加 spanf eT 站 BtVyxi 十 1x)z|x+€ 1+} 还 是 一 个 非 
退化 的 线性 子 空间 . 1 

类 似 于 本 章 $1 有 关 对 称 算 子 的 定理 1.6， 保 虑 算 子 也 有 如 下 
定理 。 

定理 2.7 设 V 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(*,*)) 上 保 距 算 
Ts 

Qi) 如 果 4, Re op(V), 并 且 AE 到 1, 那 末 

BAV) LOaAV). {2.16) 

(1) 如 果 1 op(V), |4| 关 1, 那 未 6(V) 是 零 性 闭 子 空间 . 

《ii) 特别 是 当 也 一 有 ge 时 ， 那 末了 在 闭 单 位 圆 外 【〈 或 开 单 位 
园 内 ) 的 特征 值 的 个 数 不 超 过 天 ， 若 用 (i 二 1, 2 表示 
闭 单位 图 外 (或 开 单位 网 内 ) 的 特征 值 , 则 有 

dim(@ (VDP AVIB .BDVT)) 一 


{ 
DY) dim@ (7) < K. (2.17) 
i=1 


证 (i) 和 对 称 算 子 情况 相仿 ,只 要 证 明 @B(V)1BAV),， 对 
任何 *, ye 多 (7)， 
(x,7) = (Vx, VY) 一 ((P 一 21)x (7 一 pr 十 MKz， 
(7 一 AID2 十 区 (PF 一 27)xrs7) 十 2F(ryy)。 《2.18) 
尤其 当 xe gif) ye Bm(V) 时 ,由 (2.18) 立即 可 得 
(x,7) 一 ECxz，》)。 (2.19) 
由 于 48 疡 1 所 以 《zy 一 0 从 而 和 (人 P) LBV). 
假设 对 自然 数 m”， 只 要 了 十 委 ms Bu(V)LBrr(V). 今 证 
i+?=m+l1 时 ,Bu(V) LO (Vv) 事实 上 ， 如 果 XE BilV), 
ye @nv(V), 那 末 等 式 (2.18) 中 右边 的 第 一 ， 二， 三 项 均 是 零 ,从 
而 (2.19) 成 立 . 再 利用 4E 也 1 就 得 8 人 (P 工 gre(PF) 对 7 一 
攻 十 1 成 立 。 由 此 可 得 四 (7) 上 gx)， 
《ii) 特别 当 |41 之 1 时 ,显然 4- 走 天 1, 从 而 (VV) 是 零 狂 
闭 子 空间 。 
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(让) 根据 本 章 引 理 1.5 和 本 定理 的 人,(),{@x(P7)1H1>EL 
1 6 op(7)} 必 是 一 族 线性 无 关子 空间 ， 而 且 是 彼此 直 交 的 零 性 子 
空间 。 由 此 可 知 , 在 闭 单位 圆 外 的 特征 值 个 数 不 赤 过 玉 ， 并 且 
(2.17) 成 立 . 

有 关 开 单位 图 内 的 结论 类 似 可 得 。 证 毕 ， 

2. 西 算 子 

定义 2.2 设 避 是 不 定 度 规 空间 (了 , (.，')) 到 不 定 度 规 空 
闻 (7',(，、*)) 的 保 距 算 子 .如 果 多 (0) 一 厅 , 腕 (7) 一 林 ', 那 
未 称 U 是 肛 到 7' 的 西 算 子 ,特别 是 当 末 一 不 时 ， 则 简称 也 为 刀 
上 西 算 子 . 

定理 2.8 设 (7,(*,*)), U7',(-,*)') 是 两 个 完备 的 不 定 度 
规 空间 .下 列 命 题 成 立 ， 

Qi) 7 到 17' 的 西 算 子 必 是 有 界 的 ,而 和 且 U7! 是 了 7 到 交 的 西 
算 子 ， 

(ii) 全 空间 和 上 定义 的 到 JT' 的 线 社 算 子 U 是 了 到 有 7' 的 西 
算 子 的 充 要 条 件 为 下 列 二 者 之 一 ， 

(a) 如 是 单 射 ,并 有 B07 二 ,UT 一 Ut, 

(58) UU 13, UU = 7. 

(ii) 当 品 是 上 西 算 子 时 , 谱 有 下 询 性 质 : 


(a) c(Z) 关于 单位 圆周 对 称 ; 即 当 1< oD) 时 ,二 € alU)?, 


(8) 如 果 4，xE oo(U) 且 4x 1， 那 末 B(U) 6(D). 
(ce) 当 4€ gp(U), 14| ** 1 时 , 9:(D) 是 零 性 子 空间 . 
{DATTA > 1 XE op UO) (GD <1, 2ecos(0)}) 是 

一 族 线性 无 关子 空间 . 
(4) 当 用 一 Hx 时 , 亿 {4214€ op(U),12| 二 1} 最 多 只 有 2K 


1) 严格 地 说 ,这 里 应 是 UE 二 79:，U4U 二 1H，{g',1n 分 别 是 单位 算 于 、 下 标 
好 :用 省 掉 了 . 在 容易 混 弄 的 地 方 我们 才 将 下 标 附 ,上 . 

2) 对 于 和 Hk 上 西 第 于 ,进一步 还 有 05(U) 关于 单位 圆周 对 称 ( 见 本 章 Se 推论 
4.10)， 


» 82 * 


个 点 。 对 任何 及， 和 ME oelU), 正本 | > 1 或 41 < 1) 7 一 1 ， 
2，…， 必 有 


dim(o(D) 田 .eu(D) -六 dimgu(D) 二 天 (220) 


证 (i) 根据 定理 2.2,U 是 连续 的 。 又 因为 多 (V0) 一 了 ,所 
以 如 是 全 空间 上 定义 的 有 界线 狂 算 子 . 

又 根据 引 理 2.1, 从 多 {VV) 一 豆 的 非 退 化 性 可 知 ， 世 是 单 射 ， 
易 知 U"1! 是 保 距 的 ,从 而 0”! 是 17' 到 及 的 西 算 子 ， 

(ia .和 通常 Hilbert 空间 情况 一 样 地 加以 证 明 。 证 略 . 

证) 盟 然 ;只 要 证 有 明 (e) 即 可 ,(6) 一 (2) 均 可 自 定 理 2.7 推出 . 

证 明 (a): 由 于 

om a ol UY) oe a UN)D al IU*7) 
= aU*) = {TIE€ ol0))}, (2.21) 


但 o(U 一 全 | :ec(D)} 因此 (4) 成 立 .证 毕 。 


$3 ”Cayley 变换 ,对 称 算 子 的 自 共 箔 扩张 


1. Cayley 变换 设 4 是 不 定 度 规 空间 (如 ,(，)) 上 的 线 
性 算 子 。 如 果 5(Imt 关 0) 不 是 4 的 特征 值 , 那 未 (4 一 好 ) 便 是 
玫 (4) 到 弦 (4 一 51) 的 双 射 。 和 Hilbert 空间 情况 一 样 ; 称 定义 
在 统 (4 一 5) 上 的 线性 算 子 


V={4— 85)(4— tI)! (3.1) 
是 4 的 Cayley 变 换 。， 如 对 x& 名 (4), 记 3 一 (4 一 51)x， 那 末 
Vy= (4A4— eI) (y= (4— 81)x). (3.2) 


显然 ,了 是 多 (V) 一 弦 (4 一 81) 到 下 (4 一 1) 的 浦 射 
当 ye 4D(V) 时 ,根据 (3.1) 和 (3.2)， 
一 Dy 一 [4 一 5 (4— 5 ~ (4—t)(4— 
1) 二 本 查 《1.f) 式 。 另 外 ,本 等 式 中 最 后 两 个 等 式 是 报 握 Hilbert 空间 中 “两 个 而 
等 价 算 子 有 相同 谱 *“ 共 斩 算 子 的 谱 是 振 算 子 谱 的 共 信 "得 到 的 
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Dy = (5 (A ~ ey ~ (tC)x, 
所 以 了 一 了 是 单 射 ,并 且 安 ( 了 了 一 了 ) = 纪 (4). 解 方程 (3.2) ,得 到 


1 1 
xz 一 一 -= 一 站 ?4xz 一 一 (5Y El)y, (3.3 
2 )y, Ax rt E1)y, (3.3) 


A=(tV — EDV — DD. (3.4) 
反之 ,如 果 先 给 定 线 性 算 子 WV, 并 且 1 不 是 VV 的 特征 人 (好 V 一 1 
是 单 射 )。 对 和 任何 区 To 天 0)， 称 由 (3.4) 所 作 的 算 子 4 是 了 的 
Cayley 变换 。 显 然 , “不 是 4 的 特征 值 ,并且 (3.1》 和 《3.4) 是 互 
为 道 变换 .所 以 又 称 (3,4) (或 (3.1)) 是 (3.1) (或 (3.4)) 的 Cayley 
定理 3.1 没 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (1,《，,…)) 的 线性 
算 子 ,并 且 ttint 0) 不 是 4 的 特征 值 ， 那 末 4 为 对 称 算 子 的 充 
要 条 件 是 4 的 Caylcy 变换 
V=(4 ~— CA ~— 1) (3.1) 
是 满足 之 (F 一 了 ) 一 也 的 保 了 虑 算 子 。 进 一 步 ,所 也 不 是 4 的 特征 
值 的 充 要 条 件 是 了 是 单 射 . 
证 ”必要 性 ”因为 End)， 从 (3.1) 易 知 1 € op(V), 
并 且 统 (TV 一 六 = 名 (4)， 由 于 4 是 币 定 的 ,所 以 统 (V 一 门 一 
1. : 
对 性 何 YY&€ 多 (V)、 存 在 唯一 的 x 纺 (4)， 使 得 y= (4 一 
21)x。 利 用 (Ax, x*) 一 (x, 4x), 我 们 有 
(Vy, Py) = ((A — ET)x,(4 — E71)x) 
— ((A4— Cx,(A — £1)x) = (y,9). {3.5) 
注意 (Vy, Py), (7,y) 部 是 y, y( € DV) 的 双 线 性 省油 , 从 
而 由 (3,5) 立即 有 
(Vy, Vy) = (yy), YY € BV), 
即 P 是 保 工 的 . 
充分 狂 ”首先 证 明 由 假设 歼 (F 二 站 = 必 可 得 到 1E0,(7)， 
事实 上 ,如 果 有 非 零 *, 合 得 (7 一 1)x 一 0, 那 末 对 任何 yt B(V)， 
利用 保 距 性 ， 
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(Cx,)) = (Vr, VY) = (xr, Vy), yE WIV), 
即 对 任何 y6 BV), (x, (V 一 了 77) 一 0. 但 统 (V 一 站 = 
所 以 x 一 0. 这 与 假设 * 是 非 零 向 量 相 矛盾 . 

利用 1Eop(V), 宠信 一 站 一 史 , 由 (3.4) 所 作 的 4 就 是 稀 定 
线性 算 子 。 对 于 任何 xE 名 (4), 必 存 在 YE 纪 (V), 使 得 时 
7)7 一 *， 从 而 

(4xzyz) 一 ((7 — ED)y,(V 一 了)7) 
(Vo Dy — 560)7) = (x,Ax), 
即 4 是 对 称 算 子 。 

进一步 , 当 也 不 是 4 的 特征 值 时 , 4 一 £1 和 从 {3.1) 
可 知 耻 是 单 射 。 

反之 ,如 果 下 是 单 射 。 从 《3.4) 可 知 

(4—ED)=(t ~ VT 一 了 
也 是 单 射 , 即 也 不 是 4 的 特征 值 。 证 毕 ， 

:定理 .3.2 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (有 , (,，…)) 上 钱 性 算 
子 ,tb(1wt <0) 都 不 是 4 的 特征 值 。 那 来 4 为 有 上 自 共 示 算 子 
的 充 要 条 件 是 , 4 的 Cayley 变换 了 是 满足 DB( 玉 ) 一 弦 (Y) 一 三， 
V+ 一 了 3 并且 不 以 上 为 特征 值 的 保 工 算 子 ， I 

证 必要 性 因为 t,Eeop(4), 4+ 一 4, 所 以 太 (4 一 Ei) 一 
好 一 级 (4 一 好 )， 再 根据 了 的 定义 (3.17 式 ， 

这 (TV) 一 多 (4 一 了 i) 一 (A 一 t) -= BI(V) ， 
从 而 了 + 存在 ; 而 了 的 保 距 性 以 及 1Eop(V) 等 都 是 定理 3.1 的 推 
论 。 

现在 证 明 V1 一 Y 1， 俯 (3.4) 得 到 . 

4 一 好 十 起 一 二 ICP 一 了 5 (3.6) 
由 于 多 (VV 一 站 站 = 弦 (Y 一 了) 一 名 (4), 所 以 (V 一 1)-! 的 
共 统 算 子 存在 .根据 引 理 1.4 的 (v)，, (ii)，(7 一 TY mm EV 一 
站 1 一 一 (7 一 1)"!， 利用 这 一 事实 ,从 (3.6) 就 得 到 
4 一 5 十 全 区 CT 一 门 - (3.7) 
因为 41 一 4, 允 照 (3.6),(3.7) 就 有 
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1 二 (7 一 下 一 一 (+ 一下- 《3.8) 
由 于 1Eap(V), 所 以 1Eay(V 习 ,因此 CV 一 2- 一 [CG 一 VV17'， 
TI+(Vo ol + Vi V1)! 
= TV) TEVI VT VD) !, (3.9) 
从 而 (一 7)- 一 一 (+ 一 了 7)”, 这样 就 得 到 V7 一 V1 
充分 性 ”首先 证 明 殉 (7 一 了 一 厅 ， 如 果 不 对 , 那 末 由 引 理 
1.4 的 (ix) 可 知 必 存在 非 零 向 量 x, 使 得 (V1! 一 1)x 一 (V1 一 1)x 一 
0, 即 1 是 汪 的 特征 值 ， 从 训 也 是 V 的 特征 值 。 这 与 假设 冲突 ， 
根据 定理 3.1,『 的 Gayley 变换 4 二 (tV 一 E51) (TV 一 1 是 
”对 称 的 ,而 4 和 的 关系 又 可 表示 成 (3.6)， 从 而 (3.7) 成 立 ， 下 
面 只 要 在 等 式 (3.9) 中 利用 假设 V7! 一 V1， 就 知道 (3.8) 成 立 。 
再 将 等 式 (3.8) 代 人 (3.7), 就 得 到 4 一 41. 证 毕 。 
注意 ”对 于 称 定 保 距 算 于 ,由 吏 ( 了 7 一 站 一 厅 可 以 推出 
ltos(V). 事实 上 ,由 碗 (一 站 = 可 以 得 到 .IV(V? 一 7) 一 {0)， 
又 中 (Vs VY) = (x 7) (ry € BAV)), Mmh ViVY yy € 
名 (TP)) .如 果 有 加 € BDB(V), 使 得 Vy 二 yo, 从 而 Vy 一 VIVy 寺 Yo。 
由 此 可 知 y% 一 0, 即 1E0y(Y). 但 是 一 般 不 能 由 1Eoe(7) 推出 
各 (7 一 站 一 丰 . 如 果 进 一 步 息 设 V+ 一 了, 则 可 由 1Eoo(V) 扒 
出 世 (7 二 Tj 二 17. 事实 上 ,如 果 绕 ( 玉 二 蕊 X17, 则 存在 #0， 
使 得 (CV 一 Dx, #2) 一 0 (x€ 9B(V)), 即 (V+ 一 了 )z 一 0, 从 而 
(V 一 Dx 一 0。 这 与 假设 1Eoo(Y) 矛盾 六 
推论 3.3 设 4 是 完备 的 不 定 魔 规 空 间 (了 ,(，,，)) 的 线性 
算 子 ， 并且，5(In& 到 0) 都 不 是 4 的 特征 值 ， 那 么 ，4 使 得 
宛 (4 一 tI) 或 统 (4 一 51) 中 有 一 个 为 闭 线性 子 空间 的 自 共 罗 
算 子 的 充 要 条 件 是 。 它 的 Cayley 变换 7 一 (4 一 81) (4 一 5 
是 西 算 子 , 并 且 1 不 是 台 的 特征 值 ,或 者 碗 ( 了 7 二 万 一 了 
证 必要 性 ”因为 5, EEoy(4A), 所 以 
RATH) = RA 0). 
如 果 鹃 (4 一 51) 是 闲 的 , 那 末 亲 上 保 距 算 子 V 就 满足 七 (7 一 
站 二 统 (V). 根据 定理 2.2,? 是 违 续 的 , 因而 有 可 唯一 地 延 拓 成 
* 4865.» 


多 (VV) 一 如 上 的 保 丰 算 子 六 ,因为 多 ( 字 ) = 17 是 非 退 化 的 , 所 
以 保 虑 算 子 辽 必 是 单 射 。 又 因为 弦 ( 了 ) 一 厅 一 弦 (V), 所 以 只 
有 了 一 了 ,从 而 多 (VV) 全 、 这 就 是 说 ,V 是 西 算 子 ,而 1Eas(V) 
或 者 喀 (P 一 站) 一 了 ,这 是 从 对 称 算 子 的 Cayley 变换 一 般 理 论 
直接 推出 的 ， 

同 祥 , 如 果 弦 (4 一 571) 是 闲 的 ， 那 末了 就 是 满足 多 (TV) 一 
刀 一 鹃 (7) 的 保 距 算 子 。 这 样 ，F-: 便 是 满足 多 (VD 下 ) 二 二 
有 静 (Y9 的 保 距 算 子 ,根据 上 面 已 证 明 的 结论 ,-: 是 西 算 子 ,从 而 
7 也 是 酉 算 子 . 

充分 性 ”在 定理 3.1 的 充分 性 证 明 中 ， 我 们 已 经 证 明 ; 保 降 
算 子 了 ,只 要 满足 顺 (7 一 了 = 二 了 ， 必 然 有 1Eop(V)， 而 对 于 1€ 
cr(7) 的 酉 算 子 了 ， 显 然 它 满足 定理 3.2 中 的 条 件 : 多 (TV) 
鹃 (7) 一 了 .t+ 一 7 因此 4 是 自 共 斩 算 子 , 并 且 统 (4 一 +1) 一 
BV 一 了 一统 (V) 一 绝 (4 一 51). 证 毕 . 

推论 3.4 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(.,，*)) 上 有 界 
线性 算 子 ( 急 (4) = 1), 5 Cp(4), 15 产 0. 那 未 4 为 自 共 扳 算 
子 的 充 要 条 件 是 。， 4 的 Cayley 变 换 V 一 (4 一 5 (4 一 51)7! 是 
西 算 子 ,并 且 1 € p(P)， 

推论 3.4 是 显然 的 . 

推论 3.5 设 4 是 7k 空间 上 筒 定 线性 算 子 ,5(Lutss0) 都 
不 是 4 的 特征 值 , 那 末 4 为 自 共 示 算 子 的 充 要 条 件 是 ,4 的 .Cayley 
变换 了 一 (4 一 81)(4 一 51)-! 是 西 算 于 ,并 刀 1 不 是 的 特征 
值 ,或 者 绝 (V 一 门 一 7x， 

证 按 推论 3.3， 显 然 我 们 只 要 证 明 弦 (4 一 81) 或 统 (4 一 
561) 中 有 一 个 是 闭 的 就 可 以 了 、 

其 实 我 们 可 以 更 一 般 地 证 明 下 列 命题 . 

引 理 3.6 设 4 是 Ix 空间 上 闭 的 对 称 算 子 ， 如 果 复 数 z 的 
1 由 不 是 零 , 那 末 鹏 (4 一 571) 是 闲 的 . 

证 由 于 儿 (4) 一 Er 所 应 氏 (4) 一 N 四 让, 其 中 六 是 214) 
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中 某 个 天 维 负 子 空间 , Po 是 正 子 空间 。 显然 Jx 一 NBF。 是 正则 
分 解 ,因为 《4 一 51D)N 是 有 限 维 空 间 , 所 以 只 要 证 明 (4 一 上)P 
是 闭 线性 子 空间 就 可 以 了 . 
不 妨 设 是 纯 虚 数 . 记 P; 是 Tx 在 BP 上 投影 , 4, 一 PAP,， 
对 任何 x € Po， 
[C4 — Ex = ~—P) (A — cD + Pr (A—51)xl 
之 (A 一 £1)x = (Ax, 4.x) 一 crx, Ax)—L {Ax, 
zx) + | 如 | = 本 。 
注意 到 (4izr, *) 一 (x, 4A,x), 是 纯 虚 数 , 则 由 上 式 可 得 
C4 一 zl > ellizl, ze (3.10) 
利用 4 是 闭 算 子 的 假设 ， 从 (3,10) 易 知 (4 一 51)P 是 闭 线性 子 
空间 。 证 毕 . 
关于 Cayley 变换 中 的 条 件 ,我 们 下 面 用 实例 加 以 说 明 。 
先 举例 说 明 在 完备 的 (其 至 是 可 析 的 ) 不 定 度 规 空间 中 ,存在 
对 称 算 子 , 它 的 特征 信 是 整个 复 平面 。 


例 3.1 令 4 是 [0, 1] 上 的 微分 算 于 -人 ， BB (A)= {8) 


|f(7) 全 连续 ， 人 CD [0, 1]}， 显 然 , 对 任何 复数 1， 函数 ex 


是 4 相应 于 % 的 特征 向 量 , 所 以 o,(41) 是 整个 复 平面 。 下 于 4 
是 稠 定 闭 算 子 ,所 以 好 也 是 [3[0,1] 上 稠 定 算 子 ， 

取 本 一 H-@BH;, Hz 一 [0,1]。 对 于 任何 fe [0,1], 当 
把 f 视 为 万 * 中 出 量 时 ， 将 表示 为 六 .在 I3[0,1] 中 任 取 一 个 完 
备 就 范 直 交 系 {j}， 显 然 ,{ 车 } 分 别 构成 (日 :， 土 (,*)) 中 完备 


就 范 直 交 系 。 令 z 一 yi 月， 叶 一 - 方 (所 片 } ,sa 一 1， 


2,.…*。 显然 ， 
Z = span{sn} €E Z, 2Z* = span {2*} ce， (3.11) 
N=2Z2+2*, ZN2* = 10), (3.12) 
作 如 上 线性 算 于 
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A: { 太 ,六 Jrrt(dhD- CAD'} fe DAN ~ 
{~—8 ,8'} + {— (Atg) , (Arg)'} (gE BAF)), 
即 4 实 际 上 是 Z -> Z。2Z* 一 2* 的 线性 算 子 ,并 且 
BA Bzt Bzt, Bi — 1{{f ,Te GA)), 
Dz = 1{{—8, gt}ls et GAP)}. | 
因为 多 (4 一 [0, 1] 一 (从), 所 以 留 :， B+ 分 别 在 2Z， 
Z* 中 稠密 。 由 (3.12) 可 知 ,4 是 了 上 称 定 算 子 ， 
对 任何 复数 ,用 有 表示 4 相应 于 ; 的 特征 向 量 , 显然 
A{fr ,T= {A CAD} = Af fH}, 
即 & 也 是 4 的 特征 值 。 从 而 op(4) = C. 

最 后 证 明 4C 4+。 为 此 我 们 只 要 证 明 对 任何 zxe 2(4)， 
(Ax，x) 是 实数 就 可 以 了 . 事实 上 ,对 任何 fk 人 2(4,)，g 
多 (4#), 注意 Z,Z* 是 两 个 零 狂 子 空间 ,我们 有 

(Al{f ,ft}+ {8 , 8)), {ff} t+ {2 , 8+}) 

—(A{f ,1}, {—2 ,21}) + (A{—8 ,81}, {f ,f+}) 

=2[4:, 8] + 2L Ag8, 11°. 

这 就 是 说 , 对 任何 * 一 { 人 六 ,六 十 { 一 后， gt+}€ 多 (4), (Ax, *) 
是 实数 .因此 ,4 是 厅 上 对 称 算 子 。 

例 3.1 表明 ,在 完备 的 不 定 度 规 空间 中 , 不 是 每 个 对 称 算 子 都 
必 能 用 (3.1) 式 作出 它 的 Cayley 变换 。 其 实 , 例 3.1 中 的 算 子 4 还 
是 自 共 示 的 ， 事 实 上 ,我 们 只 要 证 明 名 (41)cC 络 (4) 即 可 。 

设 z 一 {x_,x+}E 多 (41), 记 A1x 为 7 二 {7-,Y}。 这 样 ， 
对 任何 je 多 (4)， ge 多 (4), 由 等 式 

《4 六 ,六 十 (一 后 和 (zx 一 (并 } 十 [一 全 

gtr}, [7 和 4) 
立即 得 到 
—[Adf — Atg, x_] + [Af+ Atg, x+] = —[f— gy-]+ 
[f+ g, y;], 


1) [3*] 是 工 [051] 上 的 内 积 ， 


I 。 


即 [4j，f+ A 十 [8 了 -十 
7》+]， 册 于 f,8 可 独立 选取 ,所 以 它 等 价 于 
[4zg x_ + rl = [gs y+ yl], EE WBA); (3.13) 
LA, x+ CO— x= [i, yO— ,te BAN). (3.14) 
由 (3.13),(3.14) 分 别 可 得 
x_ + rE BAF), AP*(x -十 xz+) 一 7 十》 (3.15) 
x+ — XE BAF), Aflx4+ CO— xr) = yy (3.16) 
因为 41 是 钢 定 泌 算 子 , 所 以 由 《3.15) 可 得 
xz +t rE Bd), A(xr_ 二 +ri)—y_ +y.,. (3.17) 


由 于 {x x+ 一 去 霹 十 xt， x 十 #4} 十 二 { 一 (zs 一 *_)，x4 一 


xz-} ,显然 
{x- 二 wis 中 x+ €2, {—(x+ — +-), + —x-_}€ ZZ 

并 根据 (3.16),(3.17), 就 有 x- ,x+}€ 2z 十 人 Bz 一 2(4)， 
见 4 是 如 上 自 共 辊 算 子 。 

Hx 空间 和 Hilbert 空间 一 样 ， 自 共 罗 算 子 的 Cayley 变换 的 充 
要 条 件 是 不 以 1 为 特征 值 的 丁 算 子 ( 见 推论 3.5), 下 面 举例 说 明 ， 
在 完备 的 不 定 度 规 空 间 中 , 确实 有 自 共 轿 算 子 ， 它 的 Cayley 变换 
并 不 是 西 算 子 ,即便 是 有 界 自 共 力 算 子 ,也 不 是 对 一 切 的 :， 
5Eop(4), Tmt 产 0， 所 作出 的 Cayley 变换 是 西 算 子 。 

例 3.2 设 人 一 iB, iz 一 了 {ce#|i 一 2,3,，--*} 分 判 
是 1s 的 完备 就 范 直 交 系 . 令 


ar 一 i + e+), 2* 二 Et, i, 3 ,(3.18) 


Z = span {#1}), Z* — span{2+)}, Z + Z* = 1. (3.19) 
显然 , {#1}, {x} 是 对 偶 族 ， 并 且 {2Z ,2Z*} 在 基 {2;}, {zs*} 之 下 
成 为 其. D. 对 (参见 第 一 章 定义 4.2)。 作 线性 算 子 

V: zy 上 一 > 了 和 


sf > T (3.20) 


CG — 2,3,.-), 


es P90 ee 


上- 


显然 ， 
“(VasVe) 一 (31 8i) 一 0， CVat, V2) = (7, 27) 一 0， 
{Vas Vet) 一 Bi — (2 sr), {3.21) 
现在 适当 规定 了 的 定义 域 多 (VT), 使 得 V1 一 了 一 :固定 )， 从 
(3.20) 得 到 


(3.22) 


二 1 7， 1 0 1 3 
ef A 7 a | 2 
1 


用 [, ,.] 者 示 正 则 分 解 厅 -1 四 六 所 导出 的 内 积 , 那 未 


T= Ba, Hi span{e?, cf}si = 2,3,.、*, (3.23) 


Ew2 


其 中 鲜 表示 按 [* ，*] 的 直 交 和 . 记 V; 一 Vl， 显然 Pi 是 (1， 
[*,*]) 上 自 共 部 算 于 ,并 且 在 基 cf ,ec? 之 下 的 表示 是 .，。 


1 ， 1 1 . 1 
fi 二 一 了 一 一 z 十 一 了 一 一 
让 i 
2 2 2 2 
Vi= 5 有一， V7'= 
1 1 1 1 
pe i 士 本 RS 1 二 地 
2 2 2 2 
{3.24) 


i223, .+, 
Pr 是 站 在 1 上 投影 ,了 二 Pi 一 P_-。 显然 Hi(i 之 2) 约 化 J. 记 
J = ly. 显然 


TY 一 了 (3.25) 
如 果 取 六 的 定义 域 
gm) -| 号 直 cm, 驴 Vinl < 中 < 


那 末 V 是 (了, [',*1) 上 的 自 共 斩 算 子 ， 即 了 一 了 ”。 由 (3.25)。 
又 有 


* he 


JV* = VL, (3.26) 

从 (3.21) 易 知 ,了 在 span {Hili 之 2} 上 的 限制 VV 是 接 (:、*) 的 
保 虐 算 子 , 从 如 (7V) 的 选取 方式 可 知 ,V 是 7 的 最 小 闭 扩张 ， 因 
而 也 是 按 (* ,*) 的 保 距 算 子 ,并 且 锣 (Y7) = 厅 , 从 (3,26) 得 到 
Pt V!, RV) = BOT) = HH. (3.27) 


注意 “由 于 o(P) 一 【j oly) 一 oT7) 一 105i 二 |i>2)， 


所 以 1epl(V)， 根据 定理 3.2, 对 任何 Ist 冯 0，4 一 
(EV 一 ET)(V 一 1)-!， 是 人 六 上 有 界 自 共 示 算 子 。 但 是 对 于 上 述 z， 
A 的 Cayley 变换 就 是 VV， 显然 ,由 于 是 无 界 算 子 ,从 而 它 不 可 能 
是 西 算 子 . 

3. 对 称 算 子 和 保 距 算 子 的 扩张 ”和 普通 Hilbert 空间 情况 相 
类 似 ， 在 这 一 小 节 中 要 讨论 对 称 算 子 的 自 共 斩 扩 张 和 保 距 算 子 的 
闭 扩 张 和 本 扩张. 

引 理 3.7 设 4, 4' 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (并,(.,.)) 上 两 
个 对 称 算 子 , t(1at 关 0) 不 是 4 和 4’ 的 特征 值 .相应 的 Cayley 变 
换 为 VV 二 (4 一 (A 一 tI V = (4 tI) (4 — 8) 
那 未 

《iD 4 是 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 是 闭 算 子 ， 

(i) 4C4' 的 充 要 条 和 件 是 六 CF'. 

本 引 理 的 证 明和 普通 Hilbert 空间 情况 相同 。 证 略 ， 

Hilbert 空间 中 保 距 算 子 必 有 闭 的 扩张 ， 然 而 从 本 章 42 的 讨 
论 可 知 , 完 备 的 不 定 度 规 空间 上 保 距 算 子 的 扩张 问题 是 复杂 的 , 它 
的 难度 并 不 比 对 称 算 子 的 扩张 小 。 例如， 完备 不 定 度 规 空间 中 任 
何 对 称 算 子 必 有 闭 扩张 .这 就 很 自然 地 问 : 满足 条 件 服 (V 一 门 = 
开 ( 它 的 Cayley 变换 已 是 对 称 算 子 ) 是 否 有 闭 的 扩张 呢 ? 下 面 举 
例 说 明 , 这 种 保 虐 算 子 也 未 必 有 闭 的 扩张 。 

例 3.3 设 人 f= 1_@l,， 0 {c#} 分 别 是 Gia, 土 (:,.)) 


中 完 各 就 范 直 交 系 。 令 <。 ~ | 了 [1 (es 全 
2 
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0)，a 一 1， 2。…， 显然, 了 一 2 十 Ze 其 中 了 一 他 lz 一 


Danen, Dl,f<00), Z* | f= co 
在 Z,Z* 上 引信 内 积 
《gs ，2 ) 一 >， daC2 2 一 了， Gngn， %' 一 > aszn， 
(3.28) 
{a2*, 2*) =— 信访 万 2* 一 2) bos 2 DD, ban, 


作 了 如 上 线性 算 子 
V: zt >V-_z+ fls)z1, xcEZ， 
(3.29) 
2* > Vs*, z* EZ*, 
其 中 VV_-, V4 分 别 是 (Z,《*，，》), (2*,《*，')) 在 基 {zo}, {22} 
之 下 的 单 向 平移 算 子 ,而 了 是 (Z ,《- , '》) 上 的 无 界线 狂 泛 函 . 先 
证 了 是 {《 呈 ,(`，")) 上 保 耻 算 子 (注意 Z, Z* 都 是 零 性 子 空间 


《w|i 之 2), 对 任何 z 一 Zenszs， zy 一 六 0， 
(Vz 2*), Vs 2*)) = (Vz, Vr*) -+ (Vz*, Vs) 
= anbn + >, Badn — (2, 2*) + (2*, 2) 


=(z+z*, 22*), (3.30) 
因此 是 保 距 的 . 
再 证 统 (F 一 站 一 /7. 因 为 ra 都 是 单 向 平移 、 所 以 统 (V ,一 
7) 分 别 在 (Z,(.，.)),，(Z*。(,，,)) 中 筒 窗 . 但 由 《-,*》 的 取 法 
《 见 (3.28))， 易 知 也 就 是 灾 (7s 一 1) 按 ( 厅 ,(，,-)) 上 拓 扩 分 
别 在 Z,Z* 中 竹 密 ,由 于 是 无 界 的 ,所 以 .V( 放 在 (Z,《:,*)) 
中 称 密 ,也 就 是 在 2 中 按 (有 ,(.，.)) 拓扑 稠密 . 令 Z, 一 (1)， 
显然 (V_ 一 1)Z, 在 Z 中 称 密 ， 从 而 , (7 一 (Zi 十 2Z*) 在 Z+ 


9 9093 ， 


Z* 中 釉 密 ， 妈 
(VD FZ*) 一 好. (3.31) 
显然 ,VV 是 无 界 的 算 子 ,而 且 多 (了 ) 一 Z 十 2* 呈 卫 ,因而 
不 可 能 再 有 闭 扩 张 。 因 为 如 果 有 闭 扩 张 多 , 由 于 gB( 孔 ) 一 如 ,从 
而 多 是 有 界线 性 算 子 , 这 与 了 己 多 ,而 了 是 无 界 的 相 矛 盾 。 
下 面 再 举 一 例 说 明 , 一 个 不 以 1 为 特征 值 的 保 距 算 子 ,可 能 它 
的 任何 闭 扩 张 都 具有 特征 值 1， 


例 3.4 设 厅 一 1.@91,, 如 例 3.3, 令 /Ye + cot),H'=— 


span {e+ ,i 之 2} ,f 是 Hilbert 空间 (FH', (+,，)) 上 无 界线 性 泛 
前 , 取 多 (V)={r 十 Kx)z1lx tH'), 再 取 xo€ H', 使 得 fxo) 关 池 , 
记 昌 ”一 HOspan {xo}, 作 线 福 算 子 
V: rt fixo)s > xo, {3.32) 
yy 二 fy)st~>Uy, 7r€EH", 
其 中 上 U 是 Hilbert 空间 (8",(.,，)) 上 西 算 子 ,并 且 1Eos(D)。 
容易 直接 验证 ， 由 (3.32) 所 定义 的 线 姓 算 子 VV 是 多 (V) 到 
五 的 保 虐 算 子 ,并 且 1Eop(V), 根据 f 的 无 界 性 , 存在 B' 中 点 列 
{xs}, 有 jxo] ~> 0, F(x。) -> 1 (mn 一 > oo0), 如果 人 是 普 的 一 个 闭 扩 
张 , 那 末 由 (3.32), 必 有 
lm (x 十 xs)z) 一 #, lim V(xa + flxr)s) 一 0。(3.33) 


即 x€ 2( 依 ), 并 且 多 z 一 0。 由 此 可 知 , 幼 (f) 一 H' 名 span{z)， 
并 和 且 

Pro = (xo fro)z 一 天 zs) 一 有 (xz 十 f(x0)3) 一 如 
即 1e oo?). 

定理 3.8 ” 设 ?9 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 ( 厅 ,(.，)) 上 保 想 算 
子 ,EGBCD)CT。 

(i) 如 果 变 (7) 是 非 退 化 的 , 那 末 V 必 有 闭 扩 张 ,而且 V 的 
最 小 闵 扩 张 元 必 是 保 距 的 。 进 一 步 ,如 果 多 (TV) 还 是 闭 的 , 那 末 
均 必 是 连续 的 。 | 
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路 名 举 :这 


(ii)y 如 果 纪 (V) 是 完备 子 空间 , 那 末 六 必 是 多 (PV) 到 绝 (TV)》 
的 连续 保 距 算 子 .如 果 局 时 哎 (F ) 还 是 非 退 化 的 , 则 必然 六 二 也， 
并 且 玫 (P) 一 多 (FP) = 多 (V) 也 是 完备 于 空间 , 从 而 V 是 完 
备 的 不 定 度 规 空间 ( 纪 (7)},(",*)) 到 完备 的 不 定 度 规 空间 
( 霓 (V),(.,*)) 的 西 算 子 。 

证 (GD 设 马 = 如 弗 日 | 是 正则 分 解 . 显 然 , 只 要 证 明 G(7) 
中 不 含 10,y}(7 天 0) 形式 的 向 量 即 可 。 

事实 上 ， 如 果 有 {0, y}e GL 了 7), 则 必 有 xse 吃 (7) (一 1， 
2 …), 使 得 {rs,7xzrs}->{0,7J(z->co)。 由 于 对 任何 >e 2B(CP7)， 
(xs,Jx) 一 (xs,x), 取 极 限 就 得 到 

| (y, Vx) — (0, x) = 0, {3.34) 

即 y1 索 (VV). 但 ye 这 (TV), 而 吉 (V) 是 非 退 化 的 ,所 以 共有 ?一 
0， 由 此 可 知 ，GCV) 必 是 某 个 线性 算 子 严 的 图 象 ,并 且 赤 是 7 的 
最 小 闭 扩张 。 显 然 ,是 保 工 的 、 

尤其 当 2(TV) 还 是 闭 的 时 ,这 时 显然 必 有 VV 一 六 ,再 根据 闭 
图 象 定理 ,V 是 连续 的 ， 

(i) 当 纪 (V) 是 完备 子 空 间 时 ,由 定理 2.2,V 是 连续 的 。 因 
而 了 可 以 连续 地 延 拓 成 多 (7) 到 宏 (7) 上 的 线性 保 距 算 子 交 
(显然 , 了 是 了 的 最 小 闭 扩 张 )。 如 果 馈 (F) 又 是 非 退化 的 【这 时 
名 (TV) 必 也 是 非 退 化 的 ), 那 未 六, 玫 都 是 单 射 。 下 根据 VC， 
绝 (V 一统 ( 六 ,立即 可 以 推出 2B(V) 一 BB(7),V 一 5 

现在 来 证 明 纪 (V) 必 是 完备 子 空间 .事实 上 ， 因 为 弦 (y) 
是 完备 的 ,所 以 有 正则 分 解 弓 (V) 一 NG@BP, 其 中 入,P 分 别 是 负 、 
正 完 备 子 空间 . 令 了 -一 了 TY， D+ 二 V~!P， 由 于 N, PP 分 别 按 
一 (,*),(*,') 成 为 Hilbert 空间 ， 易 知 BB(V) = D.BD; 是 
爵 (7) 的 正则 分 解 。 又 因为 上 面 已 证 明 BD(7) = 多 (TV)， 即 
幼 (F) 是 闭 的 ,从 而 多 (7) 是 完备 子 空间 ,证 毕 ， 

注意 在 定理 3.8 的 (ii) 中 , 并 不 能 由 弦 (V) 为 完备 子 空间 
推出 ,多 (V) 是 闭 的 《即使 已 知 (BlV),(.,-)) 是 完备 的 不 定 度 
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规 空间 ), 
例 3.5 设 有 一 1-@4i 如 例 3.4，z 一 /3 十 二 )， 下 一 


1Ospan {cf}, f 是 日 上 无 界线 性 的 活 函 ， 取 静 (7) 一 {x 十 
fz)szlxe 卫 }。， 显 然 , 杀 () 是 如 的 正 子 空 间 ,， 但 不 是 闭 的 . 
多 (了 ) 按 {(-,") 成 为 Hilbert 空间 . 作 定义 在 多 (V) 上 的 线性 算 子 
V:rt fx) >x,x EHR’, 

显然 ,7 是 多 (V) 到 所 的 线性 保 虐 算 子 ,而 且 统 (V) 一 于 ,是 
完备 子 空间 . 

和 Hilbert 空间 情况 一 样 ,为 了 讨论 不 定 度 规 空 间 上 保 虐 算 子 
的 西 扩张 ,我 们 引入 亏 维 数 拔 念 . 

定义 3.1 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了 (.,:)) 的 闭 线性 
子 空间 . 工 一 NLBZLGBPi 是 工 的 标准 分 解 . 如 果 存 在 空间 的 标准 
分 解 全 一 NB{Z 十 Z* 候 P。 使 得 

NONL, POPr, Z 一 Zr。 (3.35) 

即 标准 分 解 二 NLBZLODP 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 [二 N 甸 
{2Z 十 Z*}@BP, 则 称 数 对 (dim(NONL),dim(POPL)) 为 工 的 亏 维 
数 , 并 分 别称 dim(NONL), dim(POPL) 是 负 亏 维 数 、 正 亏 维 数 ， 

对 于 不 存在 标准 分 解 的 ,或 昌 存 在 标准 分 解 但 不 能 扩张 成 全 
空间 的 标准 分 解 的 工 ; 我 们 不 引入 亏 维 数 概念 . 

引 理 3.9 设 工 是 完备 的 不 定 产 规 空间 ( 采 ,(:,*)) 的 闭 线 
性 。 下 列 命题 成 立 . 

(i) 如 果 工 有 一 个 标准 分 解 工 一 Ni 级 ZL@BPi 能 扩张 成 空 
闻 的 标准 分 解 , 那 末 工 的 任何 一 个 标准 分 解 工 一 Ni 旨 2.BP; 也 
必 能 扩张 成 空间 的 标准 分 解 。 

(ii 满足 (i) 中 条 件 的 闭 线性 子 空 间 工 的 半数 不 依赖 于 工 的 
标准 分 解 的 选取 

证 (i) 实际 上 是 第 一 章 定 旭 4.13 的 直接 推论 ， 

(ii) 设 工 一 Ni@BZi@BPL, 上 一 N; 四 2 四 及 是 工 的 两 个 标 
谁 分解 ,而 标准 分 解 了 一 N@B{Zr 二 Z*}BP, 二 N' 斩 {ZZ2*) 
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旬 P' 基 它 们 相应 的 扩张 ,下面 证 明 dim(N'GN = dim(NGMN:)， 
令 {Z 十 Z 村 一 No 由 P 是 正则 分 解 .显然 ,如 取 太 .一 NBN,， 
H+ 一 P@BP,, 那 么 用 一 H_BH4, 并 且 是 正则 分 解 . 记 L=NON， 
易 知 LL 工 , LNL 一 {0}， 由 于 L, 是 完备 于 空间 ,LC 于 ,所 以 
对 于 工 中 任何 闭 线性 子 空间 工 , ( 工 , 包含 在 完备 子 空间 Li 中) , 根 
所 第 一 章 推论 3.14, Lo 折 L, 必 是 闭 线 柱 子 空间 、 由 于 i. 狼 ZL 是 
工 中 闭 线性 子 空间 ， 所 以 L,BNL @Zi 是 并 上 ( 半 负 ) 闭 线 性 子 
空间 . 
现在 证 明 L' 一 L,BN; 田 Zi 必 是 极 大 半 负 的 。 事实 上 ,如 果 
不 对 ， 那 末 在 正则 分 解 == 右 .-BH; 之 下 , 已 _ 的 闭 线性 子 空间 
P_Z'( 因 为 工 ' 是 半 负 的 ,并 且 是 闭 的 ) 就 不 是 妃 _, 即 存在 me 日- 
SP_L'(xo 0), 从 而 如 上 无. 因为 P_L'DP.2L, PLL'DEo, 所 以 
ro€ H_OP_L'CH._O(P_ZLBL0) = Ni, (3.36) 
因此 x。€ 上。 这样 就 存在 如 & Ni ,所 < 玉民 < Zz, 使 得 
加 二 (3.37) 
在 正则 分 解 了 7 一 H_ 四 Hi 之 下 ,有 下 列表 示 : 和 % 一 {x60}), ni 十 
于 一 {xry 1)}, 如 二 {Pp-, p+}，(3.37) 等 价 于 


p= ro ty Pr Yi, (3,38) 
因为 刀 是 正 向 量 ,ni 十 zi 是 半 负 向 量 , 所 以 
六 lp el, lx > lly (3.39) 


六 为 oiLxi, 从 (3.38),(3.39) 得 到 
le- = ll + x > fmf? + ylP 
之 xol? 十 zs 上 P 关上 x 十 及- 了。 
显然 ,只 有 x 一 0。 这 与 假设 x 关 0 相 矛 盾 , 因此 工 ' 是 极 大 半 负 
的 ， 

令 {Zz 十 ZY 一 NM 四 Pi 是 正则 分 解 , 取 天 一 N' 中 Ni 局 .一 
PBPo, 那 未 是 二 HL 田 H4 也 是 正则 分 解 . 既然 三" 是 被 大 半 负 的 ， 
因而 PL’ 一 H', 但 是 忆 Z4L 一 Ni, P'Ni 一 Ni ,所 以 只 有 PL 一 
NGN .因此 

dim (NONL) < dimL, = dim (NONL), (3.40) 
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对 调 NL，Ni 的 地 位 ， 立 即 由 上 式 得 到 dim(NGN) = 
dim(NONZ)., 
同样 可 证 dimlPOPi) 一 dim(POPL). 证 毕 。 | 
”定理 3.10 设 V 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ( 厅 ,(.,*)) 上 连续 的 
保 距 算 子 , 并 且 是 单 射 。 又 设 氏 (『)， 鹏 (7) 都 是 具有 专 维 数 
的 闭 线性 子 空间 。 那 末 下 可 以 扩张 成 人 上 西 算 子 的 充 要 条 件 是 
有 柬 (PF)， 腕 (7) 的 亏 维 数 相 等 ， 
证 设 吏 (VV) 一 NBZG@P 是 标准 分 解 ,而 标准 分 解 1 一 Ni 
田 {Z 十 Z*}BP, 是 它 的 扩张 . 记 D_ 二 FT，D+ 一 中 ,Do 一 
V-!Z. 由 了- 的 保 距 性 易 知 功 (7) 一 刀 - 由 Do 由 D+ 由 于 NN， 
P,Z 是 闭 的 ,V 是 连续 的 ,所 以 D-,D.;,D, 都 是 闲 的 ， 因 为 (N ,一 
(.，')), (P, (.，')) 是 两 个 Hilbert 空间 , 易 知 (D-, 一 (+:, :'))， 
(D+,(-.，-)) 也 都 成 为 Hilbert 空间 。 对 于 标准 分 解 多 CV) 一 D- 
BDDD: 的 扩张 也 一 NB{D, 十 D#}BP, 令 
Li~ (NON)@BZ*®B(POP), (3.41) 
也; 一 (NGD_) 四 Dr 四 (PIGD+)， 
假设 多 (VV), 虽 (7T) 的 亏 维 数 是 相等 的 , 即 
dim (NION) = dim(NGD_),dm (POP) = dim (PGD，)。 
我 们 对 了 在 L3 上 补充 定义 VV 如下: 
_V'; ND, 一 N,N 的 西 算 子 ， 
(3.42) 
OD., 一 中 GP 的 西 算 子 。 
在 D# 上 补充 的 定义 较 复 杂 . 不 妨 设 12, 2Z*}, {D6。o,D$} 是 H. 
D. 对 9， 并 且 假 定 所 选 的 对 偶 族 {s1}C2, {xz}C2Z*; {di1CDo， 
Ld}CD (CE 4) 在 某 个 正则 分 解 开 一 已- 四 已; 之 下 满足 
hal lel, lla, atl < re 4 (3.43) 


对 侦 族 tzaj, {z?} 在 Z,2* 上 产生 的 内 积 都 用 《" ,表示 ,而 对 


1》 从 这 里 开始 的 一 段 内 容 参 见 第 一 章 4 的 第 4 小 节 有 关 瑞 , D. 对 的 讨论 。 
u OB * 


偶 族 {41}, {da} 在 Do, D# 上 产生 的 内 积 都 用 (六 表示 . 将 
Do 一 工 的 算 子 了 了 视 为 Hilbert 空间 (Do 《>) 到 Hilbert 空 
闻 (ZX《*,*)) 的 算 子 时 特别 记 为 S( 即 8 一双 |z)。 由 于 了 是 连 
续 的 ,以 及 (3.43), 易 知 5 是 连续 的 ， 再 根据 逆 算 了 定理 。 S 也 是 
连续 的 ， 今 在 D# 上 补充 定义 如 下 : 
了 pe 一 3S , {3.44) 
这 里 SS ”是 在 视 (DY Ds 《2 于 ,《 :21) 分别 为 (Do,《*,*》2)， 
(Zo,《*,*)1) 的 共 力 空间 前 提 下 ， 算 子 3 〈《Zo 《+ ,1) 一 (D，,， 
《… ,9) 的 共 轿 算 子 ， 即 对 任何 z€ Zo, ad* EE D3$， : 
(Slr, d*) = Cg, S !*d*),. (3.45) 
显然 、 要 验证 补充 定义 后 的 V' 是 西 算 子 , 内 要 验证 V' 是 
Do 十 DY 到 2Z 十 2” 的 保 耻 算 子 ,并 且 是 双 射 就 可 以 了 ，。 
由 于 SS 是 (Zoo 到 (Do,《*,，》;) 的 连续 双 射 。 因 而 
5S 是 (DF 《3) 到 《2383,《* ,的 连续 双 射 从 而 VY' 是 
DoD8 到 ZZ* 的 双 射 . 而 对 任何 4 € Do, a*€ D3, 利用 (V'a， 
Va) 一 0 一 (V'd*,V'd*), 就 得 到 
(Vd + ad*), V'(dta*))=(V'a, V'd*)+{(V'a*, V'¢) 
= (Sd, § !*d*), 十 《St 人 * Sd), 
= d, d*)1 + dad*, dy 
= (dd) + (dr, d) = (dd*, d+ d*), 
即 所 作 的 V' 又 基 保 距 的 ,从 而 WV" 是 西 算 子 。 充 分 性 证 得 ， 
反之 ,假设 V 在 并 上 有 一 个 西 扩张 U, 由 于 
I = NBOPDIZ + Z*}DB(NON)B(POP), (3.46) 
= DDBDDB{D, D#}DB(NIOD. BPOD,), 
并 且 Ulp_ep, 一 VV 已 是 D- 儿 Di; 到 NOBP 的 双 射 ,UU 是 西 算 子 ， 
所 以 U 也 是 | 
{D; 十 D#}D(NOD-_)B(POD,) 人 {Z 十 Z*}D(NON) 
DPOP) 
的 双 射 。 令 
1 一 U{(N,OD-_ BBOD,)} UC(N,OD-_)}BU(POD,), 
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(3.47) 
Pe ~ U{D, + Dt} = {2Z + UD#}, 
Z* 一 UD#， 由 于 {Do 十 D$} 是 完备 子 空间 ,所 以 了 =={D,-+D#} 
DB {Dot Di = UD + DBT{D + DH, 从 而 Y= 
U{D. 二 Dr 也 是 完备 子 空间 。 取 总 的 标准 分 解 

I = UN:DU{D, + D1BUP, 

= (U(NOD-)BN)DIZ+2Z*}D(PDBUI(POD,)),{3.48) 
从 它 立 即 可 知 绝 (V) 的 亏 维 数 是 (dim U (Ni:SD.), dim U (PS 
D;))， 由 于 上 是 西 算 子 , 所 以 宠 (7 ) 的 亏 维 数 就 是 久 (V) 的 亏 
维 数 (dim (N, 昌 D_)，dim {POD,)), 证 毕 ， 

注 ” 如 果 我 们 考察 的 是 zx 空间 , 那 末 问题 要 简单 些 。 第 一 ， 
1k 上 任何 著 线 竹子 空间 的 标准 分 解 总 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 
解 ， 从 而 性 何 Ix 上 竺 何 闭 线性 子 空间 都 有 按 定义 3.1 意义 下 的 
亏 维 数 。 第 二 ，、 如 果 保 距 算 子 是 单 射 ， 由 于 dim D. 一 dim VD- 专 
K,dim Do 一 dim VD 所 KK 一 dimD_. 所 以 多 (P)，, 统 (V) 的 亏 
维 数 中 负 亏 维 数 总 是 相等 的 , 即 dim (NSD-) 一 KK 一 dim Dp 一 
dim Do — dim (NON), 

推论 3.11 设 了 是 Hx 上 连续 的 保 距 算 子 ， 并且 是 单 射 。 又 
设 多 (7V), 统 (TV) 痢 是 闭 线 姓 子 空间 , 那 末 有 具有 本 扩张 的 充 要 
条 件 是 多 (TV), 统 (TV) 的 正 亏 维 数 祖 等 . 

推论 3.12 如 果 4 是 x 上 闭 的 对 称 算 子 , +,5《1,t 六 0) 部 
不 是 4 的 特征 值 ,并 且 4 的 Cayley 变换 VV=(4 一 5 (4 一 51)-! 
是 连续 的 ， 那 末 4 具有 自 共 斩 扩 张 的 充 要 条 件 是 宏 (4 一 好 )， 
宠 (4 一 51) 的 正 亏 维 数 相等 . 

对 于 完备 的 不 定 度 规 空间 (了,《*,' )) 的 闭 线 性 子 空间 三, 如 
果 它 的 一 个 标准 分 解 了 一 Nr 由 Zr 引产 能 扩张 成 全 空间 的 标准 分 
解 刀 一 N@B{ZL 二 Z#} 申 pp. 即 (3.35) 成 立 , 那 末 

L! = {NONL)®DZLO(POPL). (3.49) 
如 果 记 (: ，…) 在 工 !7Z5 (Zr 一 LL!)} 上 诱导 出 的 度 规 为 (.,:)”， 
那 末 从 《3.49) 易 知 , (ZL+/Zr,(*,*)") 是 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 
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定义 32 设 (02,(, ,ti 一 1,2)7 是 两 个 完备 的 不 定 
度 规 空间 ， 如 果 存 在 《De ,人 (- ，') 到 (2 (7)) 的 西 算 子 ， 
那 末 称 CQ, (0 和 (7,(，,*)2) 是 西 等 价 的 。 

从 定义 易 知 ，(Lt/Zi, (*,，*)") 和 ((NON)@(POPL), 
(。,，)) 本 等 价 。 由 定理 3.10 立即 可 以 得 到 下 列 推论 ,- 

推论 3.13 设 V 是 完备 的 不 定 度 规 空间 杂 ;(*,，)) 上 活 续 
的 保 距 算 子 ， 并 且 是 单 射 。 又 设 名 (VV), 吉 (V) 的 标准 分 解 都 可 
扩张 成 全 空间 的 标准 分 解 。 那 来 中 具有 酉 扩张 的 充 要 条 仕 是 
(BIVYHABIINBOT) NY), (7 与 (RTV) IN 
殉 (V)!),(' ,*)) 西 等 价 。 

4. 庶 的 Cayley 变换 

定理 3.14 设 4, 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7 人 ('，')) 上 
两 个 互 为 Cayley 变换 的 线性 算 子 , 即 5Eop( 4A), 1wt 0, 1€ 
gp(V), 

A= (Ve)(V I Va (4— LD) (4 51), 
那 末 (i) 工 为 4 的 有 限 维 不 变 子 空间 ? 的 充 要 条 件 是 , 工 是 VV 的 不 
变 子 空间 。 (得 ) 当 ke p(F) ,L1H r= (Em 1)!e 
pA) pe pA), pL ip E) (一 习 cp(P7)。 

本 定理 在 一 般 Banach 空间 都 成 立 . 


$4 投影 算 子 和 约 化 


在 Hilbert 空间 算 子 理论 中 ,《 直 交 ) 投影 和 约 化 子 空间 这 爽 
个 概念 密切 相关 ， 并 且 起 了 重要 作用 . 在 本 节 中 我 们 也 要 在 完备 
不 定 麻 规 空间 中 引入 类 似 概 念 , 并 研究 它们 的 性 质 . 

1. 投影 算 子 

定义 4.1 设 P 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (了 7:,(…:…)) 上 线性 算 
子 ,多 (P) 一 全 ， 如 果 P 了 满足 


1》 工 是 算 子 了 的 “水 变 于 空 闻 ? 这 里 是 指 “上 性 鳃 (T)， 并 且 7LCL?， 与 后 面 定义 
4-3 不 同 、 
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(1) 一 P( 蜂 等 ). 

(i) P+ 一 中 ( 自 共 罗 )。 
那么 , 称 P 是 (1 ,(*',*)) 上 投影 算 子 ， 而 称 PE 是 PP 的 投影 子 空 
间 。 

下 面 先 给 出 投影 算 子 的 基本 和 性质， 

定理 41 设 P 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17,(',*)) 上 投影 算 
子 。 下列 命题 成 立 . 

(i) 了 是 有 界 的 . 

(ii) 7 一 P 了 是 投影 算 子 . 

(ii) PH 是 完备 子 空间 ,并 且 1 一 PH@(T 一 PH, 

{iv) NF(P)} = (TC— PN, PI = {rlPr = x}, 

(v) 当 工 是 元 上 完备 于 空间 (特别 当 工 是 Hx 上 非 退 化 的 闭 
线性 子 空间 ) 时 , 必 存 在 投影 算 子 P, 使 得 PI 一 工 . 

(vi) 如 果 P 志 0, 了 1, 那 末 olF) 一 op(P) 一 {0,1}, 

(vi) 是 果 土 线 狂 算 子 ,如 果 号 (PT) 一 好 , 那 未 局 为 投影 
算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 x € 1, (Pir， *) 一 {Pix, Pr), 

(vii) P 是 六 上 投影 算 子 ,并且 PH 含有 厅 的 极 大 半 人 负 或 极 
大 负 子 空间 , 那 末 (I 一 P)7 必 是 正 完备 子 空间 , 并 且 x& P17 的 
充 要 条 件 是 (x, Px) 一 (x, x)。 

证 (i) 从 P 一 P? 知道 ,P 是 闭 算 子 ,又 因为 多 (P) = 一 也 ,所 
以 了 是 有 界 的 ， 

(让 以 及 (ni 《vi)(《 要 利用 (二 )) 的 证 明和 Hilbert 空 
间 情 况 一 样 。 证 格 ， 

(过 ) 由 于 PUT 一 了 ) = 0, 所 以 有 分 解 亲 一 PI@(T 一 PI. 
根据 第 一 章 $3 定理 3.13 ,PH 是 完备 子 空间 . 

(vy) 电 于 工 是 完备 子 空间 ,所 以 亲 = 二 LL 合 L+. 类 似 于 Hilbert 
空间 ,对 任何 x* EE 上 ,有 唯一 分 解 : x 一 xr 二 xils xpE 工 。xLLE 工 上 
作 
: Px-> xr, x EH, (4.1) 

易 知 多 (P) 一 也, P 一 P,P 基线 姓 的 ,并 且 易 知 
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(Pr, y) = (x, Py), x, YE UH, (4.2) 
因而 Br 一 了, 即 P 是 投影 算 子 、 显然 PI 一 工 。 
(v 年 ) 因为 PH 中 已 含有 亲 的 极 大 半 负 或 极 大 人 负 子 空间 ， 所 
以 (PH)* = (1 一 P) 开 是 半 正 子 空间 . 又 因为 (7 一 P)N 是 完备 
子 空 间 , 所 以 (1 一 P)H 内 能 是 正 的 完备 子 空间 . 
当 x& PH 时 ,显然 (x, Pr) 一 (Px, Px) ~ (+,*) 成 立 。 
反之 ,NM (Pr, Pr) = (x, Px) = (x,*) = (Pr, Px) + ((1— 
P)x, (1 一 P)x) 立即 得 到 (一 Pr (1 一 Px) 一 0, 又 从 (I 一 
P) 的 正 福 得 到 (1 一 P)x 一 0, 即 x€ PN. 证 毕 . 
定义 4.2 设 了 P,P 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (好 ,人 ("，')) 上 两 
个 投影 算 子 ， 如 果 Pi1 二 PJ ， 那 末 称 P 不 小 于 P( 或 已 不 大 于 
Pi), 记 作 户 守 P, 或 P, 孝 记 . 
注意 与 Hilbert 空间 铺 况 不 一 样 ,这 里 的 Pl 之 P, 丝毫 不 意 
味 着 对 任何 xe 刀 ,成立 
(CP — P)x, a (4.3) 
例如 1 之 90. 但 如 果 * 是 卫 的 负 向 量 , 显 然 上 上 式 不 成 立 。 
定理 42 设 {P.,} 是 完备 的 不 定 度 损 空间 UT,(:,*)) 上 一 
列 投 影 算 子 ,下 列 命题 成 立 、 
《iD PH LPAIT 的 充 要 条 件 是 PP, 一 0. 
(ii) P, 十 Pi 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 PP; 一 0， 如 果 PP 十 忆 ， 
是 投影 算 子 , 那 末 (P, 十 PIT 一 PJTOBPI. 
(说) PP 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 PP, 一 PP,. 如 果 PP 是 
投影 算 子 , 那 末 PPs!7 一 (PAT) NN (P17)， 
(iy) P 之 P; 的 充 要 条 件 是 PP, 二 P,, 或 者 是 PP, = 疡 。 
(Y) P 一 PP 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 P 之 P,。 如 果 P. 一 PP 是 
投影 算 子 , 那 末 (P, 一 PT = PHAN(PITD)t = PIN(I — PR. 


(Yi) 如 果 Pi 各 已 写 … 护 P, 与 .… ,并 且 丰 在 极限 
(BR)imP,. 一 下 ， (4.4) 


那 末 P 是 投影 算 子 ,并 且 PI 一 【J (p17). 


二 是 和。 


(vi) 如 果 六 之 只 芝 … .之 巴 芝 ,并 且 存 在 极限 
《 强 ) Im P,=P, (4.5) 
那 末 PP 是 投影 算 子 ,并 且 PIT = 门 (CP.D)， 


定理 4.2 可 以 和 Hilbert 空间 情况 一 样 地 证 明 。 
”应 该 注意 ,一 般 说 来 ,对 于 (7,('，)) 上 两 个 投影 算 子 P,P， 
并 不 一 定 存在 《,《.,*)) 上 投影 算 子 P， 使 得 PI = (PN 
《PT). 同样 ,对 于 (77,(*,*)) 上 一 列 投影 算 子 {P,}, 并 不 一 定 存 在 


(7,(*,")) 上 投影 算 子 P， 使 得 PI 一 | (P11)。 这 是 因为 


(PJDN (BJT)，\ (Pe. 站 ) 可 能 不 是 (17,(-，-)) 的 完备 于 认 间 。 

例 4.1 设 并 二 1B,is =, {ct} 分 别 是 (14, 土 (: , :)) 
的 完备 就 范 直 交 系 ， 令 :一 i 十 of)。ae 一 (一 ai 十 
cr)， 取 

Li SPanfz ，x* 十 c+}, Li 一 span{z, xs 十 et}. 

显然 Li, 工 : 是 两 个 非 退 化 的 二 维 子 空间 、 因 而 L, L; 是 了 的 两 
个 完备 子 空间 ， 从 而 存在 投影 算 子 Pp, P,, 使 得 PH Li, 已 好 一 
Li 可 是 (PAD)N (PH) = LL 一 span {z}， 是 一 个 企 化 的 子 
空间 ,因此 不 可 能 有 投影 算 子 P, 使 得 PI = span {z}。 

例 4.2 设 好 = H_DBH,, Hz: er L’[0, 1], 作 (7, (ts, .)) 
上 一 列 线性 子 空间 
Lo = {Hs sf € LT0, 1， 而 当 :e [1 一 ,11 时 , fC2) 
去 0jDm 一 1,2,-…. 显然 , LiCZL:C -CELC. ,并 且 每 个 工 。 
是 完备 子 空 间 . 从 而 存在 一 列 投影 算 子 {P, ,书生 已 扎 …… 近 Pae 近 …， 


1) 这 里 和 表示 [0)1]. 上 Lebeigue 测度 ?>X27 如 0 表示 其 于 六 儿 乎 处 外 等于零。 
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使 得 P17 一 7 一 1, 2, ,然而 
UU ,= UO) € L700, 1] 


不 是 如上 完备 子 空 间 ， 

2. 约 化 

定义 43 设 T 是 完备 的 不 定 度 规 襟 间 (如 ,('，)) 上 线性 算 
子 ,多 (T})CIH， 工 是 吾 的 线性 子 空间 ,如 果 T(LNB(T))CL， 
则 称 世 是 了 工 的 不 变 子 空间 . 如 果 工 是 完备 子 空间 , 娘 (T) 一 (LN 
多 (7T))@B(IL+tN PB(T)), 并且 当 LL, 工 ! 都 是 了 的 不 变 子 空间 时 ， 
称 工 是 了 的 约 化 子 空间 。 

在 工 是 了 的 约 化 子 空 间 时 ， 令 思 一 了 :5，7: 一 了 lz。 和 
Hilbert 空间 一 祥 , 常 记 

了 一 TOOT,. (4.6) 

如 果 五 一 HO 作 HP(i 一 1,2) 是 两 个 正则 分 解 , 那 末 如 -= (2 四 
HO)@B(H9 人 DH?), 并 且 是 正则 分 解 .[,*] 是 一 (HBH®) 外 
《HH 和 级} 所 产生 的 内 积 ， 显 然 算 子 的 按 不 定 罕 规 意义 下 的 直 
交 直 接 和 (4.6) 与 Tu， 27: 了 作为 Hilbert 空间 (1 ,[*',*]) 的 直 交 
和 是 一 致 的 。 

定理 43 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (17,(* ,')) 上 线性 算 
子 , 工 是 (7,('，')) 的 完备 子 空间 ，P 是 相应 于 工 的 投影 算 子 
( 即 PR 一 上). 那 末 : 

( 工 为 工 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 


TP 一 PTP., (4.7) 
《ii) 工 为 了 的 约 化 子 空间 的 充 要 条 件 是 在 gp(T) 上 成 立 
7P 一 PT， 《4.8) 


本 定理 和 Hilbert 空间 情况 一 样 地 证 明 、 

定理 44 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(- ,*)) 上 线性 算 
子 , 工 是 (7,('，…)) 的 完备 子 空 间 ， 并 且 约 化 T。 令 六 一 了 |r， 
Z2 一 了 |z+。 那 末 

Qi) 工 在 有 上 笑 定 的 充 要 条 件 是 Tu，7; 分 别 在 〈 工 ,(,，))， 
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(L+,(.，)) 上 稠 定 , 并 有 
T+ 一 1 由 7 (4.9) 
(i) XE p(T) 的 充 要 条 件 是 XE p(T;)A p(T,), 并 睛 
(47 — 7T)!= {IC— TI BU 一 TI (4.10) 
(i) cz = oT) Uo(T,). 
本 定理 也 和 Hilbert 情况 一 样 地 证 明 .。 
定理 4.5 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(*,*)) 上 自 共 克 
算 子 。 > 是 开 上 半 平 面 上 (Jordan 闭 曲线 构成 的 ) 围 道 ,7 € p(4)， 
7 内 部 所 包 食 的 4 的 谱 记 为 m、 那 末 


二 QT 一 4214， 疾 el (a1 — A)-'d4, (4.11) 


(7 = {Lre 7}) 
具有 下 列 性 质 : 
(i) 《村 和 一 下， (Pr)'’ ~ BP, (4.12) 
Ph=P, Pr'= Py, (4.13) 
其 中 7Y’ 是 另 一 个 希 道 ;> < p(A), 内 部 仅 含有 4 的 谱 o;。 同时 还 
有 


(PY = Pt, (PF = Py, (4.14) 
+Pr = 0 = Prpt, (4.15) 
(pl — A) Pr =— Pt(pl — AY, (pl — 4)-'Pr 一 
Prlal— A)’ {xe plA)), {4.16) 
MP = PtA, APr =PA, (4.17) 


(i) 令 Pr 二 卫 十 Pr, 那 末 P; 是 (7,(*,*)) 上 投影 算 子 ,并 
且 PD 约 化 4。 

(ii) Pr 一 P,(7' 辣 (4.13)). 

(iy) a Alpyn) 一 arUar(ay = {X12 € oo,)), 


1) 筷 然 此 式 中 三 个 算 于 了 应 分 婴 是 CH Cs) CG))s CL C1:)) 上 
单位 算 子 .在 容易 混淆 时 ， 我 们 才 用 下 标 形式 Ip， 于 ?Lx 加 以 区 分 ,今后 都 
类 似 这 样 处 环 。 

2) 这 两 个 式 子 在 绍 (47》 上 成 立 ， 


se 106« 


TT 


(¥) olAlu-snn) = ol4) 一 (orUar)， 

证 (i) 是 用 通常 的 Riesz 方法 得 到 的 . 

由 (4.12),(4.14),(4.15) 可 知 ,P, 是 投影 算 子 。 由 (4.16) 可 
知 ,， Py 本 约 化 (gl 一 4) (pe p(4))， 从 而 Pvfi 约 化 4， 见 (ii 
成 立 . 

中 (4.13) 直接 可 得 (过)。 下面 证 明 (iv),(tv)。 

当 4 是 有 界 算 子 时 ,由 Riesz 的 谱 理论 知道 

oA|ptn) = or, oA |p7a) = 3,, (4.18) 
ofAluepa) — oA)— or, olAlu-ria) = A) — or. (4.19) 

当 4 是 无 界 算 子 时 ,在 假设 中 已 殉 涵 p(4) 关中 可 人 尾 取 At 
Pl4), 作 变数 变换 (力道 7 也 作 相 应 变换 ) 

i (po— 1) ，7 上 > Ye (4.20) 
代替 无 界 算 子 4 而 考察 有 界 算 子 (4 一 4 利用 (4.18) (4.19)， 
先 对 (pI 一 4) 7! 已 成 立 ( 当 然 应 该 用 7。 代 圭 (4.18)、(4.19) 中 >)， 
从 而 得 到 对 4 也 成 立 ， 由 此 易 知 (iv),(v) 成 立 。 证 毕 。 

定 环 4.6 设 4 是 完备 的 不 定 度 规 空间 《好 ,(*,"))》 上 锯 共 太 
算 子 .7 是 开 上 半 平 面 上 (Jordan 闭 曲线 构成 的 ) 围 道 , ye p(4)， 
?内 部 所 包含 的 4 的 谱 记 为 oj. 那 末 ,PyH 必 是 且 的 闭 的 
零 狂 子 空间 ,并 且 {P#7, PrD} 是 侦 对 . 

-证 对 任何 r, ?6 下 也 , 由 (4.12),(4.15) 得 到 
(x, 7) 一 (P#zryPy7) = (x, PrPry) 一 0， (4.21) 
即 PY 是 霉 性 子 空间 ， 显然, FH 一 .MG 一 也 ), 所 以 Pi 是 
闭 的 ， . 

同样 ,Py 也 是 闭 的 零 性 子 空间 . 

因为 卜 十 妊 是 (人 )) 上 投影 算 子 ， 根 据 定理 4.1 的 
《iD ，(P* 十 玫 ) 末 是 完备 子 空 间 ， 所 以 {Pf 了 7 , Pr 人 7} 是 偶 对 。 证 
毕 ， 1 

推论 47 在 定理 46 的 假设 下 ， 如 果 he oN op(4), 那 末 
PAI CPHT. 


=。 107。 


特别 , 当 n = Hr 时 ， arcCopf A), 并 且 


Ptrilx = span{ BA( A)|1€ o,}, (4.22) 

证 和 白 于 1 二 Pr 十 (1 一 PN, Pi(T 一 PP) 一 0, 所 以 

中 一 村 有 下 人 一 时) 本， (4.23) 

由 (4.17), 4Pr 一 PtA4, A4(T Pi) = (I—P)4 在 多 (4) 上 


成 立 , 从 而 

D(A) = (BAINPHIT) HB AIMN GT — PH)NT),(4.24) 
并 且 对 尾 何 自然 数 p， 以 及 *e 2(49)， 如 果 z 一 xzr 十 xryxr6 
P#17 ,xr & (1 一 PH, 那 末 对 任何 复数 ,还 有 


(4 — pl)tr,€ BAI NPHT, 
(A pry E DDNUPNT, 1 Ske—1. (4.25) 


当 zkEorncr(a4d) 时 ， 由 (4.19) 和 积 (4.25) ( 取 (4.25) 中 的 
一 1) 可 知 , 对 任何 非 零 x; E (1 一 PITN 2B(4), (4 一 1)x; 产 
0。 从 而 相应 于 2 的 根子 空间 Bi,(4) 中 任何 向 量 * 必 满 足 (1 一 
PH)x = 0, 即 x€ Pi 有 7 因此, By(4)CP#T, 从 而 BA)CP#H. 

特别 , 当 囊 一 JJx 时 ， 从 P 扫 是 零 性 空间 立即 可 以 推 知 
dimP#1 委 天 。 而 有 限 维 空间 中 算 子 的 弯 全 是 特征 值 ， 所 以 o, 只 
能 是 由 特征 值 所 构成 的 。 又 因为 8(4)C 玫 了 对 于 16 o, 成立 ， 
所 以 (4.22) 成 立 。 证 毕 。 

推论 48 设 4 是 7x 空间 上 自 共 乞 算 子 。 那 末 所 有 ,4 的 非 
实 谱 必 是 特征 值 , 并 且 存 在 有 限 个 完备 子 空间 17?, 90,…, 172 
(1 过), 使 得 

(D) B= OBIB:.. BDH, 

(iD 09,4(i 一 1, 2,。，…, 上 都 约 化 A， 

《iti) 4 在 如 5 上 只 有 两 个 非 实 的 谱 点 改天。 而 它们 都 是 特 
征 信 ,而 4 在 Fe 上 只 有 实 谱 . 

证 显然 ,主要 是 在 于 证 明 4 的 非 实 谱 必 是 特征 值 . 

今 假 设 5e ol(A4), 1nt < 0, 并 且 zeor(4)。 我 们 将 分 两 种 情 
况 来 讨论 。 
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如 果 ze ol4)?, 那 末 5e or(4)， 但 是 , 算 子 的 剩余 谱 er(41) 
是 开 集 , 因而 存在 & 的 邻 域 0(5)， 其 中 每 个 点 都 是 4 的 特征 信 ， 
显然 ， 这 与 1x 上 自 共 圈 算 子 在 实 轴 外 的 特征 值 只 有 有 限 个 性 质 
相 欠 看 , 

如 果 5 € gs(4)”, 因 为 $eop(4), 所 以 顽 (4 一 5 门 一统 (4 一 
5)《 见 $3 引 理 3.6)。 又 因为 4 一 bi 是 多 (4) 到 宠 (4 一 好 ) 
的 双 射 ,并 且 是 闲 算 子 , 从 而 (4 一 51) 1 是 统 (4 一 581) 一 统 ( 4 一 
51) 到 多 (4) 的 闭 算 子 ， 由 闭 图 象 定理 ，(4 一 51)"! 是 定义 在 
静 (4 一 51) 上 的 有 界 算 子 。 这样 ,如 果 鹏 (4 一 5) 关 好 , 那 末 
必 有 5Eo(4), 这 与 5&€ os(4) 相 冲突 。 如果 统 (4 一 好 ) 一 kr， 
那 末 就 有 “6 et4) ,这 又 与 5e o(4) 相 羡 突 ， 

这 样 , 所 有 4 的 非 实 谱 必 是 特征 值 . 

记 上 开 半 平面 特征 值 全 体 为 入 ,，…' ,4 对 每 个 入 , 取 一 个 仅 
包含 2 而 不 再 含 4 的 其 它 谱 的 围 道 六 ， 相 应 于 定理 4.5, 作 1 一 
Pr = (Ph + Pir i 12 0 了 = (BO 
1 六， 易 知 这 样 取出 的 到 ,mY,…… ,14 就 满足 (iD :Ki),( 和 证 )， 证 
毕 。 

显然 ,类 似 于 定理 4.5:4.6 以 及 推论 4.7,4.8 的 结论 ,对 西 算 子 
也 成 立 . 下面 只 将 结论 写 出 ,不 再 证 明 . 

定理 4.9 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,(",…)) 上 的 保 距 
算 子 , 急 ( 了 7) 一统 (V) 一 肛 , 并 且 V' 一 V 又 设 > 是 闵 单 位 多 
外 (Jordan 闭 曲 线 构成 的 ) 国道 , *e P(F)，7Y 内 部 所 包含 的 站 的 
谱 记 为 o,/。 那 末 


:二 CU—V Yd, Pr 二 zr (41—V)-'d4, (4.26) 
2ni + 2 J rp-! 


了 -一 1 1€7}. 


1》32)》 0s(T)>Gr(Y》 分 别称 为 了 的 “近似 谢 ?"“ 剩 余 谱 *”， 在 Banach 空间 中 : 近似 
谱 点 的 定义 是 ; 存在 一 列 单位 向 最 《zz}。 使 得 | 了 一 %7Drxl->0Cz oo2)， 
gol 了 ) 是 近似 谱 点 全 体 * 而 规定 0,(T》 = oCT) 一 GT). 
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满嘴 定理 45 中 (一 (v) (一 (v) 中 的 4,，7 了 分 别 以 ,7 代 
蔡 ), 并 且 Pt 有 7, Pr 是 构成 偶 对 的 两 个 堆 性 子 空间 . 

特别 ,如 果 ne or 站 os(7)，, 那 末 BCV)CP#TT, 而 当 也 一 用 x 
时 ,ov 中 点 全 是 特征 值 ,并 且 

Pilir = span {BV) ITE or)。 

推论 4.10 设 U 是 /7x 空间 上 西 算 子 ， 那 末 不 在 单位 园 周 上 
的 谱 必 是 特征 值 ， 并 且 存 在 有 限 个 完备 子 空间 ,4 … ,1* 
(1 委 开 ), 使 得 

(i = MBI...BIY, 

(ii J (i 开 1,2、… ,7 了) 都 约 化 加， 


(ii) 上 U 在 PP 中 只 有 了 两 个 谱 点 %， 立 (12| 关 1)， 它 们 都 
是 西 的 特征 信 , 而 上 在 /7 上 的 谱 全 在 单位 贺 周 上 。 


TO 


第 三 章 ”Ex 空间 上 西 算 子 和 自 共 罚 算 子 


“本章 介绍 Tx 空间 上 画 算 子 和 自 共 入 算 子 的 谱 理 论 。 主 要 
是 建立 1x 空间 上 西 算 子 和 自 共 轿 算 子 的 三 角 模 型 , 再 利用 三 角 
模型 给 出 再 算 子 和 自 共 亏 算 子 的 谱系 , 开 方 演算 、 以 及 在 谱 论 上 其 
它 方面 的 一 些 应 用 。 


$1 天 维 半 负 不 变 子 空间 


本 节 主 要 任务 是 证 明 ，1x 空间 上 任何 一 个 西 算 子 或 自 共 斩 
算 子 必 有 一 个 K 维 半 人 负 不 变 子 空间 (是 7x 的 极 大 半 负 不 变 子 空 
间 ), 且 任何 一 族 可 交换 的 西 算 子 或 自 共 辊 算 于 必 有 公共 的 天 维 半 
负 不 变 子 空间 . 这 是 不 定 度 规 空间 算 子 谱 论 最 基本 结果 之 一 。 我 
们 的 谱 理 论 就 是 建立 在 这 个 基础 上 的 . 

显然 在 研究 单个 算 子 的 不 变 子 空间 的 存在 性 问题 中 ， 我 们 可 
不 妨 假 设 J7x 是 可 析 的 . 事实 上 ,对 任何 有 界线 性 算 子 了 他, 任 取 7x 
的 一 个 K 维 负 子 空间 日 -, 那 末 工 = span{T"H_|n 一 0,1,2,-…} 
就 是 对 了 不 变 移 、 可 析 的 x (天 一 天》 空间。 只 要 将 工 限 制 在 
二 上 研究 就 可 以 了 .所 以 本 节 中 总 是 假设 了 x 是 可 析 的 . 

以 后 为 了 叙述 的 方便 , 常 把 级 大 负 性 空间 维 数 有 限 的 ( 极 大 正 
住 空 间 维 数 可 以 无 限 。 也 可 以 有 限 的 ) 完备 不 定 度 坑 空间 统称 为 
“7x 型 "空间 ， 

1. 保 半 负 算 子 我 们 将 对 比 本 钳子 更 为 一般 的 竹子 -保单 

` 负 筹 子 , 证 明 它 有 天 维 半 负 不 变 子 空间 ， 

定义 1.1 设 节 是 x 空间 上 的 线性 算 子 。 如 果 对 任何 x € 
多 (T),，(x,*) 所 0， 都 有 

(Tx, Tx) 0, 2 {1.1) 


e 了 I1。 


那 来 称 了 是 保 半 负 的 算 子 . 

定义 1.2 设 了 是 /fx 上 移 定 线性 算 子 ， 如 果 对 任何 x*&€ 

多 (TT)， 痢 有 
(Tr, Tr) (rz)， {1.2) 
那 末 称 了 是 fx 上 压缩 算 子 ， 

关于 压缩 算 子 , 在 第 四 章 $3 中 将 专门 讨论 . 

引 理 11 如 果 了 ,VV,U 分 别 是 x 空间 上 压缩 算 子 、 保 距 
算 子 、 西 算 子 , 那 末 ,VU 都 是 保 半 人 负 的 ， 

这 个 引 理 是 显然 的 . 

注意 ”定义 在 全 空间 的 保 半 负 算 子 可 能 是 无 界 的 ， 

例 11 设 8x 一 HBH. 是 正则 分 解 ，{eriz 一 1， 2， 
天 }，{ef 一 1 2 分 别 是 (一 (全 ))， (8 (…)) 的 
”完备 就 范 直 交 系 。 令 < 二 ef 十 导 , 是 kx 上 某 个 无 界线 性 泛 
图 。 显 然 ， 

T: ri(x)s, x Ellx (1.3) 
就 是 无 界线 性 算 子 ,但 殉 (7) 二 Hx， 并 且 工 是 保 半 负 的 ， 

引 理 1.2 设 T 是 Hx 上 黎 定 的 线性 算 子 ， 如 果 对 每 个 re 

多 (T),(x,*) 魏 0， 都 有 

(Tx, Tx) < (x, +), (1.4) 
那 末 了 必 是 Hx 上 稠 定 的 连续 算 子 。， 从 而 可 以 唯一 地 延 拓 成 
定义 在 整个 [x 上 的 并 满足 (1.4) 条 件 的 有 界线 福 算 子 . 

证 从 (1.4) 易 知 对 任何 负 南 量 x€ 8B(T), Tx zz 0。 

令 Hx 一 H_-BH， 是 正则 分 解 。 由 于 多 (了 T) 一 Tx， 所 以 
可 不 设 H-CCB(T), 根 柱 上 面 已 经 指出 的 事实 , 立即 可 知 TH_ 
也 是 Ex 的 天 维 负 子 空 间 、 从 而 

Hxr = TH_D(TH.)., : (1.5) 
并 且 是 正则 分 解 。 记 由 (1.5) 产生 的 范 数 为 | |。 而 Hk=H_ 人 甸 
H. 产生 的 范 数 为 小 入 已 ,P 分 别 表 示 fx 在 TH-, (TH.)+ 
的 投影 ,而 Pz 分别 是 ITx 在 上 投影 。 显然 ,要 证 明 工 是 连续 
的 , 等 价 于 证 胡 PLTP-，PLTP;、PYTP4 都 是 连续 的 。 
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由 于 dimH. 一 天天 oo ， 所 以 巴 TP_ 是 违 续 的 。 
下 面 证 明 PLTP} 必 是 Hi 多 (T) 到 了 TH-_ 的 连续 算 子 , 否 
则 必 有 zs。E HN 多 (T), lz 一 1,2 一 1, 2 但 下 LTxzch 一 
oo(n 一 00)， 由 于 LTP- 是 昌 - 到 7TH- 的 拓扑 映射 ,并且 
TP_ ~ PLTP_， 因 而 存在 ys€ 8_,，#w 一 1, 2,… ,使 得 
7Ty 一 —PiTx,, HB Ny, > o0(n— 00). (1.6) 
由 (1.6) 可 知 ，y。 十 xs€ gB(T)， 并 且 对 充分 大 的 w 以 后 的 5， 
yr 十 x 是 负 向 量 ， 从 而 当 ”之 mo 时 ， | 
0 < (PITxa ,PITxa) = (T(rs tt 92), T(xe 十 yo)) 
< (rn yr x 二 yo) 0, | (1.7) 
但 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 FLTP| 是 连续 的 。 
再 证 PTP; 也 必 是 百 : 几 2(T) 到 (TH) 的 连续 算 子 . 
如 果 不 对 ， 则 存在 ze HN 2B (人), |xs 一 1, 2 一 1, 2 
而 . 
IP#T x 一 oo《〈2 一 oo)， (1.8》 
任 取 ?6E 刀 ,但 ji 由 一 2。 显 然 ?十 zc BDB(T) (sn 一 1 ,2,…)， 
并 且 都 是 负 疝 量 , 从 而 
《7 十 rs tx) (TO 十 xn)， TOy 十 xs)) 
= (Ty 十 PLTxn Ty 十 PLTeo) 
+ (P+Tx,, PtTx,), (1.9) 


由 于 信 TP} 是 连续 的 ， 从 而 存在 常数 M ,使 对 任何 x€ HNN 
DB(T), lp-TP+zxlh, Mz 因为 [xr 二 1(5 一 1,2,-…), 所 
以 固定 Y 后 ，{(Ty 十 PLTx。, Ty 十 PLTxs)} 是 有 界 数列 ， 而 
{7 十 xn 十) 一 〔?，?) 十 《xwzxa) 一 一 1， 由 此 可 见 ， 在 
(1.8) 成 立 的 前 担 下 ,(1.9) 不 能 成 立 。 从 而 P+TP。 是 连续 的 . 证 
毕 ， . 
推论 13 x 空间 上 称 定 于 缩 算 了 于 必 是 连续 算 子 ,从 而 必 可 
唯一 地 延 拓 成 全 空间 上 压缩 算 子 (自然 也 是 走 续 的 )， 

根据 引 理 1.2, 以 后 ，7x 上 称 定 的 线性 算 子 了 , 如 果 对 任何 
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r+€ DIT), (x, x) <0, 满足 (Tx, Tx) 志 (x, x+), 特别 是 了 是 
称 定 压缩 算 子 了 时， 我 们 总 假定 这 种 算 子 是 定义 在 整个 Jx 上 , 并 
且 是 有 界 的 。 
引 理 1.4 设 工 是 了 x 上 有 界线 性 算 子 。 如 果 对 任何 x € Pr， 
(+,*) 委 0, 都 有 
(Tx, Tx) & (rz)， (1.10) 
那 末 对 任何 非 零 的 半 负 向 最 +，Tx 也 不 是 零 向 县? 
证 如 果 有 xs0，(z, x)< 安 0， 使 得 Tx 一 0。 那 未 由 (1.10) 
易 知 , x 必 是 零 狂 向 量 ， 任 取 yE x,，(y, x) 天 0, a€C, 有 
(ax 十 yax 7) = 2Re(ar, y} + (y, »). (1.11) 
特别 是 取 a 一 +e ,6 一 十 arg(x, 了 ) 时 ,显然 ,着 7 > 《yy， 切 1 
(sz )1, 则 ar 十 》 是 负 疝 量 。 因 而 由 (1.10) 得 到 
(Ty, Ty) = (Tlaz + y), Tlaxr + 7) 
< (ary, ox y) 
一 一 2rl(z,y)| + (C9, )), {1.12) 
在 (1.12) 中 , 令 7 一 oD， 立 即 发 生 (Ty, Ty) 之 一 oo 的 矛盾 。 
从 而 Tx 一 0。 证 毕 ， 
2. 太 维 半 负 不 变 子 空间 设 Pr 一 H_BH， 是 正则 分 解 , 根 
据 第 一 章 引 理 3.2,。7Tk 上 任何 天 维 半 负 《 即 J1x 上 极 大 半 负 ) 子 
空间 上 必然 是 Lx， 其 中 xX 是 多 (X) 一 入 到 五; 的 于 缩 算 子 ， 
在 正则 分 解 2x 一 H_ 提 H. 之 下 , 任何 线性 算 子 T(B(T)=17x) 
可 以 表示 成 2X2 方 阵 ; 
7 一 (2 避 (1.13) 
其 中 4 一 P_TP_, BP_TP,, C= PTP_, DP,TP,.T 为 
.有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 ,， 4, B,C ,DD 同时 都 是 有 界 的 . 
因为 Lx 一 {{x, Xx}|x EH-}， 所 以 从 《1.13) 可 知 
TLx = {{(4 + BX)x, (C+ DX)x}|*€ H_}, (1.14) 


1) 本 引 理 对 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空间 《 放 ,《+ 、* )) 也 成 立 . 


。 it4 。 


因而 Lx 是 工 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 
(C+ DX)x = X(A + BX)r, x €H_. 《1.15》 
换言之 ，Lx 为 工 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 下 列 算 
子 方程 
C+ DX= X(4 + BX) (1.16) 
含有 满足 条 件 HXzx| 志 jx 的 解 XX， 

定理 1.5 设 T 是 ?jx 上 有 界线 性 算 子 。 如 果 对 任何 半 负 疝 
量 >， 

(Tx Tr) < (r,t), (1.17) 
那 末 存在 这 样 的 天 维 半 负 不 变 子 空 间 旬 ，712 双 的 所 有 特征 信 
2 满足 I14l 守 1， 

证 设 Jx 一 日 . 旬 H;， 是 正则 分 解 ，Hk 中 一 切 K 维 半 负 子 
空间 必 是 形 如 Lx， 其 中 居 是 (8-, 一 G,*)) 到 (H4,(*,*)) 的 
压 亡 算 于 ， 如 (XK) 一 日.。 现在 要 找 出 适合 方程 (1,16) 的 又。 

根据 引 理 1.4, 了 将 玉 维 半 负 子 空 间 变 成 且 维 半 负 子 空间 ; 由 
(1.14) 可 知 , 日- 到 日 的 线性 算 子 4 十 BX 是 可 逆 的 、 因 而 
Lx 为 的 不 变 子 空间 的 充 机 条 件 是 XX 适合 下 列 方程 

(Ct DX)(AT BX)' ww X. {1.18) 
换言之 ，T 具 有 KK 维 半 负 不 变 子 空间 等 价 于 映射 P: X 一 (C 十 
DX)(A 于 BX)-! 有 一 个 不 动 点 多 ,而 这 个 不 动 点 是 (H-, 一 (，， 
")) 到 ( 吾 ;,(*，,*)) 的 压缩 算 子 , 并 且 多 (T) 一 H-. 

下 面 将 用 Schauder 不 动 点 定理 证 明 F(X) 具有 ||Xl1 志 1 
( 急 ( 了 XK) 一 HH_) 的 不 动 点 ;在 (8H-, 一 (*,")),(H4,(*,*)) 中 分 
别 取 完 备 就 范 直 交 系 {e711 所 i 所 K}, {ef li 一 1,2,…}. 令 


xzr = RE, il1,2,...,K, (1.19) 
显然 ，|X1 所 1 的 充 要 条 件 是 对 任何 mk 
[3 < D1. (1.20) 


这 样 ， 瑟 -到 号 ; 的 压缩 算 子 X， 在 基 {c7}，{e+} 之 下 ， 既 可 
表示 成 co X 天 的 矩阵 ,又 可 视 为 Hilbert 空间 Y= PF@BPD-… 儿 PF 
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(K 个 上 上 的 直 交 和 和) 中 向 量 〈 夺 ,， x,，:…, 鞍 ), 令 .2 是 ?中江 
是 (1,20) 的 向 量 zi 二 (x+ ,…:, 寺 ) 的 侈 体 ， 显然 , 映 庙 
Lxt—>xt 一 【xz yx 到) (1.21) 
是 Ix 上 所 有 极 大 半 负 子 空间 全 体 到 7 的 子 集 .2 上 的 双 射 。 
注视 ,如 将 x}(i 一 1,2,.……, KK) 用 在 基 {ej} 之 下 的 座 标 表示 ， 
并 写成 行 的 形式 , 那 来 x+ 正 是 算 子 多 在 {si}，{e?} 之 下 的 抑 阵 
表示 。 因此 ， 只 要 证 明 有 满足 (1.20} 的 x+, 使 得 F{x*) 二 x? 
就 可 以 了 、 
显然 ，.%” 是 i 中 强 有 界 , 强 闭 的 古 集 ， 自 然 它 是 弱 有 界 的 、 
弱 闭 的 凸 案 ， 由 于 了 是 自 反 的 ，.26” 便 是 弱 紧 的 。 再 利用 4，58， 
C，D 的 有 界 性 ,4 十 Bx+ 是 K X 民 的 非 奇 方 阵 ,， .2 是 了 中 有 界 
集 等 , 易 知 F(x*) 是 .2 到 .2 的 能 连续 了 映射， 根据 Schauder 
定理 ， 存 在 不 动 点 x 。 由 xt 所 相应 的 X, 产生 的 Lx。 就 是 了 的 
极 大 半 负 不 变 子 空间 . 
下 面 分 两 步 来 证 明定 理 中 其 余 的 结论 . 
(ID 假设 TT 满足 下 列 条 件 ， 对 任何 x Ek，(x,*) < 委 0(x 关 
0) 成 立 
(Tx, Tr) < (x,*), (1.22) 
显然 ， 满足 (1.22) 的 并 的 任何 半 负 不 变 子 空间 工 , 必 是 负 子 空间 ， 
如 果 1e op( 了 |s), * 是 相应 4 的 特征 向 量 , 那 未 从 (1.22) 就 得 到 
| [Ax, +) = (Tr, Tr) < (r, x) < 0, 
从 而 141 > 1， 
(ID 对 于 一 般 的 满足 (1.17) 的 算 子 T， 先 将 Hx 上 KK 维 半 
仙子 空间 Lx 在 基 {ce?}、1{ct} 之 下 表示 成 oo XK 抵 阵 形式 ， 


X= (£) a- (1.23) 
其 中 了 是 下 上 单位 算 子 ，xt 一 (x 寺 ,…， 对)， 并 且 每 个 导 者 
在 基 {e#} 之 下 写成 由 它 的 座 标 所 构成 的 行 向 是， 在 基 {7}， 


{ce?} 之 下 ,TT 也 表示 成 co Xx co 的 阵 ， 显 然 o XK 阵 X 为 工 的 不 变 
子 空间 的 充 要 条 件 是 ; 存在 某 个 K X 天 的 阵 4( 可 以 deth 一 0)， 
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使 得 

TX 一 X4. (1.24) 
在 (了) 情况 下 ,A 可 以 取 作 (4 十 Bx*)"'， 轨 此 ， 只 要 能 找到 其 
个 K XK 阵 A 议 及 适合 条 件 (1.20) 的 入 使 得 (1.247 成 立 , 那 末 由 
X 所 决定 的 KK 维 半 负 子 空间 就 是 工 的 不 变 子 空间 了 ， 

对 和 钙 何 5 > 0, 作 呆 k 上 算 子 4, 一 (7 十 6)P- 十 Pi, 其 中 
P, 是 Fr 在 Hs 上 投影 。 显 然 ，4.7 满足 (1.22)， 从 而 有 XX。， 
A.， 使 得 | 

TeX, = XA,. (1.25) 

在 基 {ef7}, {ef} 之 下 ,将 了 ,Te X,， 以 及 A 都 表示 成 矩阵 : 
T= (tp), To (ftps(5)), P,9=1,2,..…*, (1.26) 
ipa(8) = (lt 8)tpg, P= 1,2,...',K,49=1,2,.*., (1.27) 
fpq(8) = 1pas P=KR+1, K+2,.., 9 一 1， 2 (1.28) 


A, = (ti(e)), 1, 不 二 1， A (1.29) 
X= (ae) ee, xx(e)) 一 (一 )， 
si) 
it(e) 一 (Pina(e)， es Prrx(e)). (1.30) 


了 从，T。 的 有 界 性 以 及 (1.27),(1.28)， 易 知 


Dy li < 0, Dol <%, P=1,2,..., (1.31) 
好 之 有 如 严 】 


lim > ltpale) — #59) = 0. {1.32) 
#1 | 
根据 (1.25)， 
: 4 
Terkfe) = >) tle)ri(e), A—1,2,..., K. (1.33) 
了 到 站 


由 此 可 见 ,， 7, 在 Lx。. 上 的 特征 值 就 是 阵 4 的 特征 值 。 反之 也 
真 ， 由 于 X。 的 形式 {1.23)， 所 以 有 


zx?(e) Hpiy ps, f Ls 2,..*,K, (1.34) 
了 ， lxfle)l < 1, 7 一 1，2， 3 天， (1.35) 
Peak+l 
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其 中 对 (e) = (ai(e]。 ez) (一 1 2 KE), zfCe)— (Cri(e), 
et_x) tPF 一 十 1, 上 十 2,.…*)， 因 而 存在 一 列 fs sn 一 0， 
并 使 得 下 面 极 限 存在 
lim xf(sn) = zf, 1— 1,2,. ,P= 1,2,.".,K. (1.36) 
根据 (1.34), (1.35)， 显然 有 rx? r= Bp1, bj 一 ls 2,..*,K, 并 
且 
3 (1.37) 


Pe 外 二 1 
取 X 一 (5) Cas os za， 而 (p12,oK. 
显然 ，Lx 是 好 x 的 K 维 半 负 子 空间 。 再 由 (1.31),，(1.32) 以 及 
(1.36), 又 有 
lm BY solen)sles) ~ DD te 

| pli,2,.., j= 1,2,..-,K. (1.38) 
注意 到 *t(e) = 6p (p, 7 一 1l, 2,°**， K), 并 利用 (1.38), 立即 
从 (1.33) 可 知 lmAii(ss) 存在 ,并 且 


Ut 二 mes) 一 bp taf, fo Rl, 2 天。 
固定 1,*, 再 在 (1.33) 中 取 6 一 se， 并 令 ”一 co ， 就 得 到 


四 区 
11 村 一 Dur 1 一 1, 2 大 一 1， 2 下 
1=1 


即 TX 一 X4， 这 里 4 一 lim Ah。,。 由 于 A 是 特征 值 的 模 大 于 


的 矩阵 A。 的 极限 ,所 以 4 的 特征 值 的 模 不 小 于 I。 证 毕 ， 
推论 16 设 T 是 Jx 上 压 纺 算 子 〈 咏 (7T) 一 再 gx)， 那 末 工 
必 有 天 维 半 负 不 变 子 空间 ， 并 且 工 有 着 这 样 的 天 维 半 负 不 变 子 空 
间 客 ，7iw 的 特征 值 的 模 不 小 于 1、 
本 推论 是 显然 的 . 
定理 17 设 U 是 Hx 上 本 算 子 ， 那 末 必 存 在 己 的 两 个 玉 维 
+ $318" 


半 负 不 变 子 空间 5s,， 1， 使 得 

(i) Uls.( 或 U1z,) 的 特征 值 的 模 都 不 大 于 (或 不 小 于 ) i, 

《ii) 号 在 开 单 位 贺 内 (或 团 单位 图 外 ) 的 特征 值 都 是 01s, (或 
U1s,) 的 特征 值 ,并 且 忌 相应 的 根子 空间 都 包含 在 红 :( 或 2;) 中 . 

证 ”如果 口 的 谱 oC(U) 全 落 在 单位 圆周 上 ,根据 定理 1.5, 在 
在 K 维 半 负 不 变 子 空间 经 , 这 时 取 人 ;一 红 (i 二 1, 2) 即 为 所 

如 果 如 的 谱 c(Z) 在 开 单位 贺 内 不 空 [由 于 oCU) 关于 单位 
留 周 对 称 , 从 而 c(Z) 在 闭 单位 圆 外 也 不 空 ], 那 末 由 第 二 章 推 论 
4.10, o(U) 不 在 单位 圆 局 上 的 谱 必 是 特征 值 ， 令 or 是 cx(D) 在 
开 单位 圆 内 的 谱 , 根 据 第 二 章 定理 4.9 和 推论 4.10， 显 然 有 7x 一 
BI，% 约 化 U， 并 且 Uline 的 谱 仅 含 在 单位 加 上 ， 而 
D1m 的 谱 不 含有 单位 图 周 上 点 ,并 且 

1 = Ptlix + Prilx, 

PtlTk == span{ PAU) AE oy}, PrIx = span{ BU)| €or}. 
根据 已 证 明 的 事实 ，U 在 [7x 型 空间 De (不 妨 设 17 一 17x， 
K' 委 天 ) 中 有 极 大 半 负 不 变 于 空间 多 (dim5 一 K'). 显然 , 取 
一 十 PHx, 2 二 多 十 让 了 就 适合 定理 的 要 求 。 证 
毕 . 

利用 Cayley 变换 ， 就 得 到 ITx 上 自 共 亏 算 子 相应 的 结果 . 

定理 1.8 设 4 是 Jx 空间 上 自 共 斩 算 子 ， 那 未 必 存 在 4 的 
两 个 Kk 维 半 负 不 变 子 空间 经 ,， 经 ;， 使 得 

(D 41z,(41z,) 的 特征 值 全 在 河上 (下 ) 半 平面 。 

(Se;(se) 包含 所 有 4 在 开 上 (下 ) 半 平面 中 的 特征 值 的 
根子 空间 ， | 

3. 交换 算 子 族 的 公共 天 维 半 负 不 变 子 空间 ” 先 给 几 个 引 理 . 
引 理 1.9 设 T,,T, 是 Tx 上 两 个 可 交换 的 有 界线 性 算 子 ， 

4 是 Ti 的 特征 值 ,相应 的 特征 子 空间 ga(T,)、 根 子 空间 @x(T,) 
必 是 T; 的 不 变 于 空间 ， 并 且 根 子 空间 中 向 量 经 T; 映 射 后 的 级 不 
增加 , | 
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本 引 理 是 显然 的 ， 
引 理 1.10 设 工 是 Hx 的 闭 线 福 子 空间 , 车 上 一 NBZBP 
是 工 的 标准 分 解 ， 工 是 工 到 工 的 线性 上 映射， 并 且 对 任何 xc 工 ， 
{x, zx) 和 0, 总 有 
(Tx, Tx) < (r+, xz)， (1.39) 
那 末 TZCZ， 
证 对 任何 *< 工 ， 有 唯一 的 分 解 x 一 几 十 zx 十 加，mzxtk 
NMN，zrcEZ，bpxep 令 Py, Pz, Ps 分别 是 如 下 三 个 线性 算 子 : 
Pyx = zxy Pzx 一 22, Ppx = py, (1.40) 
显然 , 当 nEN, 并 且 n 关 0 时 ， 由 (1.39) 可知 ， 必 有 Pxn 去 0， 
即 Py 是 六 到 六 的 (线性 ) 双 射 . 
如 果 了 2 此 Z， 那 末 由 〈1.39) 可 知 , 必 存在 x& Z, 分解 
Tzx—= PyTs+t PTs t+ PpTx 
中 的 PyTx 关 0。 对 于 PwT:， 因 为 工 将 负 性 向 量变 成 负 性 向 量 ， 
并 且 dimN < co ,所 以 必 有 m1&€ N， 使 得 
TH PyTz tt 2 + ps€2, Pp EP, (1.41) 
从 而 
Tlm— 2z)~=2— PTs+Pp — PTs. (1.42) 
右边 是 半 正 向 量 ,而 及 一 z 是 负 向 是, 这 和 假设 (1.39) 相 矛 盾 。 
因此 7ZCZ。 证 毕 。 
推论 1.11 设 7, 工 如 引 理 1.10， 又 如 果 了 是 工 到 工 的 双 射 ， 
那 未 TZ 一 Zz. 
这 是 引 理 1.10 的 直接 推论 ， 
引 理 112 设 了,-…,T, 是 mx 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
算 子 ,并 且 对 任何 x€ Jx,，{x,x) 所 0， 都 有 
(Tixs Tix) E(x, x), i=1, 2 "1, {1.43) 
那 末 必 存在 了 ;的 某 个 特征 值 4, 相 应 的 Bu(T1) 含有 非 零 半 负 向 
量 , 并 且 对 7, 的 每 个 具有 半 负 的 特征 高 量 的 特征 值 4, 在 Bn(T;)》 
中 必 有 TT,,…… ,7T。 的 公共 的 半 负 特征 向 量 《 即 存在 非 堆 学 负 襄 
量 *Egakzri) 以 及 1 ,lcC， 使 得 (T,— tI)x = 0, 
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(Ti blr (人 一 3 o)， 

证 根据 定理 1.5, 满足 (1.43) 的 算 子 Ti 必 有 天 维 半 负 不 变 
子 空间 弗 . 设 1 是 Tilz 的 一 个 特征 值 ， 显然 9iat(T:) 中 含有 
半 负 向 量 . 

对 7, 的 任何 具有 半 负 特征 向 量 交 特征 值 1, 作 标 准 分 解 

和 (TD = NBZBP, {1.44) 
根据 引 理 1.9,0Bh(T1) 是 了 ;,…+ ,了 7 了。 的 不 变 子 空间 ,从 T,;,…， 
Ts, 在 Bn(T)) 上 满足 (1.43) 可 知 ，7Y;,…, Ts。 满足 引 理 1.10 
( 工 一 DB,(T,)) 的 条 件 . 如 果 Z 天 {0}。 那 末 
TIZCZ, j= 1,2,., A (1.45) 
由 于 dimZ 过 过 oo, Ti,……,T, 在 Z 上 可 交换 ,因此 T,,…， 
7。 在 Z 中 必 有 公共 的 特征 向 量 ( 它 是 零 性 的 ,自然 是 半 负 的 )， 

如 时 Z 一 10}、 那 未 Bu(T,) 一 NOP 是 一 个 1x 型 空间 ， 
而 了 在 Bu(T1) 上 是 125， 同时 TJ,… ,Th 在 Bn(T,) 上 满 
足 (1.43), 并 且 是 一 族 可 交换 的 有 界线 性 算 子 。 在 Bx(T,) 上 用 
类 似 的 方法 讨论 7,,- -+ ,7T。， 则 易 知 引 理 成 立 ， 证 毕 ， 

推论 1.13 设 T,,…,T。 是 Hx 上 一 族 可 交换 的 压 编 算 子 
或 西 算 子 。 那 末 必 存在 T, 的 某 个 特征 值 2, 相应 的 @ax(T:)》 中 必 
含有 非 零 半 负 向 量 .。 并且 ,对 7 了 ,的 任何 具有 半 负 特征 向量 的 特征 
值 4，T1,… ,了 在 Bu(T,) 中 必 有 公共 的 半 负 特征 向 最 ，。 

为 了 将 引 理 1.12 推广 到 无 限 个 算 子 情况 , 再 给 一 个 引 理 . 

引 理 1.14 设 {Lolce A} 是 zx 上 一 族 闭 线 性 子 空间 。， 如 


果 任 意 有 限 的 交 a 工 : 中 都 含有 ? 维 半 负 子 空间 ， 那 末 闭 线性 
子 空间 工 一 人 L 也 必 合 有 ? 维 半 负 子 空间 。 
证 令 R。 i ae 4。 我 们 首先 证 明 : 对 性 何 A A， 
span{ Rela€ A,} 一 (N E.) (1.46) 


ao 各 4 


ry Rc(N L。) ， 从 而 
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span {Rs la € 4}c(N Lk: 01.47) 


反之 ,对 任何 x*E (span{ Role€ 4 )+， 必 然 
| R,, oe€A. 


又 根据 第 一 章 推论 3.6 的 (i),R+ 一 Lit 一 Ls。 所 以 x 1) Le, 
即 
(span {Ralaé 4h)ic 门 工 。 (1.48) 


wuEa 


由 于 span {Rl|et 41} 是 闭 的 ,由 上 式 ， 
san {Roloe hy 一 (SEEiRlce 4 人 NN Lo) . (1.49) 
Aad 


从 《1.47), (1,49) 立即 知道 (1.46) 成 立 . 
当 4 是 4 的 任何 有 限 子 集 时 ,根据 假设 由 Ls。 侣 有 ? 维 半 


负 子 空间 ， 根据 第 一 章 定理 5.7 的 (iv)， R, + R,, 二 十 Ro 
中 极 大 负 子 空间 的 维 数 不 超 过 天 一 p。 由 此 易 知 ， lae 
A} 中 极 大 负 子 空间 维 数 也 不 超过 K 一 pz, 再 根据 第 一 章 定 理 
5.8 的 《过 ) 知道 ， span {Rsla € A} 中 极 大 负 子 空间 维 数 同样 不 
超过 KK 一 Pp， 从 而 (span {Rola€ 4]})+ 一 Nr 的 极 大 半 仙 子 . 


空间 维 数 不 小 于 p。 证 毕 . 
定理 1.15 设 {T。leae A} 是 8x 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
算 子 ,并 且 对 任何 x*€ TTx, 当 (zyz)< 委 0 时 ,有 
(Tar, Tax) (xr, x), o EA, (1.50) 


那 未 {Tsola€ 4} 必 有 公共 的 半 负 特征 向 量 ， 

证 分 三 步 来 证 明 本 定理 . 

(i) 不 妨 设 每 个 7 的 任何 含有 半 负 特征 向 量 的 特征 值 4 所 
相应 的 特征 子 空间 Bu(T。) 是 非 退 化 的 ， 

事实 上 ， 如 果 对 某 个 a€ 4, 有 1e oo(7T。)， 使 得 Bu(T。) 
中 含 非 零 半 负 向 量 , 但 Bu(T。) 是 退化 的 ， 那 末 必 有 下 列 标准 分 
解 


ai22 。 


rr 一 一 一 一 


ga(Te = NOZOP, Zz (0}, (1.51) 
根据 引 理 1.10， 
TpZC2Z, BEA, (1.52) 
因为 dimZ 安民 一， 所 以 {了 ola€ } 在 Z 中 必 有 公共 的 半 
负 ( 其 实 是 零 性 ) 的 特征 向 量 ; 即 定理 已 被 证 得 . 

(ii) 令 M。 表示 7 的 所 有 具有 半 负 特征 向 量 的 特征 值 全 
体 。 显然 ，M。s 8 对 任何 a € 4A 成立， 下 面 证 有明 可 不 妨 设 
Mola&€ A) 都 只 是 单 点 集 .。. 

事实 上 ,如 果 oy& 4，M。 不 是 单 点 集 : 则 有 4€ M6; 根据 第 
(外) 步 假设 ， 

lr = BulTa BP (Te )+, Pu(Te,) | NDP,, (1.53) 

入 BP 是 Bu(T。) 的 正则 分 解 。 显然 ， 1 志 dimN 之 K, 并 且 
To, our ) 一 21。 因为 Pul To) 是 【7clet 4) 的 公共 的 不 变 
子 空间 , 则 当 把 一 切 14T。leke4l 限制 在 Hx 型 空间 8u(T。) 上 
时 ,显然 {7。[euro)|xe 4} 在 Bi(7。) 上 满足 定理 的 条 件 , 而 了 


在 Bu(T。,) 上 含有 半 负 特定 向 量 的 特征 值 仅 有 1。 用 超 腿 归纳 
法 和 第 一 步 假 设 (i)， 并 注音 到 引 理 1.14， 立 即 可 知 必 存在 ITx 
型 空间 JJx(K 之 K, 之 1)， 它 是 {7T。la€ 4) 的 公共 不 变 子 空 
闻 , 而 相应 的 M .Ce & 4) 都 是 单 点 集 . 

《ii) 在 人 与 (8) 的 息 设 下 证 明定 理 成 立 ， 

令 Mo 一 (4。}，a& 4， 根据 引 理 1.12， 易 知 对 任何 有 限 个 


指标 His* "Cny A 人 (Toa) 中 至 少 含 有 一 个 非 零 灶 人 负 向 量 ， 
即 No (Ta) 的 极 大 半 负 子 空间 维 数 不 小 于 1 由 引 理 1.14 
知道 Ne (To) 必 含有 维 数 不 小 于 1 的 半 负 子 空间 。 这 个 子 


空间 中 非 零 向 量 就 是 {Tolo€ A} 的 公共 的 了 证 
毕 ， 

推论 1.16 设 {T-lzceA4i 是 下 kx 上 一 六 可 交换 的 压 恕 外 了 
或 西 算 子 。 对 任何 se A，T。 的 钙 何 含有 半 负 特征 向 量 的 特征 
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值 1， 在 Bii(7T。) 中 必 会 有 {Yotat 4}) 的 公共 半 负 特征 向 一 。 

本 推论 是 显然 的 . 

定理 1.17 设 {Tjat A} 是 0x 上 一 族 可 交换 的 有 界线 性 
算 子 ,并 且 对 任何 xE x,(x, x) 记 0 有 

(Tx, Tor)<(ryr)，a64。 (1.54) 
如 果 满 足下 面 两 个 条 御 之 一 ， 
(i) {Tela€ A} 不 在 在 公共 的 零 性 特征 向 量 ， 
(ii {THe€t A) 也 对 任何 *e Nx, (rz) < 和 0 有 
(Tix, Ttr) < (x, rx), a EA, (1.55) 
那 末 {Tolae h} 必 有 公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 。 

证 (下 面 , 我 们 按 负 性 空间 的 维 数 用 归纳 法 证 明 本 定理 ). 
当 K = 1 时 , 根据 定理 1.15，{7Telek 4} 有 一 个 公共 的 半 负 特征 
向 量 x， 显 然 span {xo} 就 是 到 空间 上 {Tclaé A} 的 公共 极 大 
半 负 不 变 子 空间 ， 

设 定理 1.17 在 7k_: 空间 上 已 经 成 立 , 今 证 条 x 上 也 成 立 。 

仍 根据 定理 1.15，{7Tsla€ 4} 在 Hx 空间 中 必 有 一 个 公共 
的 半 负 特征 向 晤 z*，span {xo} 仍 是 {Tsle€ 4} 的 公共 的 不 变 于 
空间 ， 下 面 分 别 按 条 件 (i) (ia 分 两 种 情况 加 以 证 明 . 

(I) 按 条 御 (i)，xo 是 负 疝 量 , 从 而 

Hx 一 span{ro} Dlspan{xo} ). 
记 一 (span 和 x0})+， 显然 JT 是 fx-1 空间 ,上 且 对 任何 x'E 亲 
Tax' = PTorx’ + PT ox’, (1.56) 
其 中 P,P 分 别 是 如 x 在 下，span {xo} 于 的 投影 《 按 不 定 度 
规 的 直 交 投影 算 子 )， 显然 ，{PT。lat 4} 在 杂工 是 可 交换 的 。 

现在 证 明 {PTslat A} 在 厅 上 满足 (1.54) 条 件 。 由 于 和 是 
负 特 征 疝 最 ，T。x 一 4oxo (a € A)、 由 条 件 (1.54) 可 知 ，1e 关 0 
(ae A)。 如 果 x'€'，(x', x”) 所 0， 使 得 某 个 a€ 4A， 

{P'Tez PTx’) > (x', x'), (1.57) 
记 PeiTox' 一 g(a)xo, 那 末 
。124 。 


(= 一 外) 一 PT (1.58) 
显然 x 一 是 Hx 中 半 负 向 量 , 从 而 
(PT Pr 人 (z (= -err(> — 0)»,)) 
世人 一 Cr。 


(1.59) 


显然 上 式 与 《1.57) 相 矛 慎 ， 扩 以 {PTslae 4} 在 J 上 仍 成 立 
(1.54), 

”再 证 {PY,jae 4} 在 JT" 上 没有 公共 疡 性 特征 向 意 . 事实 
上 上 ， 如 果 有 公共 的 堆 性 特征 向 量 *， 那 末 必 存在 ee4， 使 得 
PxoTax 二 0【〈 和 否则 由 〈1.56) 就 得 到 * 是 {Tela€ 4} 的 公共 的 零 
竹 特 征 向 量 ). 对 于 这 个 <, 记 PT。z 为 gla)xo, 类 似 地 考察 


= 一 Eee) ma， 显 然 Te (< 一 ELa) a] 一 PTos 是 零 竹 向量 。 从 


而 ， 
(i 


< € 一 Ses, 2 -es 


= |£2| 0x, ey a (1.60) 


但 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 {P'Telae 4} 在 "上 又 满足 定理 中 的 条 
件 (i). 

按 归 纳 法 假设 {PT。lae 4} 在 世上 有 公共 的 天 一 1 维 半 负 
不 变 于 空间 .5'， 显然 5 一 span{z,， 0'} 就 是 {Tolaé 4) 的 
公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 ， 

(ID) 先 设 {Telae 4} 的 公共 的 半 负 特征 向 量 mm 是 负 的 ， 这 
时 ; 仍 和 《I) 中 一 样 可 以 证 明 (1.56) 一 (1.58) 成 立即 {PTolee 
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4} 是 好 上 满足 (1.54) 的 可 交换 的 有 界 算 子 族 。 

由 于 span {xo} 是 {Tolaé 4} 的 公共 的 不 变 子 空间 ， 所 以 
(span fx 六 一 太 是 {7Z4tee 4} 的 公共 的 不 变 子 空间 。 奋 然 ， 
厅 ' 上 算 子 PTelm 的 共 扳 算 子 (PTolmr)r 就 是 Tim 而 全 
是 {Ttlae 他 的 公共 不 变 子 空间 ,并 且 TICae 4) 也 满足 (1.54)， 
从 而 【PTlmmiae 4} 的 共 辑 算 子 族 也 在 厅 上 满足 (1.54) 条 件 。 
这 样 就 证 明了 -{PT。le& 4} 在 闵 土 满足 定 音 中 的 条 件 (i)、 

”一 . 接 归 纳 法 假设 ，{P'Tsla€ 4} 在 7 上 有 公共 的 K 一 1 维 半 
负 不 变 子 空间 双 '， 易 知 2 一 span( 0', zo) 是 {To 人 本 
公共 的 玉 纵 半 负 不 变 子 空间 ， 

其 次 假设 {Tas|o€ A} 的 公共 的 半 负 特征 向 量 加 是 堆 性 的 ， 
令 ZZ 一 span{zo},Z 是 零 性 子 空间 显然 , Z+ 是 {Ta€ 4} 的 
公共 的 不 变 子 空间 ， a ZL 可 以 分 解 成 

= ZBH', | . (1.61) 
其 中 并 是 Tx 空间 0 Ttae4) 是 ZL 一 Z+ 的 , 并 有 
满足 (1.54) 条 件 , 由 引 理 1.10，T1ZCZ(ee A)., 

因为 Th 一 To(eech)， 有 从 7tZCZ(ae4) 又 可 得 到 
7-Z+ 上 CCZLCeEA)。 

同样 。 令 已 是 [7x 到 好 的 投影 ， 从 ToZCZ，T1ZCZ; 
T.Z4CZ+， TiZLCZ+ 对 钙 何 s € A 或 立 , 立 即 可 知 {PT。|a€ 
A}，{PTilae 4} 是 杂 上 两 个 可 交换 的 算 子 族 . 轴 

对 任何 ze 末 ，(z xz) 和 0， 如 记 Ts’ 一 gba)xs 十 PTox'， 
则 有 

(PTor’, PTox’) = (gla)xo 十 已 了 er go)ro + P'T,x’) 

< (x', x'), 
即 {PT-ice 4j 在 所 上 满足 (1.547 条 件 ， 闪 样 ，{PT7tlat 4} 
也 在 厅 上 满足 (1.54)， 又 显然 {PT。lee 全 ，{P'Ttiae A} 是 
17' 上 相互 共 罗 的 两 族 算 子 ,这 样 , {PT。lae 4},{P'Ttlae 4} 在 
17' 上 满 是 定理 中 条 件 (i)。 根据 归纳 法 假设 ，{PTslae 4} 在 
站 上 有 天 一 1 维 公共 的 半 负 不 变 于 空间 红 ', 从 而 弘一 
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span' {x*0, 经 是 {了 |a& 4} 的 公共 的 到 维 半 负 不 变 子 空间 .。 证 毕 

定理 118 设 {T。lat 4} 是 7x 上 一 族 可 交换 的 压缩 算 
于 或 一 族 可 交换 的 西 算 子 ， 那 未 {Telae A} 必 有 公共 的 K 维 半 
负 不 变 子 空间 . 

证 因为 JIx 空间 上 的 压缩 算 子 的 共 罗 算 子 仍 是 压缩 算 于 
( 它 的 证 明 可 见 第 四 章 $ 3 定理 3.13)， 所 以 本 定理 实际 上 是 定理 
1.17 在 条 件 (ii) 下 的 直接 推论 。 证 毕 。 

利用 Cayley 变换 ,又 可 得 到 自 共 谣 算 子 的 有 关 结 论 ， 

定理 119 没 {4。lat h} 是 了 [x 上 一 族 可 交换 的 有 界 自 共 
元 算 于 , 那 末 {4|ce 4} 必 有 公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 。 


$2 丁 , 自 共 斩 算 子 的 模型 


”这 一 节 中 将 给 出 /Tx 空间 上 汪 算 于 和 自 闪 辆 算 于 的 三 第 模 
型 , 它 是 本 章 以 后 各 节 讨 论 的 基础 . 
1. 桓 算 子 模型 ”在 给 出 模型 之 前 ， 先 对 以 后 要 经 常 使 用 的 术 
语 和 概念 (以 前 已 曾 运 用 过 ) 再 作 适 当 交 待 . 
是 [x 的 一 个 正 ( 或 负 ) 的 闭 线性 子 空间 ( 必 是 Tjx 上 完备 
子 空间 )。 一 般 在 工 上 总 是 以 (',*) (或 一 (',:)) 作为 内 积 , 使 得 
(IL,(*,，*)) (或 (IL, 一 (.,-))) 成 为 Hilbert 空间 ,今后 有 时 对 
以 这 种 方式 所 得 到 的 Hilbert 空间 , 简 说 成 工 是 Hilbert 空间 . 
Z 是 ffx 的 零 性 子 空间 ， 今后 常 包 下 列 方 式 在 Z 上 引信 内 积 
《4*,*》; 在 Z 中 任 取 线 性 基 
2 33 一 dmZ SK), (2.1) 


1 i 
对 任何 * 一 SS) is $$ = BB) piz,, 规定 
31 ?=1 


《zs， 2') 一 2) ou 他 (2.2) 


显然 Z 以 ¢°, ') 成 为 Hilbert 空间 自然 ， 《。》 随 基 (2.1) 的 
选取 而 定 。 但 因 是 有 限 维 空间 , 所 以 不 同 基 所 时 出 的 内 积 所 产生 
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的 拓扑 是 等 价 的 . 对 于 任何 能 使 {Z , Z*} 成 为 偶 对 的 者 性 子 空 
间 Z"， 总 按 下 列 方 式 引入 内 积 : 在 Z* 中 取 一 组 线性 基 
sar, 2 Cl — dimZ* ~ dim2 ), 


使 得 {z}，{2?} 成 为 对 偶 族 。 对 任何 ** 一 ots, sr- 
ba ,规定 内 积 ( 仍 用 (，，*》) 站 

《sz 一 > opt, {2.3) 

(2, 2*) 一 立 matt{ zi, 2*) 一 S, ot6j, (2.4) 


t=) ES bot 


即 Z* 中 任何 2*， 以 《sz, a#*) 的 方式 可 以 视 为 (Z >) 的 
连续 线性 泛 函 . 这 样 (2Z*,《",*2》) (或 (Z,《*,*))) 可 视 为 
(2 《+ 3 ->) {或 C2 《， » *))) 的 共 孝 空间 . 如 果 青 将 xz” 一 


Pars 与 = 一 > =， 视 为 同一 , 那 末 和 车 通 Hilbert 空间 一 
样 ， ,就 有 (Z*,(., 2 《Z >)。《zyz 就 有 意义 ， 并 且 (2.4) 
式 将 成 为 

(z, 2*) 一 立 Pi (2.5) 


£m] 


在 今后 的 计算 中 , 除 用 到 (2.5) 外 还 用 到 下 列 竺 式 . 

.如 果 了 是 正 的 闭 线性 子 空间 ( 必 是 完备 子 空间 )，D 是 (2Z*， 
《7 四) 一 (PP 全 )) 的 有 界线 性 算 子 , 那 末 对 尾 何 x*€ 2*,pé 
p, . 

(Dz*, Pp) = ls*, Dtp) = (2*, D*p). (2.6) 

同样 ， 如 果 六 是 负 的 闭 线 性 子 空 间 〈 必 是 完备 子 空 刘 ), C 是 
(2Z*,《*,，')) 一 (N, 一 (.,:')) 的 有 界线 性 算 子 , 那 末 对 任何 
zs*€ Z*, An€EN, 

— (Cs*, 1) 一 《xz Cn) = (sz*, C*n), (2.7) 

如 果 了 是 (Z*,《.'，*，)) 一 (Z ,《*。,，)) 的 有 界线 性 算 子 ， 
那 末 T* 便 是 (2Z, 《~ (Z*,《:,.))) 到 (Z,《.， 7 
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的 线性 算 子 ,这 样 , 了 一 1 或 了 一 一 T* 等 是 有 意义 的 , 并 且 
对 任何 zf，zz € 2Z*， : 
(Txt, zf) = CTr¥, s¥) = Cz¥, T*2#) = (xz, T*2¥). (2.8) 
注意 。 上面 说 明 的 事实 ,在 第 四 章 中 讨论 一 般 的 完备 的 不 定 
廊 规 空间 上 琴 \ 自 共 罗 算 子 谱 论 也 是 需要 的 。 舅 外 也 还 会 出 现 C， 
D, 了 等 可 能 是 稠 定 的 (无界 ) 算 子 情况 。 下面 给 出 x 空间 上 半 
西 算 子 的 三 角 模 型 . 
定理 2.1 器 为 FTx 上 的 半 酉 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 标准 分 
解 xk 一 N@{2Z 十 Z*}@BB， 以 及 六 个 线性 算 子 {5, Un, Up, CC， 
D, 本}, 其 中 8s 是 (Zz,《+,*》) 上 非 奇 的 ; Un 是 (N, 一 (', :)) 
上 西 算 子 ; Us 是 (P,(:,*)) 上 保卫 算 子 ; C,DP, 了 了 分别 是 
(2Z*, C7) 到 (一 (人 ))，(P,(-，))，(Z, >) 的 
有 界 算 子 , 并 且 TT 一 一 T*. 而 DU 和 {53, Un, Up, C,D,7)} 满 
足 如 下 关系 : . 
Uz Sg, 2€ 2;. (2.9) 


Un= Unn +t SC*Uyn, HE {2.10) 
Up = Upp — SD*Upp, PEP:; {2.11) 


Uz* =— Si*tr* + Ba* tt Ce* + Dat, os*€ Z*»; (2.12) 


B— SC*C — D*D + 2T). (2.13) 


当 U 是 [Tx 上 半 西 算 子 时 , 还 有 如 下 谱 等 式 : 
aU) = oS) UolS-*) Uo(Uy) Uo(D;), (2.14) 
更 准确 的 谱 等 式 是 
o(U)Co (Up) Co U), oS ConU) UGU)), (2.15) 
(oS)Uo"(S-*) Uo(UN) Uo Up)) Co U) 
CalS) Uc) Uo(UN) Uop(Up)), (2.16) 
oaf1) 一 of 一 oo) 一 ar)， {2.17) 
其 中 oS-*)={2414€ oS-*), |21<1}, oS-*) -aS-*)— 


1) 下 面孔 党 不 加 说 明 好 用 *: ns p> =* 分 别 表示 QZ 和 N、Ps Z* 中 的 向 旺 . 
4139 。 
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a(S). 
证 必要 此 ”根据 本 章 推论 1.6, 对 半 丁 算 子 5, 存在 K 维 半 
负 不 变 子 空间 色 . 令 
ZOBN, Z= YN 
.是 2 的 标准 分 解 。 由 于 dim (NBZ) 一 K， 所 以 必 存 在 标准 分 
解 fx 二 ND{Z 十 Z 由 P. 显然 ， 
+ = ZBP. (2:18) 
由 于 dim 络 二 K<<o0,U 是 单 射 ,所 以 US 一 9 再 由 GZ) 一 
Hk 以 及 UU 的 保 距 性 , 易 知 U2*C91+, 妈 + 也 是 局 的 不 变 
子 空间 , 从 而 Z 一 笃 人 多、 也 是 也 的 不 变 子 空间 。 对 任何 *€ 
x， 有 唯一 分 解 + 一 4 十 x 十 z* 十 p,n€EN, zt 2Z, zr*t Zt+, 
ptEP. 作 Hx 到 入 ,2 ,2Z*,P 的 线性 算 于 ; 
Py: rH>n, Pp: x >p; 
Pz: xyh>z， Por 2*, 
显然 , Pw, Pz, Pz*, Pr 都 是 Ex 上 的 有 界线 性 算 子 2 下 面 分 五 步 
来 完成 必要 性 的 证 明 . 
(D 令 3 一 了 lz。 因为 dimZ 一 KK << 0%0,U 是 单身 所 以 S 
是 非 奇 的。 显然 还 有 


(2,19) 


AS)Co( DU), (2.20) 

(IH) 令 Uy 一 PrUly, 了 =PUly. 因为 UC ~ NG 

Z， 所 以 对 和 枉 何 wxEN,， Usn 一 Un 十 了 rz。 从 而 对 任何 m 士 xfg 
5 ， . 

Utn+s)= Un + Fn Ss, (2.21) 
根据 如 和 的 保 距 性 ， 易 知 Vx 是 Hilbert 空间 (N, 一 (，,:))} 上 的 
保 虐 算 子 ,但 dimN 所 KK < 之 00, 所 以 Uw 是 (N, 一 (:,*))} 上 西 
算 子 。 


1》 如果 令 {Z + Z*} 一 Wo 电 P。 是 正则 分 解 : 那 末 x 一 CN@BNo)B(PoBDP) 是 
正则 分 解 ? 由 它 导 出 的 内 积 为 [ ，*]。 显然 ，PN， Pz，PFzss Pp 正 是 Hilbert 空 
间 CYxs[*，*]》 分 别 在 闭 线性 于 空间 NN， Z， 2*，P 上 的 投影 、 今后 在 类 似 的 
场合 ;不 再 交待 PH， Pz， Pr#; Pp 的 意义 ， 


a 


| 胃 证 ov(Uw)Coap(U)， 由 于 a(8)Ceos(U}， 所 以 不 妨 取 15 
ol(Uw) 一 ofS)， 和 而 # 是 相应 于 4 的 特征 向 量 。， 由 (2.21) 可 知 ， 
# 一 《5: 一 41) Fn 必 是 算 子 书 相 应 于 4 的 特征 向 量 ， 因 此 

o(Un) Co U). | (2:22) 

(II 令 Up 一 PpU |p, G 一 PrU |s. .显然 ， Us, 如 是 有 界线 

性 算 子 (因为 是 有 界 网 )， 由 于 Ut+C +， 世 以 对 任何 ?十 
st! ZBP, 

U(p+#) = Upp + G+ 5s, . {2.23) 

从 品 的 保 距 性 易 短 Vp 是 (P,《*,')) 上 保 距 算 子 ( 儿 (U5)= 

P)， 类 似 于 (ID ， 还 可 以 得 到 | . | 

os(Ur) Co dV), (2.24) 

再 证 E 

oA Up) Co(U). (2.25) 

事实 上 ;对 任何 但 1Ea(S)， 这 时 存在 {pa} EP, 

{pss Ps) 一 1， 2 一 1,2,-… ,使 得 

a De hp ~ 0. (2.26) 


取 zo 一 一 {5 一 A1)-iGpo， #2 咯 1,2,.:…*， 易 知 (U 一 247)(p; 十 
za) = (Up— A)ps, n= 1,2,-.. 各 取 正 则 分 解 FTx 一 及- 全 
H;, H-ON, HioP, 由 它 导 出 的 范 数 为 上 小 ,显然 
| lps + = 上 > llpell = 1, #1,2,. 人 
fimli(U 一 20 二 za 中 一 im Ke 一 Xp 中 一 0。 
所 以 4e oolU), 册 (2.25) 成 立 。 
{IV) 令 4 w= PzrU ze, Bam PUlze, C = PyU lz*, D=Pe' 
Ulzx*， 则 对 任何 ze Z*,。 有 Us* ~ As* + Be* 十 Ca*tDz*. 
设 {sfj，!# 是 对 偶 族 ，Z 一 span{z1)，Z* ==span{s7)}。 由 要 
的 保 距 性 ， 
(Usgs, Usr) mm 【zy SF) me 7， 了 (2.27) 
(Uzis Us) = 0 = (Us?, Us?), Ga 
从 (2.27) 和 (2.4), (2.5) 得 到 
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Te a 


Tree 和 


(373 x) < 341 一 (So AzF) = Sa, Go 
= (gs $A? i, 1,2, si. {2.29) 
由 此 可 知 45! 一 5 各 从 (2.28) 又 可 得 到 对 任何 i, 7 一 
1,2,.--…,1, 
-0= (Uzt, Uz) = (Az*, Bry) + (Bt, Ax?) : 
+ (Czt, Co}) + (Dat, Dz*) | 
= CzF, (STB 十 B*S 1 一 C*C + D*D)a?), 
由 B 和 运 合 下 列 算 子 方程 
S-1B + 了 SI ~ C*C — D*D, 2 (2.30) 


用 B= SCC*C 一 D*D) + ST 代入 (2.30), 立 即 知道 【2.30) 
的 通 解 形式 是 , 中 中 了 满足 
人 一 一 了 *。 (2.31) 
再 证 o"(S-*)cCgs(U)、 下 面 分 酚 种 情况 证 明 . 
4) 如 果 hee(S*)， 并 且 lh| 一 1， 那 未 一 到 根 
据 os) 一 {年 14e aks-"*)}, 易 知 he a(S)cos(U). 


5) 如 果 hE ao"(S-*), 并 且 [aol > 1. 不 妨 设 WEo(S)( 否 
则 ， 和 n€ ol(5)CoytU))。 记 对 是 粗 应 于 4 的 3 的 特征 向 最 - 
因为 1li > 1， 所 以 hE p(Un) Np( Uy). 经 直接 计算 ， 易 知 [Tx 
中 向 量 2 十 ”十 十 xz 必 是 相应 于 入 的 算 子 忆 的 特征 向 量 ， 其 
中 
n= — (Un— bl)-iCe#, p=— (Us— WD , 
zo {85— WT)EFCDS 一 X07) -Cx 
+ G(D — hl) DI — Bat], 
部 he oetU)， 基 此 
o"(S-*) Co DD), | (2.32) 
{Y) 证 明正 = SC*Uy, 6G 一 一 SD*UVU,;， 由 于 | 
VDtzw 十 z 十 m 二 六) 一 DTfz* 十 z) 十 Uwn 
十 Upp Fn + Gp, {2.33) 
433° 


利用 (Ux, Ux) 一 (x,x) 对 一 切 zx 一 zy+ 士 z 寸 2 十 p 成立 以 
及 换 x 十 a* 为 i(z 十 z*) {i 是 虚数 单位 )， 便 得 到 
{UCg + x*)}, Unn t+ UpP+ Fn+ GP)}=0, (2.34) 
即 (Us*, Unn 十 Upp 十 Fn 十 GP) 一 0。 如 分 别 取 p 一 0 和 w= 
0, 就 得 到 
(As* + Ca*, Unn + Fn) = 0, 
(Az* t+ Dz*, Upp + GP) = 0, 
县 而 对 一 切 x*€ Z* ,sn€EN, pEP, 
《sy (SIF — C*Un)n) = 0, (2.35) 
(x*, (SG 十 D*UP)P) = 1, (2.36) 
即 了 一 SC*Bw，G 一 一 SD*U。 必 要 性 证 得 . 

充分 性 ”假设 在 标准 分 解 Tk 一 NB{Z 十 Z*} 的 P 之 下 ,有 
六 个 线性 算 子 {5， Uw, Up, C ,DD, 了 } 与 给 定 的 Tx 上 线性 算 于 
满足 (2.9? 一 (2.13) 关系 ， 今 证 明 口 必 是 半 更 算 子 ， 

”由 5 的 非 青 狂 知道 ,限制 在 Z 上 , 按 (',*) 是 保险 的 , 并 且 
是 Z 到 Z 的 双 射 .利用 这 个 事实 以 及 Ds 是 Hilbert 空间 (N, 一 
(*，*)) 上 西 算 于 , 易 知 忌 限 制 在 N 提 Zz 上 不 仪 按 (。，*) 是 保 降 
的 ， 而 且 是 N 旬 Z 到 N 甲 z 的 双 射 ， 局 样 ,利用 Up 是 Hilbert 
空间 〈P, (.，,)) 上 保险 算 子 ， 易 知 U 限 制 在 NBZ@BP 上 按 
《.，*) 是 保 距 的 ,并 且 是 昔 射 2. 

从 假设 FF 一 SC*Uw，G 一 一 SD*U,p， 立 即 得 到 (2:35)， 
(2.36)， 从 而 又 可 得 到 (2.34)。 再 利用 B 的 表达 式 (2.13)， 以 及 
(2.34) 就 可 得 由 口 是 Hx 上 半 西 算 子 . 

”最 后 来 证 明 谱 的 等 式 (2.14) 一 (2.17)， 

在 证 明 必 要 性 时 ,我 们 已 经 得 到 [ 见 (2.20)，(2.22),，(2.24)， 
{2.25), (2.32)1 

(olS) Uo"(S-*) Ua(UN)U oA(Vr SodD), (2.37) 
ol Up) Co (UY). {2.38) 


1) UN 外 Z 儿 P) = N@Z@BP 的 充 要 条 件 显然 是 Up 为 (PF，《-，")) 上 西 算 于 ， 
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下 面 只 帮 补 充 证 明 其 余部 分 (分 五 点 进行 补充 ). 

《1) 先 证 明 (2.16)。 当 le op(U) 时 ， 存在 相应 的 特征 向 是 

xz 一 z 十 sz* 十 n 十 记 ， 
Ms 十 zs* 二 十 P= Uz*+z+n+p) 

Si*o* 二 (Bz* 十 Sz + Fn+ GP) 

二 (Uwn dT Cas*) + (Upp + De*). 
从 上 式 易 知 , 如 果 s* 站 0， 那 末 1€ ol5-)， 如 果 xz” 一 0。 就 
依次 考察 *, p 是 否 为 零 。 如 果 不 是 零 ， 必 可 推出 4€ olUw) 或 
4€ olUp). 而 当 2* 一 9 一? 一 0 时 ,又 可 推出 4€o(5)， 这 样 

orU) CoS UaS) Uo(Un) Uo(U?)), 

即 (2.16) 成 立 . 

(2) 证 明 cs)Cfor(U)Uc(D))， 设 Wa € 0’(5-1#), 县 
loeox(D) ， 那 末 由 (2.16) 可 知 jnEc(3) UolUw)Uos(tUp)。 因为 
lz <I， 而 区 是 Hilbert 空间 (P, (+ ,+)) 上 保 绰 算 子 。 枯 
而 对 任何 pe P， 2 
KU 一 tbl)pl 2 Nelo lillie, (2.39) 
从 而 琉 (Ue 一 bl) ~ RU — bl) hol ). 如 暴 RU 一 107) 一 了 ， 
那 末 le p(Up) (其 实 。 这 时 Zr 必 是 《P,(',*)) 上 西 算 子 )。 
这 时 和 前 面 (IV) 中 的 (58) 相仿 ， 可 以 得 到 hE op(U)， 显然 ,这 
与 假设 hEoy(U) 相 冲突 。 从 而 弦 (Vp 一 .w1) %* P, 好 Vp 不 
是 《P,《*,*)) 上 西 算 也 ,而 只 是 保 耻 算 子 , 自然 le o(U), 从 
”而 

oSA)C(oAU) Uo(U)). 

(3) 证 明 o,(0)Ca(Up). 设 pn€ (V0), 因 宙 大 (D0)(> 
or(U)). 由 (2.16), {2.38), pE(o(S) U os) U olUN)U 
os( Us))， 因 此 ， . 

AE p(S)Np(UN), peo Up), (2.40) 

从 而 (DU 一 p1) 在 Z，Z@BN 上 都 是 双 射 。 下 面 分 1zj] 之 1 和 
la| 过 1 两 种 情况 来 讨论 . , 
假设 lsl 宕 1. 当 lal >1 时 ，pEp(Up); 当 Jp| = 1 
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了 时 ,如 果 mk cr)， 那 末 ae (De)( 因 为 Up 是 (P.(…)) 上 
保 距 算 子 )， 这 与 《2.40) 相 矛 盾 ， 因 而 也 只 有 ke p(Us)( 其 实 ， 
发 生 这 种 情况 只 可 能 Up 是 (P, (*,"')) 上 西 算 子 )。 总之， 当 
[al 1 时 ，me p(Up)。 由 此 可 知 (U 一 pg1) 是 NBZ@BP 上 
双 射 。 再 由 于 |p| 之 1，MpEo(S-e)， 所 以 pEe(Srte)， 即 mt 
pf )。 利 用 这 个 事实 以 及 (7 一 向 ) 是 N@BZOBP 上 双 射 ， 
易 知 (VU 一 p1) 也 是 Ix ~ N 名 1Z 十 ZI 四 PP 上 双 射 。 这 与 假 
设 p& o.(V) 相 冲 突 。 因 而 只 有 [| < 1， 
假设 1al <1， 显然 (2.39) 中 搞 成 现在 的 x 成 立 。 如 果 
统 (Up 一 pl) 一 哆 (Up 一 ps1) 一 P， 那 未 jE plUp)。 和 (IY) 
中 的 (8) 相仿 也 可 得 到 me oo(2) .但 这 与 假设 p€ ol(U》 冲 突 ， 
另 一 种 可 能 是 pe of(S 全 )， 易 知 , 这 将 导致 统 (U 一 pj1) 一 [Tx， 
这 也 与 假设 we or(Z) 相 剖 突 . 因此 , 当 【gl 过 1 时 , 唯 有 可 能 
是 统 (Uy 一 pl) 己 Pp, 即 HwE a(tUp). 
这 样 就 得 到 oa.(U)Co(Dp), 
RR 下 面 证 明 o(Up)Co(U). 设 vy € o,(05), 这 时 绕 (Up 一 v7) 
。 由 于 
(UC— viI)(NBZ)ECNOZ, (UC— _ yD)(PBZ) EPOZ, 
从 而 dim(U 一 p1)Z*<dimZ* 一 dimZ* 二 dim(P 晶 议 (Up 一 91)). 
由 此 可 知 ， 弦 (DU 一 v7) WW Hr, 所 以 veéalU),， 即 o(Up)GC 
oD). 
:综合 (2), (3), (4) 就 得 到 (2.15) 式 ， 
(5) 再 证 (2.17)。 由 (2.38) 可 以 得 到 o(De) 一 gp(U)C 
getDU) 一 op(U)。 为 了 证 明 (2.17), 只 要 证 明 ; 
; oAUp) — op(U) DA(U) — oi(U) (2.41) 
就 可 以 了 。 
设 2eo(1) 一 op(U)， 因 而 存在 fx}CDe， yal 一 1, = 
1, 2,.…， 使 得 
timl(U — AD 一 0 (2.42) 
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念 六 一 吏 十 如 十 2 十 Pay 本 1，2，.""。 由 (2.15),，(2.16) 
知道 4&o(5~*)。 根据 (2.12)， 易 知 Ji 和 一 0。 同样 ,再 


由 于 MeVs) (在 imjs 旭 一 0 前 提 下 )， 又 从 (2.42) 得 到 


| 一 0. 因为 考察 的 是 近似 点 谱 ， 因 此 可 不 妨 设 六 为 下 列 
形式 : 

十 gis 克 一 1 2 
如 果 发 生 Him llpxll 一 0， 那 末 必 有 27€olS)( C os(0)). 显然 ， 


这 不 可 能 。 所 以 只 有 {lipxl} 不 趋 于 零 。 通过 选 子 序 列 和 乘 适当 

常数 办 法 , 还 可 进一步 假设 jpxl 一 1 不 一 1, 2 这样 ， 由 

(2.42) 就 得 到 
limll(Us 一 2Datl 一 0， 


即 26ew(Zs)， 因 为 iore(I)， 所 以 XEm(Up) 一 art)， 即 
(2.41) 成 立 。 
从 (2.15) 一 (2.17) 立即 可 得 (2.14)。 证 毕 。 
定理 22 为 [x 上 西 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 标准 分 角 
Prx 一 N 四 {Z + 2Z*}@BP, 以 及 六 个 线性 算 子 {5, Uw,s Up, C, 了 ， 
T}: $, Un C, D, 工 如 定理 2.1, 而 VU。 是 Hilbert 空间 (P,(:， 
.)) 上 西 算 子 ,而 上 和 {5, Un, Us, C, D, 7) 的 关系 如 定理 2.1 
的 2.) 一 (2.13). 
当 品 是 /7x 上 西 算 子 时 , 谱 有 如 下 等 式 ; 
oU) = a(S)Uo(S*) Uo(UN)UoUp), (2.43) 
更 准确 的 等 式 是 . 
ofS)Uc(Se)Ua(UwJ)Uar(Ue) = gplU), o(U) 一 由 
(2.44) 
af) — op(U) = olUp) —— op(U). (2.45) 
证 在 此 沿用 定理 2.1 中 记号 。 当 U 是 /17x 上 西 算 子 时 , 在 
定理 2.1 的 (IH) 中 的 Ug+C t+， 现在 不 仅 仍 成 立 ， 而且 还 有 
Ug tC st1， 由 此 可 知 ，Us 必 是 (P,《',*)) 上 西 算 子 ， 反 之 ， 
如 果 已 知 Us 是 CP,(",*) ) 上 西 算 子 , 易 知 牛 (2.9) 一 (2.13) 所 作 
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的 算 子 UU 必 是 x 上 西 算 子 . 
关于 谱 的 等 式 , 证明 的 关键 显然 是 证 明 77x 上 西 算 子 上 必 有 
o(D) 一 8B。 事实 上 ,如 果 2€o(D0), 则 Leap(U1)=op(U-)， 


即 S e os(U)，HTx 上 西 算 子 的 谱 和 点 谱 都 关于 单位 圆周 对 称 { 见 


第 二 章 推 论 4.10), 所 以 2e op(U)。 这 与 假设 4€ olU) 矛盾 。 
因此 cz 一 B88 (这 也 可 直接 由 (2.15) 证 得 )。 

办 为 oA(0) 一 $B, oA(Vy) 一 WB， 所 以 

ol(U)=o(U), olUp) ~ olUp), (2.46) 

将 (2.46) 代入 《2.15) 一 (2.17) ,立即 可 得 2.44)。(2.45)。 证 毕 . 

如 果 将 Hx 的 子 空间 按 Z，N。P，Z* 的 顺序 排列 ,从 而 Hx 上 
线性 算 子 可 以 表示 成 4 X 4 矩阵, 那 末 定理 2.1 和 定理 2.2 中 的 算 
子 


SF G 8 \Z 


U C 1N 
U= 加 (2.47) 
U, DD P 
-1* Z*. 


F ~ SC*Un, G = — SD*U,, 


B=— 3S(C*C — DD*D+2T7),T = — T*, 


贸 为 dimZ < %， 从 jordan 标准 形 理 论 知 道 ， 存 在 Zz 中 线 
性 基 {wll1 志 i 记 从 ,使 得 8 在 {zt} 下 是 上 三 角形 矩阵 。 因为 
Uw 是 (N, 一 (',*)) 上 上 西 算 子 ,所 以 存在 六 中 就 范 直 交 系 , 使 得 
Uw 成 为 对 角 化 算 于 .同样 , 当 忆 是 fx 上 将 算 子 ( 从 而 Up 是 (P， 
(…，)) 上 丁 算 子 ) ， 那 末 Zr 具有 谱 分 解 (也 是 一 种 “对 角 化 ”}， 显 
然 ， 对 于 Z”"， 必 存在 一 组 线性 基 {s 光 11 和 1 安信， 使 得 {2)}， 
{tz} 是 对 偶 族 38” 在 {#7} 之 下 成 为 下 三 角形 、 如 果 {zz} 
的 下 标 编号 i 换 为 ! 一 i, 那 末 3 也 成 为 上 三 角形 。 因此, 定 
理 2.2 实际 上 是 给 出 fx 上 西 算 子 的 三 角 模 型 . 对 于 半 殖 算 子 ,Up 
仪 是 (P,《*，*)) 上 保 四 算 子 ,但 具有 “三 角形 * 的 形式 。 
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今后 常 简写 (2.9) 一 (2.13) 为 U 一 {5S,Un,s Ups C,D,T}. 

推论 2.3 (1) 如 果 口 只 是 了 kx 上 半 西 而 非 丁 算 子 。 那 末 

(i) 闭 单位 圆 内 点 必 全 是 过 的 谱 点 ， 并且 开 单位 圆 内 最 多 除 
去 有 限 个 点 《个 数 不 超 过 天 ) 可 能 是 己 的 特征 值 外 ,其 余 都 是 已 的 
币 余 谱 . 

(站) 开 单位 贺 外 所 有 谱 点 是 的 特征 值 ， 并且 景 多 不 超过 K 
个 . 

(ID 如 果品 是 7x 上 西 算 子 ，。 那 末 不 在 单位 别 周 上 的 谱 必 是 
特征 值 , 并 且 谱 ce(Z) 关于 单位 贺 局 对 称 . 

证 (1) 因为 口 不 是 西 算 子 , 而 只 是 半 再 算 子 , 所 以 Up 只 是 
(P,(",*)) 上 保 距 算 子 , 而 不 是 西 算 子 。 从 而 ol(Vp) 是 闭 单位 
贺 ， | 

(D 如 果 14[ 过 1， 那 未 4€E olUp)。 根据 (2.15), (2.17)， 

olUp) = gq(Up) Uo Up)Coa( UV). 
由 于 开 单 位 吏 内 的 ; 决 不 是 gs 的 近似 谱 点 ,因此 当 4E0p(D0) 时 ， 
根据 (2.17) ,必然 有 1Eo:(E)， 从 而 1e or(D). 但 是 根据 (2.16) ， 
vp(U) 在 单位 区 内 的 点 是 包含 在 c(S)Uc(S-#) 中 ,由 此 易 知 
os(U) 在 单位 响 内 最 多 是 1 个 点 (1 一 dimZ). 显然 < 委 天 。 

(i) 如 果 4€olU)，|X1 > 1。 那 未 从 (2.14) 易 知 ， 只 有 
XE€o(S)Uo(S-*), 即 4€o(5)Uo (5) 由 (2.16) 可 知 , 16 
op(U)， 并 且 这 种 4 的 个 数 不 超 过 1 所 K). 

QT) 当 占 是 有 xz 上 再 算 子 时 ， 从 (2.14) 可 知 ，olU) 中 不 在 
单位 圆周 上 的 点 必 在 olS}Ucl5-*) 内 、 又 根据 (2.15), oi(U)CC 
or(Up) 一 区， 从 而 利用 (2.15), (2.16) 就 得 到 oS) Uc(8-*) 己 
op(U).。 然而 集 ol(5)Uo(5-*) 是 关于 单位 圆周 对 称 的 ， 所 以 
a(U) 关于 单位 圆 局 对 称 。 证 毕 . 

注意 ”推论 2.3 中 的 (11) 实际 上 是 第 一 章 推论 4 10 的 结论 的 
一 部 分 。 这 里 不 过 是 作为 模型 的 推论 而 已 . 

推论 24 设 U0 是 x 上 西 算 子 ,ol(U) 落 在 单位 圆 忆 上 的 充 
要 条 件 是 o(5) 一 ol(S5-*), 或 者 说 ol(§) 落 在 单位 呵 周 上 ， 
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特别 ，otU) 一 {1} 的 西 算 子 己 的 充 要 条 件 是 存在 标准 分 解 
人 x 一 六 由 127 申 2)} 申 p， 使 得 U 一 45, 1ns [ps CD T}， 而 
afS) = {1}. 
本 推论 是 显然 的 。 
以 推论 2.4 可 见 , fr 上 西 算 子 加 ,即使 只 允许 区 1 为 谱 点 ,这 
种 西 算 子 的 一 般 形式 中 也 仍 合 有 四 个 算 子 S(ot5) 一 {1}), C,D， 
T(T 一 一 了 *) 作为 "自由 参数 ”. 
推论 25 设 在 标准 分 解 x 一 N@{Z 十 Z*}@BP 之 下 , {x 
上 半 西 算 子 U ~ {S, Un, Up, C，D,、 了 }， 那 末 
(i) P 的 线性 子 空间 工 为 Up 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 
工 昌 了 是 已 的 不 变 于 空间。 
(ii) 当 如 是 西 算 子 时 ,P 了 的 闭 线 性 子 空间 工 为 Vp 的 约 化 子 空 
闻 的 充 要 条 件 是 ，Z 田 工 是 U,，U™ 风 全 认 布 这 于 空间 ， 或 者 是 
U(Z@BL) ~ ZODL. 
2. D+ ，U-: 的 模型 
推论 26 设 在 标准 分 解 JJx 一 NB{Z 十 Ze 之 下 ,了 一 
{S, Uns Us, C, D, 7T) 是 1x 上 半 西 算 子 , 那 示 在 同一 标准 分 解 
下 ，U?1 的 表达 式 如 下 : 
Uts = Slz, z€ 2Z; 
Utn = Usn — C*n, n€N; 
Utp = Ugp+ D*p, PEP,; | 
Uts* 一 St Bat— TRCS*a*— TDI se E Z*. 
特别 :如 果 乙 是 西 算 子 , 那 末 在 同一 标准 分 解 下 有 
Ut 一 1 一 13-5 Un, Us!, —UN'CS*, —UFDS*, —STS*}. 
， (2.49) 
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证 举 丁 算 子 是 有 界 的 , 因而 了 + 也 是 有 界 的 、 . 

对 任何 x, YE Hx, 由 (x*,7) 一 (0z3 Uy) = (rx, U1UY) 可 
知 , 在 弦 (U) 上 U1?=VU7"', 因此 ,只 要 给 出 统 (0) 上 的 8 
也 就 是 给 出 Cam (其 实 ， 容 易 证 明 综 (D0) 一 强 {D), 并 
Uriawwm: = 0)。 
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因为 ZC 入 (U)、Z 外 NC 统 (0)， 易 知 

Uty = Sl!z, 2€2Z,; 

Utn = Usin— SFUrsn = Un — C+*n, nEN, 
因为 U(Z@BN) 一 ZBN, 所 以 UT(ZODBN)+C(Z@BN*(=ZD 
Pp). 令 Up = PpU' |;, G' = PUt ls, 从 而 

Uip ~ Upp+ Gp, peP. 
由 于 对 性 何 2， peépP, s*€ 2 有 
(区 Utp) = (Up', p), (2*, UIp)— (Uz*, p), 
则 立即 可 知 
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U;, = U}, G' = D*, (2.51) 
再 令 站 一 PoxDUr|zr， B=PUtlz*, 和 一 PUT rr， D' 一 
PUTtiz*。 又 因为 对 任何 2 € Z，n EEN, PEP, 2s*,， zs*€ 2Z*， 有 
(zs Utzs*) =— (Uz, 2*), (n, Ute*) = (Un, x*), 
(p, Uts*) = (Up, 2*), (2*, Utz*) ma (Uz*’, z*), 
则 立即 可 以 算出 
涉 二 Sr，C 一 一 FF 也 一 Gy B= B*, (2.52) 
特别 。 当 口 是 了 kx 上 西 算 子 时 ，U 一 U+， 假 设 在 同一 个 标 
准 分 解 下 ,U1 一 {S ， Us, Us, C', D',T'}, 根据 (2.50) ,(2.51)， 
(2.52)， 易 知 5 一 S-，D 一 车 一 UR UpUFUF', C'= 
一 UXCS*,，D’' 一 一 TUzDSr， 再 根据 


全 HCHC 一 DeyD' + 2T')— BB* 
ee 半 [SCC*C 一 D*D + 27)]*, 


立即 义 可 得 到 了 一 一 STS*。 证 毕 . 

显然 , 当 U 是 半 枉 而 非 西 算 巴 时 , 统 (0U) 兰 x， 从 而 统 (Up) 
关 P。 当 pe P 日 缠 (Up) 时 ， 从 (2.48) 可 知 , Pp 一 SD*pE€ 
HV), . ; 

推论 2.7 设 在 标准 分 解 jx 一 NOB{2Z 十 Z*}BP 之 下 , U 一 
{5S, Uw; Up, C， D, T} 是 x 上 半 西 算 子 , 那 未 P 的 闭 线性 子 空 
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间 工 为 U5 的 约 化 子 空间 的 亢 要 索 件 是 ,，Z 由 工 是 已 ，D+ 的 不 变 
子 空间 . 
当然 , 对 7x 上 本 和 半 西 算 子 的 寞 式 , 还 可 以 敌 出 比 定理 2.1 
和 定理 2.2 更 为 细致 的 分 析 . 例如 ,可 以 用 根子 空间 将 如 在 Z, N， 
P 以 及 Z* 上 的 形式 作 进一步 地 分 解 。 这 将 在 今后 需要 的 时 避 再 
提 调 。 
3. 自 共 统 算 子 横 型 ”显然 ,利用 Cayley 变换 , 可 从 定理 2.2 
得 到 17x 上 自 共 频 算 子 的 模型 
: 定理 28 4 为 了 kx 上 自 共 三 算 子 的 充 蓝 条件 是 存在 标准 分 
解 Hx 一 人 N 人 1Z 十 Z} 申 p, 以 及 六 个 线性 算 子 13，4w， 4p, F， 
G, 0}, 其 中 Ss 是 (2Z,《*，'》) 线性 算 子 ; 4w 是 (N, 一 (*,*)) 
上 自 共 固 算 子 ; 4r 是 《P,《*，*)) 上 自 共 辆 算 子 ; FEF", G*,Q 是 
(2Z*,《*,，，》) 分 别 到 (Ns, 一 (*,，*)),(P,(*,'))》(Z,《*, ')) 
的 有 界 算 子 , 并 且 8 一 9* 而 4 和 {58, 4n, Ap, F, G, 0} 满 
足 如 下 关系 : 有 Re 
4 
Anm= 4N2 二 Fn, n€EN 


Ap— App t+ Gp, PE D(Ap) (9 
8 一 9 一 Frr* 十 他 可 十 QF 2 
当世 是 呈 x 上 自 共 斩 算 子 时 , 谱 有 如 下 等 式 
oA) ut UoCs Nea Ya. {2.54) 


更 细致 的 等 式 是 
< Ce 一 A * (2.55) 
oA) $B, oA) — oA) = oAp) ~ apd).: (2.56) 
， ”这 个 定理 就 不 证 明了 . 我 们 只 写 出 定理 2.2 和 定理 2.8 中 各 
个 量 之 间 的 联系 . 但 为 了 叙述 和 证 明 这 种 联系 ， 我 们 还 需 下 面 的 
引 理 。 
引 理 2.9 设 忆 是 好 上 三 算 于 ， 如 果 léop( U0), 那 示 必 存 在 
标准 分 解 好 x 一 NOD{Z 十 Z*} 引 P， 使 得 U= {s, Uns Up, C， 
D, T} 满足 Z*C 统 (1 一 0)( 进 时 还 必 有 弦 (D)C 统 (1 一 U))， 
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证 先 证 明 : 着 有 Z*C 完 (7 一 已 ), 那 末 党 (DJC 灾 (1 一 
U,), 
事实 上 ,对 任何 a**€ Z*， 因 为 2*CC 统 (1 一 U)， 所 以 必 有 
Xs 十 r 十 PP。 使 得 
sz 二 wr 十 户 ) 
=- (IT — Ss* 十 (一 BR) 二 (一 Di 一 了 xz 
-十 人 TFT 一 8S)z — Cs* — Dz'* 
— SC*Uyn’ + SD*U pp', (2.57) 
六 为 1eor(V)， 所 以 1ELoel5)UalS™*)UalUw)l]， 从 而 由 
(2.57) 得 到 zi 一 (|! 一 Sr)-tz* 一 S*(5 -一 1)-*s*， 并且 
{1 — Up)p’ = Da'* = DS*(S — TI) -1se*, {2.58) 
由 于 1ol8)。 从 上 式 可 知 过 (D)C 绝 (1 Up). 
.再 证 : 对 任何 x*& Z*， 必 有 ps* € 了 ,使 得 
ze 十 sk R(T — UU), ~ {2.59) 
事实 上 ， 由 于 1Eop(7), 所 以 1 Ea(Uwn)}， 对 任何 2"€ 2*， 
取 P 一 0 一 (UN) CS*(S— I) ts 2 1 5) (B+ 
FCS—I) Me, gi* 一 SCS— I pas = DSS 一 门 -rss 
易 知 
sep — Us*+n tt), 
即 (2.59) 成 立 . 
: 设 {#1},，{z?} -是 偶 对 {Z, Z*} 中 的 对 偶 族 . 如 令 Z'*= 
span {># 十 Px}， 显 然 Z 十 Z* 是 Tk 上 非 退 化 的 陆 线 性 子 空 
:网 ，Z 十 Z?C RI 一 U), 并 且 dim(Z 十 Zi) 一 2dimZ， 令 
Dh 一 3pen {pez), P 一 POP,,， 作 


六 一 pez 十 p27 CG = 1,2,°*.* ,1),- {2.60) 
其 中 aP a - (pp s Re 显然 
(pis + pap) 0 ii,2,, (2.61) 


记 P= tpan{p’}, 显然 ， P = FDP,, P 是 正 闭 线性 子 空 间 ， 并 
下 Pl{Z+24), POZ PBZ, 令 zZ+Z4 一 车 旨 友 是 
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(Z + ZY,《，,*)) 的 正则 分 解 , 并 在 杰 全 到 中 任 取 办 性 子 空 
间 Z"*， 使 得 {Z，2"*} 构 成 偶 对 ,并 且 Z 十 Z” 一 HL@H4. 显 
然 标准 分 解 x 一 NB{Z 十 2”*}@BP 就 满足 2”*C 统 (1 一 U) 
了 . 证 毕 . 
今后 凡是 用 到 如 上 西 算 子 的 Gayley 变换 , 特别 是 相应 的 自 
共 轿 算 子 是 无 界 时 ,如 无 特别 申明 ,总 是 到 满足 引 理 2.9 的 标准 分 
解 。 
下 面 给 出 定理 2.8 和 定理 2.2 之 间 的 联系 式 。 不 失 一 般 性 , 假 
定 一 i 不 是 自 共 思 算 子 4 的 特征 信 , 并 令 4 的 Cayley .变换 避 在 满 
足 引 理 2.9 的 标准 分 解 fx 一 N@{Z+2*}@P(Z*C 绝 (1 一 U)) 
之 下 ， U~ {Sus Un, Up, C,D, T}. 那 末 在 同一 标准 分 解 下 、 
A4= {Ss, An, /Ap, F, G, 2} 并且 
Um (A (AF), A il + UMIT—U):, (2.62) 


S4 = if+ So)M(i — So), (2.63) 
4w 一 区 1 士 UwMI 可 站 一， 
Ap 一 开赴 了 pp) Us)™ - {2.64) 


{D(AP) (I Uz)), 
Fw 2i(T — So) "SuC*UN(GT 一 DT 


Go — 2 — Sg) SD Up(T — Ue)-!, 05) 
Om— (1— So) SoLC*AnC — D*ApD 

十 27]3S8(7 一 Se。 (2.66) 

利用 (2.62) 的 第 二 式 4 一 i(1 二 0)(I 一 U0)”* 计算 出 (2.63) 一 


(2.66) 的 过 程 简 述 如 下 : 

(1) 因为 1 Eop(5), .而 op(U) 一 os)UcCS "*)}Uo UR)U 
gr(Ap)， 所 以 1€ p(5) 站 p(Uw)， 因 为 Z 和 ZZ 外 N 都 是 UU 的 不 变 
子 空间 ,所 以 Z,Z 人 鲜 N 都 是 0 一 了 工 的 不 变 子 空间 ; 叉 因 为 U 一 了 
是 单 射 ，dimZ<oo ，dimZ 十 N < 二 0， 所 以 Z,Z 人 名 N 都 是 (I 一 
U)™! 以 及 4 的 不 变 子 空间 ;但 是 ,4 是 自 共 示 的 ,因此 Z-，(Z 申 
N)+ 也 是 4 的 不 变 子 空间 . 

(11) 既然 Z 是 0，(U 一 1?"， (T+ (I 一 上 ”的 不 变 
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子 空 闻 , 由 此 易 知 (2.63) 成 立 。 

. 同样 、 因 为 2 人 BN 是 0, (UV 一 站 (十 DC 一 D) 的 
不 变 子 空间 ， 所 以 对 任何 n EN，An 一 Ann 十 Fn， 如 令 (1 一 
U)- mo 十 5s， 那 末 由 (2.47) 有 

n= (I— UY 一 也) 
= (1 — Un)s, — SC*Uwm + (1 ~— Su)z, 
由 此 可 知 ,， #1 二 (I 一 Uw) "sn, 2 一 (7 一 So) SC*UN(I— Un)'n. 
类 似 地 就 得 到 
An~= iI FE UN — Un 
= (T+ UNCT — Un) ne 
+ iSC*Unm + i(l + Su)s 
一 并 + UN)(T — Un) T's E 
+ 2i(1 一 So)-:SCrUw(I 一 Un)-in, 
即 (2.64)，(2.65) 中 网 第 一 式 都 成 立 . 

(IN) 因为 多 (A) 一 强 (1 一 VU), 而 (ZBN) 二 Z*CC 歼 (1 一 
UD(=BA), PU BA) NOIZ + 2*}B(DB( A) NPD). 
由 此 可 知 ， 对 任何 pe D(A)NMP，Ap 一 App 十 Gp (因为 (四 
Z)+ 一 Z@BP 是 4 的 不 变 子 空 阅 ), 其 中 氏 (4p) 一 狗 (G) 一 2A) 
NP, 由 于 D(A) ~ Ixr, 易 知 急 (Ap) 一 PP， 又 因为 A=A', 
所 以 4 是 Hilbert 空间 (P,〈……)) 上 对 称 算 子 ， 即 对 任何 pe 
D(Ae), 

(Apps P) = AP GP, Pp) 一 《dp。 p) 
= {ps APp) ~— {p, App). 

现在 仿 (II) 中 证 明 来 证 明 如 一 区 [十 Up} 一 U5) 

一 2i(1 一 80) VSGD*Up(7 一 Up)"*' 对 任何 .PE€ BAIND, 
(一 Up=s* 二 nn 十 PP 十 s*， 由 (2.47) 得 到 
PI~— Ui— Up 
we (To— SF*)2* — Das 一 :Cs 可 一 Bra* 
十 (7 — Up)pi+ (TT ~— Un)s + SD*U Dp, 
— SC*Unn tt (1 — So)s. 
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由 此 可 知 z 一 0 2 一 0 所 一 (一 Dip， 一 (一 So 所 一 
3D"Ur( 一 Un) bp)， 仿 (ID 就 得 到 狗 (4n) 一 (多 (4)nPC 
纪 ((1 一 了 ))、 并 且 厅 (2.54)7，(2.65)》 中 有 关 如， G 的 表达 式 . 

另 一 方面 ,显然 有 索 ((1 一 U5))C 纪 (1 一 A 
三 (1 一 Up). 

由 于 Up 是 (P, (.,')) 上 西 算 子 ， 1 oy,), 所 以 iT 十 
Up)(1 一 了 Trp)” 是 (P,《(*，*')) 上 自 共 应 算 子 , 从 而 4r 也 是 (P， 
{。,*)) 上 自 共 轿 算 子 . 

(IV) 利用 Z*C%(1 一 U), 类 似 地 计算 (1 一 上 )7z*， 则 
不 难得 到 (2.65). 

注意 ”从 (2.65) 中 并 不 能 直接 得 到 GG 是 (P, (:,:)) 一 (2Z， 
《4，。*)) 的 有 界线 性 算 子 ,但 由 于 G* 是 (Z*,( 7) 一 (P (.。 
而 dim2Z* < co， 所 以 G* 是 有 界 的 ， 亦 到 G 必 是 可 以 延 扳 
成 全 〔〈P,(.:.)) 上 定义 的 有 界线 性 算 子 。 

下 面 先 用 定理 2.8 给 出 两 个 以 后 有 用 的 推论 。 

定义 2&1 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 7, (.,-)) 上 线性 
算 子 ， 定义 域 多 (T)，4E op(T), xeEB(T), 并 且 x 是 ?级 根 
向 晤 、 称 span {( 了 一 177zl0 扫 六 委 r 一 1 是 击 * 生 成 的 的 移 
子 空间 , 记 为 V(x, +)。 当 zz 是 最 高 级 向 量 时 ， 篇 记 V(x, +r) 为 
V(x). 

推 沦 2.10 设 4 是 Ze 上 自 夫 斩 算 子 . 2 是 特征 信 , 中 (A) 是 
相应 的 根子 空间 、 那 未 

(Qi) P(A4) 中 向 量 的 最 高 阶 数 不 超过 2K 十 1， 

(i).@(4) 是 闭 线 性 子 空间 ， 

(i) @(A) 具有 分 解 B41( 4) 一 go 二 gg 是 由 8B,(A) 中 
某 些 特征 向 量 张 成 的 闭 线 性 子 空间 ，@; 是 4 的 有 跟 维 不 变 子 空 
间 。 

证 如 虹 1 是 非 实 特征 值 ,这 时 (划一 (ii) 显然 成 立 。 所 以 下 
面 不 妨 设 1 是 实 特征 值 . 

(i) 设 在 标准 分 解 [Tx 一 ND{Z 十 Z*}@BP 之 下 ，4 一 {5， 
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Ms dpy PP,， GD]. 令 2 一 Znei(4)，Ni，P 分 别 是 Hilbert 
空间 (WN, 一 (0))(P()) 上 上 自 共 恩 算 子 4wn、Ap 相应 于 1 
的 特征 子 空间 , 2* 是 2* 中 相应 于 4 的 5* 的 根子 空间 。 易 知 , 如 
果 向 量 z* 十 2 十 # 十 PE D(A)， 那 末 或 者 x* 一 0, 或 者 x*€ 
ZY 如果 z 士 3 十 pcgi4d)， 显 然 必 有 nt N1!，、P EP (注意 ， 
{Z 十 Z*}BNCGB(A4))， 对 任何 2* 十 z 十 4 十 PED(A)， 以 
及 任何 自然 数 多 (注意 D1:(4)CJB(4*))， 
(A— ii)i(s*t+ zti+nt pp) 
= 5* 一 Lt 十 加 十 力 e 站 十 六 半 。 (2.67) 
特别 , 当 多 之 天时， 

(A— AT)t(z* 二 z+ ni p= ns* 二 ps* 二 #s*。 (2.68) 
显然 、n* 十 ps* 十 #z* EEDA), 从 而 mskNi， ps*E Pi 出 雍 
可 知 , 当 1 产 1 时 ， 

(AA) 二 十 户 ) 
= (4 AT}(ns 十 pit Sa) = ys 
显然 x:E (ZNN@.(4))， 因 丽 肥 1 二 1 时， 

(A A st+nt Pp) = (A ~ Lrs, = 0. 

由 此 可 知 ， Di(4) 中 向 量 最 高 级 不 超过 2K 十 1。 


(ii) 由 (D， 
DAY = {riCA — UP tx 0 rElx}. (2.69) 
由 于 GG 是 有 界线 性 算 子 , 所 以 
RR—{plGp=0, peéP} . (2.70) 


是 闭 线 性 子 空 间 ,并且 dim(P1SR) 委 尼 一 co 显然 , 84) 中 
除去 发 中 向 量 外 ， 尚 可 能 有 形式 为 xz 或 十 gs 或 上 +sfpePiG 
及 ) 或 2* 十 5 十 9 十 P(x* 0) 等 向 量 ， 然 而 由 这 些 形式 的 向 
量 所 张 成 的 线性 子 空间 最 多 是 有 限 维 的 ,所 以 8:(4) 是 闭 线 福子 
空间 +. 

(证 ) 因为 BCB,(4), 并 且 BAR 是 有 限 维 的 ， 因此 


1) 如 果 知 道 《4 一 1404 是 闭 线 性 算 子 。 那 末 由 《3.697。(ii》 便 是 最 热 的 . 下 
一 节 中 我 们 将 证 明 《4 一 拓 )**tt 不 仅 是 闭 隐 : 而 且 是 自 共 柏 的 ， 
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四 (1) /ButA) 是 有 限 维 的 。 对 B14) 中 级 数 为 rl 滨 2) 的 最 
高 级 向 量 *， 显 然 V(x) 是 4 的 不 变 子 空间 。 用 r《w) 表示 * 的 
级 , 令 

Bi 一 span Cs)1yr(x) 2 2}, 

Di 一 span{ (A — A HV) re) > 2} 

{=span{ (A 一 41) mx| x 是 9.(A》 中 级 为 (>7) 
的 最 高 级 向 量 全 体 ]}) 
显然 ，42iC8i, 并 且 dimgi < 之。 在 Bu(4) 中 选 一 个 闭 线 性 
子 空间 go, 使 得 Bu(4) 一 外 十 2 (这 种 go 是 可 以 园 得 到 的 。 例 
如 ,取信 为 Bi 在 Bu(4) 中 按 (x,[*,*]) 的 型 交 补 了 于 空间 
即 可 )。 这 样 ，Bi(A) 一 十 Pp:， 并 满足 () 的 要 求 . 
推论 2.11 在 推论 2.19 假设 下 ， 推论 2.10 的 ( 壕 ) 中 的 分 解 
PAA) 一 Bo 十 Di 中 的 81， 是 一 覆 (其 实 是 有 限 个 ) 线 狂 无 关 的 
由 最 高 级 根 向 量 产 生 的 推移 子 空间 张 成 的 线性 于 密 阅 , 
证 由 于 

ol ‘Churiu(A)— ex (2,71) 
令 K。 是 使 得 ae(4) 一 (4) 的 m 中 最 小 的 正 整 数 ， 作 商 空 
疝 
Ti DAP 4) 一 2 3 
设 dimgx。 一 #1， 因而 存在 mn， …，*we gd4)， 它 们 都 是 级 为 
K。 的 最 高 级 向 量 , 使 得 各 ,+*-， 和 《多 ms 着 且 { 名 } 是 更 kx， 的 
线性 基 ({x1} 不 和 省 于) 显然 
| pan{f(4 — Dsli= 1, 2, 2 CD ra ), (2.72) 


和 如果 {C4 一 247)s) 在 ik A 张 


成 的 组 竹子 空间 span{ (4 二 2TY5} se x， ， 可 和 这 二 
Ke [3 Pir (A), 使 得 


gpd {CA — RLY *, [Shy 和 z.) ee, We 
: (2.73) 
再 考察 《4 一 11)xz (4d ~ Mrs (4 一 27)xzoriy 
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(4 一 47)xs, 在 于 ko-: 中 所 相应 等 价 类 张 成 的 线性 子 空间 与 x。-; 
的 关系 ,类似 地 做 下 去 , 则 不 难得 到 如 下 一 组 最 高 级 向 量 : 

T19 “5 Ta Natis “3 Fes3 3 mid19 “Tnrtis 

+ 1 KC— 1), 
它们 都 是 最 高 级 向 量 ,如 果 取 
"Di span{V(r)!{l 安安 人 + 

并 类 似 于 推论 2.10 的 ( 诈 ) 取 D(A4) 和 血 ， 易 知 分 解 8(4) 一 
Go 十 9i 就 达到 推论 2.11 的 要 求证 毕 ， 

当然 , 也 可 以 直接 把 4 限制 在 推论 2.10 中 所 作 的 有 限 维 不 变 
子 空 间 9 上 考虑 , 则 利用 Jordan 标准 形 也 可 得 到 推论 2.11。 

4 应 用 下 面 给 出 自 共 因 算 子 的 三 放 模 型 的 两 个 直接 的 应 用 .。 

定理 2.12 Hk 上 自 共 斩 算 子 4 为 有 界 的 充 杰 条 件 是 、c(4) 
是 有 界 集 . 

证 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 明 充 分 性 。 | 

由 于 ol(4) 有 界 , 所 以 数 M > 0, 对 一 切 4€o(4), | 对 和 M. 


不 妨 设 M < 十 (否则 考察 站; 4 即 可 ). 这 样 ， 二 ie e(4)， 因 


而 (2.62) 放生 由 于 UU 是 4 的 Cayley 变换 ,所 以 1Eces(Z)。 假 
设 在 标准 分 解 x 一 NOB{Z + 2Z"}@P 之 下 ,VU = {5, Uy, Us, 
CG, D, 全 }, 因而 
leér( UN Uo(S) Ua(s-*) Uas(Up). 
、 如果 1€ alUp)， 屠 来 由 (2.14) 一 (2.17) 可 知 、1€ olUp) 一 
(UD). 困 而 在 1 的 任何 环境 中 包含 cfUe) 中 无 限 个 点 ,从 而 必 


有 osm 1 (9 是 实数 )。 ”eolUs), 使 得 |ctg 也 | > M。 因为 
c(Dn)Ce(D)。 根据 Caytey 变换 的 诺 变 换 定理 《第 二 章 定理 
3.14), 一 ctg 卫 & ol 4)。 这 与 假设 矛盾 。 所 以 ，1e e(Iz)。 再 由 


(2.64)，Ay 是 〔P,(。。.))》 有 界线 性 算 子 ， 从 而 4 是 Tx 上 有 界 
线性 算 子 ， 证 毕 、 
注意 ”定理 2.12 在 一 般 的 完备 的 不 定 度 规 空 间 中 并 不 成 立 。 
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. 这 样 的 例子 将 在 第 四 章 中 给 出 . 
”不 面 给 出 Von-Neumann 的 谱 扰 动 理论 在 I: 间 空间 上 的 推广, 

引 理 2.13 设 7 一 日 .- 狼 H， 是 正则 分 解 ， 它 产生 的 内 积 为 
i[.,,]， 如 果 有 上 线性 算 子 二 是 (9, [+,*1]) 上 Hilbert-Schmidt 
算 子 (或 迹 算 子 ), 那 末 对 任何 正则 分 解 7 一 HBH%， 由 它 产生 
的 内 积 记 为 [", "了 ， 工 必 是 《7, [*,"]) 上 的 Hilbert-Schmidt 
算 子 (或 迹 算 子 ) ,并 且 在 〈P，[,，]) 和 (5 T) 上 Hifbert- 
Schmidt 范 数 (或 迹 范 数 ) 是 等 价 的 。 

证 由 [50 分 别 导出 的 范 数 记 为 0, be, 
为 它们 是 等 价 的 ， 所 以 存在 六 到 万 的 双 庙 o, 它 是 Cn 3 ] 
上 有 界 的 正 算 子 , 使 得 ， 
[x, IT 一 fox 9 x, EH, ~ (2.74) 
这 时 .v~! 存在 。 并 且 也 是 过 续 的 。 因 而 地 是 (如 [,，:]7) 到 
(7。[.，.]) 的 西 算 子 ， 

设 {ctji€ 4A} 是 (7, [-,*]) 上 完备 就 范 直 交 系 ， 因 而 
{el 一 vtei, XE 4} 是 ( 采 , [*,*]) 上 完备 就 范 直 交 系 . 由 
于 | 站 == |T*I(: 员 表示 按 和 省 的 Hilbert-Schmidt 薄 数 )》, 所 以 

= > Teil 一 > do#T or#ea lh 


< otPITo #2 = fede-#7e| 

< lv 于 四 有 
即 TE < ode-TI 
”同样 可 证 【了 此 < le 区 这 就 是 说 ， 了 也是 (17， 
[.。.]) 上 Hilbert-schmidt 算 子 。 并 凡是 与 小 贞 等 价 ， 

由 算 于 为 迹 算 子 的 充 要 条 件 是 表示 成 两 个 Hilberi-Schmidt 算 
Tg T 为 (1, [*, -]) 上 迹 算 子 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 
(了 7, [*，*]') 上 迹 算 子 。 下 面 再 证 迹 范 数 是 等 价 的 。 

7 一 T,T,,T,,T, 是 南 个 Hilbert-Schmidt 算 于 ， {exlX€ 
4}, {gle 4} 是 (7, [7]) 的 任意 两 个 完备 就 范 直 交 系 , 那 


1) 这 原 1e11s。 1 是 将 v7 sr 视 为 《7,[- s+]) 上 算 子 时 的 范 数 ， 
145 。 


Th ~ ‘sup Di lIT8:, ca] 


ey 4 


< < 人 real 于 17re) 


= | Tb 一 Taal Tl {2.75) 
显然 ， 剖 可 以 找到 一 个 分 解 T ~ TI79， 使 得 上 TI 一 ea 
(例如 , 取 下 一 (7T*T)4 7 一 UCT*T)i， 其 中 U 是 了 的 极 分 解 
了 一 ICT*T) 的 保 距 部 分 )。 
设 {gi1l2€ 4]，{cil2e 4} 是 (如, ['，']) 的 两 个 完备 就 范 
二 交 系 , 令 中 一 vgs, ei™ vi, 那 末 
Th 4 方 ) |[Taxs ex]'t 
一 sup SY [Ez$Tw~ tg eall 
titely 2 
<& | Tv t ,Ttil, 
< -wT 
在 上 式 中 取 7 一 TI，7T; 一 T3， 则 可 得 到 | 
Ta ew 寺 多 (2.76) 
同样 ,又 可 以 证 得 | 
和 7 < je (2.77) 
即 Es, -， 是 等 价 的 .证 毕 。 
根据 引 理 2.13， 我 们 引信 如 下 定义 ， 
定义 2.2 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (n, ae )) 上 有 界 
线性 算 子 ， I HB@H: 是 正则 分 解 ,由 它 导出 的 内 积 为 [。 ，…]. 
如 果 了 是 《0 [.，:]) 上 Hilbert-Schmidt 算 了 于 或 迹 算 子 ， 那 末 
称 了 是 〈, (-，')) 上 的 Hilbert-Schmidt 算 子 或 迹 算 子 . Hilbe- 
rt-Schmidt 算 子 简称 为 及 .S. 算 子 , 迹 算 子 又 称 为 核算 子 。 
定理 2.14 设 4 是 可 析 的 7x 空间 上 的 自 共 应 算 子 ， 又 设 
-外 H; 是 正则 分 解 ,由 它 导出 的 范 数 为 1 中， 那 末 ,对 任何 
8 之 0， 必 存 在 Hx 上 自 共 蜀 的 H.S, 算 子 4,， 使 得 4h 二 5， 
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并 且 4 十 4, 的 谱 全 是 特征 值 。 

证 设 在 标准 分 解 x 一 NB{2 十 Z+}@B 之 下 , 4 一 {5， 
Aw， hz, FG, 9}， 又 设 mx 一 HL@H; 是 满足 HN，H' 汪 
P 的 一 个 正则 分 解 ， 它 导出 的 范 数 为 外 . 北 。 我 们 只 要 对 上 小 证明 
定理 2.14 成 立 就 可 以 了 . 

事实 上 , 因为 4; 是 〈P, (.，-)) 上 自 共 亏 算 子 ,由 Von-Ne- 
umann 定理 , 存在 (P,(",*)) 上 自 共 乞 算 子 4p; 4pl; 之 8， 
并 且 如 十 4 的 谱 全 是 特征 值 ， 在 17x 的 上 述 标准 分 解 下 作 算 
子 4 一 10,0, du, 0, 0, 0}]。 显然, 41 是 Tx 上 自 共 轩 算 子 ,并 
且 j4 玉 < 一 s。 再 由 定理 2.8， 立 即 可 知 o(4 十 41) 一 op(4 十 
A), 证 毕 。 

为 了 以 后 应 用 的 方便 。 我 们 给 出 下 面 的 定理 ，， 

定理 2.15 设 4 是 人 7k 空间 上 自 共 绩 算 子 ， N 多 Z 是 4 的 一 
个 天 维 半 负 不 变 子 空间 , 那 末 。“ 

(i) 必 存 在 标准 分 解 Te ~ NGHZ + Z*}@P， 使 得 4 在 这 
个 标准 分 解 下 ，4 一 {$, Aw, dr, BF， G, 0}. 

(iD) 对 于 Pu 的 任何 标准 分 解 TIx 一 六 田 {Z 十 2Z*}@P， 
只 要 N'@Z' 一 N@Z， 并 且 Z*C G(4)， 那 末 在 这 个 分 解 下 。 
就 有 和 一 13 Aw's 4p F', G', 9'}. 

注意 这 里 K 维 半 负 不 变 子 空间 是 事先 给 定 的 。 证 明 本 定理 
的 方法 之 一 是 用 Cayley 变换 ,N 田 Z 便 成 为 0 算 子 (4 的 Cayley 变 
换 ) 不 变 于 空间 ,和 用品 的 三 角 模 型 和 引 理 2.9, 可 以 适当 选取 2* 
@P, 使 得 Z*C 家 (1 一 0)( 一 络 (4))， 并 且 Tx 一 N@{Z+Z*}@ 
P 成 为 标准 分 解 ,再 用 Cayley 逆 变换 就 得 到 (i)， 同 样 ,因为 已 知 
Z*wC 2(4), 所 以 Z*C 纪 (1 一 U)， 利 用 Cayley 萄 变换 便 知 ， 
4r, 是 《(P，('，*)) 上 自 共 罗 算 于 ,并且 (ii) 成 立 。 证 明 本 定理 
的 另 一 个 方法 就 是 直接 证 明 .例如 证 明 (i)， 就 是 想法 适当 选 Z*， 
P， 然 后 证 明 4 在 P 上 的 限制 4 是 〈P, (.。.)) 上 自 共 簿 算 子 . 
这 样 ，(i 就 成 为 (1) 的 直接 推论 。 
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$3 自 共 罗 算 子 的 开 根 


在 Hilbert 空间 中 , 利 期 谱 分 解 可 以 讨论 自 江 轿 算 子 的 开 根 ， 
例如 Hilbert 空间 上 半 正 自 共 弦 算 子 4， 总 存在 自 共 轿 算 子 4,， 
使 得 有 一 4。 如果 再 要 求 ol(41) 一 {V 12ec(4)}， 那 末 满 
是 这 种 要 求 的 平方 根 是 唯一 的 .在 一 般 不 定 度 填空 间 中 昌 可 形式 
地 引信 半 正 自 共 思 算 子 ， 但 它 已 失去 Hilbert 空间 上 半 正 算 子 的 
重要 性 质 。 所 以 在 一 般 不 定 度 规 空间 中 讨论 自 共 固 算 子 的 平方 根 
并 非 易 事 。 在 本 节 中 将 用 $2 给 出 的 自 共 示 算 子 的 神 型 来 讨论 自 
共 示 算 子 的 平方 根 问 题 ， 

1. 乘 方 ” 讨论 自 共 罗 算 子 的 开 方 之 前 先 讨 论 乘 方 . 

首先 注意 ,在 普通 Hilbert 空间 中 ,一 个 非 零 稠 定 算 子 4 可 能 
有 名 (4) 二 {4}. 而 对 于 FTx 空间 ， 自 共 辑 算 子 4 在 标准 分 解 
Tx 一 NBLIZ 十 Z*}BP 之 下 为 {5, An,; 4r 上 F, G, 8}， 如 果 
4 是 无 界 的 ,完全 可 能 2Z” 中 没有 向 量 尾 于 名 (4)。 下面 就 是 一 
例 。 

例 31 . 设 mr 一 4Z 十 2 是 标准 分 解 , 而 且 ?一 
L2[0，1j]，dim Z 一 1， (zy 2*) 一 1(z€2Z,s*E2Z*), 令 A 在 这 
个 标准 分 解 之 下 为 {3， Aps G, OF 一 {0, Ap, Gs 0}, 其 中 As 如 
下 : 


Ap: 共有 上 -> 二 102), 


1 BA4n) (= {el ls), + se 00, 11}). WW 


而 算 子 G 取 法 如 下 ， 对 任何 1e 2(4p)，Gf 一 (jf, 和)z， 这 里 的 
hl) € Z2[0.1] ,但 二 加 (DEL0, 11. 从 CF, f) ~ (Gf, 2*)—(f, 
G*z*)， 立 即 推出 G*2* 一 办 ， 由 此 可 知 4z* 一 G*at 一 大， 但 
因为 二 JDELE0, 1 所 以 hE 多 (41)， 从 而 rE2(4). 
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虽然 有 上 例 ,但 仍 与 Hilbett 空间 一 样 ,有 站 下 定理 。  “. 

定理 3.1 设 4 是 万 kx 上 自 共 坦 算 子 , 那 末 4 必 是 好 x 上 让 
共 轿 算 子 ,并 且 必 存在 某 个 标准 分 解 Jk 一 N@B{1Z 十 Z*}@BP. 在 
这 个 分 解 下 ， 4 一 {5S, An, dp 了 Gy 900， 在 一 【3 和， A}, 
SF + FAn, SG 十 Gd OS* + SO+ GOG* — FEF*}. 

证 因 4 一 41， 所 以 存在 标准 分 解 Tx 一 六 四 1Z 十 Z3 国 
Pp, 使 得 4 二 {5， An,Ap,,G,8}。 下 面 分 两 步 来 证 明 -至 一 全 + 

(I) 先 证 对 任何 自然 数 s, gB2(4") 在 ix 中 稠密 ,事实 上 ， 
由 于 dim(N 巾 Z) 一 KK, 并且 4(N@Z)GNBZ, 所 以 NBZC 

多 (4)， 而 对 任何 x€ 名 (4p), 由 于 儿 (G)? 了 (49)， 所 以 
当 x€ 哎 (4) 时 ，Apx€ 2HG),， 并 且 
Ar = Apx + Gx, Ax = ALt+ GApx + SGx, (3.2) 
由 此 可 知 、 久 (A3)CC D(A). 

令 4 人 Ga 是 谱 分 解 ， 记忆 一 CE。 — EE)+ (E.,— 
E-。)， 对 任何 z* & ee Ge cp， 原 然 {1 一 PG*s*€ 
细 ， (48),， 夺 一 1,2,.…。 令 x 一 一 AFP,G*z*， 显然 ze 
多 ` (A,). 由 此 得 到 | 

Apr* tt Gra* om {1 — PG*z*( € D(A$), 这 一 1， 2,. + ), 
(3.3) 
因为 (参见 本 章 (2.53) 式 ) 
人 A(x 十 2) 一 Aprx* 十 G*z* 十 S*z* 十 Qa* 一 Fz* 十 Gx*， 
(3.4) 
上 式 中 右边 后 四 项 属于 D(4)， 再 注意 到 (3.3)， 本 答 到 2x* 十 
zy CE WBA). 

任 取 中 线性 基 难过 (< 委 兵 )， 对 每 个 六 按 上 面 
配 以 六 ， 使 得 地 十 zf (LH), 这样 Z* 一 span{s# 十 #4} 己 
多 (2).。 显然 ,Tx 中 的 黎 密 乐 NB{Z 十 Z*} 上 多 (A3)C 


1) 其 实 ,G 是 CP， (-，-)) 到 《Z，《* ，">) 的 有 界线 性 算 子 ( 它 绚 全 20G) 二 P) 
参见 本 章 $2 的 (2.62) 一 《2,66) 式 岳 约 说 明 . 
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多 (省 )， 从 而 生 是 太 上 秋 定 的 ， 
继续 类 似 地 做 下 去 ,就 得 到 对 任何 自然 数 4 A* 在 上 Hx 上 是 
移 定 的 算 子 "。 
(1) 证 明 人 一 4241。 对 任何 自然 数 s， 显 然 4"C(A4")'， 
即 4" 是 对 称 的 ,特别 CA4**。 因 此 ,A 4 在 上 半 开 平面 和 下 半 
开平 面 中 最 多 只 有 有 限 个 特征 值 ( 见 第 二 章 定理 1.6 的 《ii))， 从 


而 存在 实数 对 (p, 6),p > 0, ge (0, x), 使 得 VV Pe, 一 Vp- 


< 过 都 不 是 4 的 特征 值 , 而 pe+% 都 不 是 4 的 特征 值 . 
由 于 对 任何 *e 多 (4)， 


(A 一 petiof)x = (4+ MV pe*tr) (A— AT (3.5) 


所 以 鹏 (一 pese 站 一 (4 Voe dN) A Vpetr). 
DA). ee 吏 ( 人 一 pet”1) 一 JJx， 那 末 算 子 

~ CA pedT)(A? — pe tt) 
便 是 西 算 子 ， 证 全 一 个 ( 见 第 二 章 推论 3.5). 

今 证 明 绽 ( 斤 一 pe*1) 一 Tr: 因为 WV Pe feo, (4), 
所 以 士 V Pe 了 Eo(S)Ua(4n), 而 Z，N 四 Z 是 4 的 两 个 有 限 维 
不 变 子 空间 ,所 以 

《全 一 pe1)Z ~ 2, (A'— pe NDZ) = NOZ, (3.6) 
即 NBZC 统 (4A1 一 pe”1)， 对 任何 pe 多 (A3)，z 《2Z， 册 于 
《和 一 perI)(p Ts) ~ (AL — pe )p + GApp 

十 SG 十 【 果 一 pe*1)s, - (3.7) 
那 未 对 于 给 定 的 PE BDB(A8)， 如 梨 取 > 一 一 (3 一 pc) 。 
(GAp? 十 SGP)， 并 注意 到 宠 (好 一 pe31) 一 已 似 及 (3.6)， 立 
妈 有 . 
《4 一 pe 四 7 由 号 (全 )) 一 NOBZOP., (3.8) 


1) 显然 ，A"(s 字 3) 是 笑 定 算 于 的 结论 ， 也 可 以 作为 <JIx 上 自 共 固 算 于 4 的 和 
也 必 是 窒 共 棋 算 于 ”这 个 结论 的 宣 搁 稚 论 ， 
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利用 人 中 所 证 明 的 事实 ,对 任何 z*& Z*， 可 适当 配 以 一 3 一 
he *。 使 得 x* 十 sk 纺 ({A1}， 从 而 
> 一 pe 中 (ss 十 2*) = (5 pel)s* 
piri zs, g (3.9) 
其 中 pn 二 + zt NODZODP， 再 利用 (3.8}), 易 知 必 存 在 wr 十 z' 十 
P'E NBDZ 鲜 必 (A5)， 使 得 
(A — pe®T)(x* + sr 二) Sp), 

i (3.10) 
但 VPeeo(5*)， 所 以 《S" 一 pe*1)Z* 一 Z*。 再 注意 到 
多 (CB(A4)， 因 而 人 (A 一 pe DNOIZ 十 Z* 中 P. 

同样 ,用 一 6 代 普 上 面 的 98, 就 得 到 哆 (4 一 pce”*1) 一 [x. 
这 样 ,就 证 明了 4 是 中 x 上 自 共 固 算 于 .。 
(ID 证 明 如 , 4 具有 公共 的 标准 分 解 Hx 一 N@B{Z 十 Z*} 外 


一 如 一 _i8 本 
P; 令 Us 一 (4 十 W peTI)(A4 W pe I, Um {Af—pet). 
(12 ~ pe-41): 显然 ,Us 都 是 x 上 西 竺 于， 由 于 
UU_=(4+ V Pel) (4+ V pe $1) 
- (4 一 V Pet1)(4— We 全 站 = 
二 Vpedi) 
AF VPS) Vp) 
U0, Js (3.11) 
同样 ,0-0, 一 5， 即 U,， 1-， 忆 彼此 可 交换 ,从 而 对 U+, U-， 
存在 公共 的 标准 分 解 Tx 一 N 由 {12Z 十 2 )@F 利用 yg 
变换 ,就 得 到 在 这 个 标准 分 解 下 ， 
Ee {5, wy dr FE， G, 0}, 


人 


1》 这 个 等 式 中 用 到 下 列 者 式 : (A4+V Ge- LAWPae1]|ac4 一 (4 一 
VPeANCA VA-t|gny, . 

2) 当然 ， 这 里 要 求 Z+CC2BC4D)N BC4))、 即 要求 2*cCBCA4), 大 此，Z* 脂 
清 足 2*G BC 一 UU)， 计 戌 是 可 以 徽 到 的 : 见 本 章 引 理 2.9。 
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“A {5,, Awi -Am, BR,， 6 8， Fi 
注意 到 VB1Z + ZCB(4A)， 经 直接 计算 不 难得 到 


Si Au Ms, dp ~— 4}, (3.12) 
PF SF+ Fdy, GG = 586+ GA,, (3.13) 
0 = 05* 4 SOF GG*— PREY, . (3,14) 


定理 证 毕 . 
推论 3.2 4 是 /fx 上 自 共 绒 算 子 ， 那 未 . oA) 2 {Pl 
oA)}). . 
证 ” 利 骨 定理 3.1 和 谱 的 等 式 ( 见 本 章 定理 2.8 中 (2.54) 式 )， 
o(A) olS) Uo( An) Uol As) Ua(s*), 
7 AA) oF) Uo A Uo(AD Ua(s™), 
立即 得 到 本 推论 的 结论 。 证 举 ， 
定理 3t 座 及 椎 论 3.2 可 以 推广 到 任意 污 方 情况 . 
定理 3.3 落 4 是 JT 上 和 突 共 饭 算 于 , 则 下 列 命 题 成 立 : 
(i) 对 任何 自然 数 a，4" 是 中 kx 上 自 共 邦 算 子 , 并 肝 
4) {le oA)}. (3.16) 
{ii) 存在 标准 分 角 Nx = Not2 十 Z*} 狼 P， 使 下 式 成 立 ; 
44 一 -地 4 4 bp SB AH 


We Ea i 
D3 SGAN, 3 SOS4h-tt 
t=0 4 
一 >， S(FANF* + GA We 
7 

. = 1, 2, : a 17} 

特别 ,如 果 DA) i 那 未 对 使 二 具有 形 为 {8, An, Ap, F, 

G ,0} 的 标准 分 解 fix 一 NDB12Z 儿 2Z*}@BP; (3.17) 必 成 立 . 

本 定理 可 先 优 定 理 3.1 及 推论 3.2 的 证 明 得 到 (i)， 利 用 4" 
是 自 共 轿 算 子 移 事实 ,再 信 定 理 3. 的 证 明 申 的 (HI)， 知道 如 的 
Cayiey 变换 Uw 必 是 4 的 某 = 个 Cayley 变换 UCi 一 1; 2,…， 
4) 的 积 ， 0 一 UiU…08Y。， 和 注意 {Un 一 1 2,…， 

“56 


. {3.15) 


一 1,2,-…， 71} 是 彼此 可 交换 的 ， 根 据 51 定 理 1.18 及 第 二 章 
§ 3 定理 3.14 的 (i)， 立 即 可 知 (ii) 成 立 ， 

推论 3.4 设 4 是 Hx 上 自 共 思 9 算 子 ， 

(i) 如 果 4 是 无 界 的 , 那 末 对 任何 自然 数 x, 4" 也 是 无 界 的 . 

《i 如 果 4 是 广义 需 零 算 子 ?. 那 末 4 必 是 罕 零 算 子 ， 

” ”证 由 于 4 无 界 等 价 于 ov(4) 无 界 ， 从 定理 3.3 的 (i) 立即 
- 可知, 推论 中 的 (i) 是 显然 的 . 

当 4 是 广义 敌 零 时 ，o(4) 一 {01， 因 而 存在 一 个 标准 分 解 
x 一 NB{Z 十 Z*}BP。 在 这 个 分 解 之 下 , A 一 {5, An, dp， 
F, G, 8} 中 的 An 一 90, A 一 0, ao(5) 一 {0}， 从 而 sE 一 0. 
再 由 (3.17) 可 知 ，4** 一 即 4 是 元 零 算 了 从 而 (ii 成 立 ， 
证 毕 。 

2. 乎 方 根 “我们 只 讨论 自 共生 算 子 的 自 共 统 平 方 根 . 

定义 3:4 设 4 是 Prx 空间 上 自 共 思 算 子 。 如 果 存 在 咎 共 斩 
算 子 4,, 使 得 人 一 4， 那 未 称 4, 是 4 的 自 共 圈 平方 柜 .。 

引 理 3.5 设 4 是 1x 空间 上 有 界 自 共 频 算 子 -如果 外 是 
4 的 自 共 乞 平 方 根 , 那 末 心 必 是 有 界 的 ， 

. 证 根据 定理 2.12 知道 ，c( 4) 是 有 界 集 .. 再 根据 定理 3.1， 
{4Eo(41)} = a(4)， 从 而 ol 41) 必 是 有 界 集 。 再 根据 定理 
2.12, 便 知道 4, 是 有 界 的 。 证 毕 . 

引 理 3.6 设 Ijx 一 NOB{Z 十 Z*T9P 是 标准 分 解 ， 在 这 个 
分 解 下 ， 自 共 奖 算 子 4 一 {5, Aw, 45, F, G, 0}. 当 {2Z, 2*} 
中 对 侦 基 {zr}，{ zy*} 换 为 对 偶 基 《zj，{ zyi 时 ， 如 记 基 变换 
为 了 :ziF>a (i 一 1,2,…，1, 1 一 dimZ)， 那 末 8 在 {si}， 
{zs} 下 为 : : . 
| 0 = TOT*, (3.18} 
证 令 工 : sfF>sz 一 1,2,-*…, 1:， 利 用 

zi sf) = B= (1,28) si 1 2 (3.19) 


1)“ 广 义 宕 零 敌 于 ”是 指 谱 仅 含 一 个 点 0 的 线性 算 于 ， 
”157， 


一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 -rr 一 一 一 一 -一 一 一 -mm -rear 一 一 一 


得 到 上 一 了 T-*。 再 由 
? 
eh we OL er > 了 Oz} = > THOuUT 
1 


1m] 
1 


一 > TY#Ou7nkz50， (3.20) 


ml 


有 9 一 T97”. 

在 讨论 自 共 生 算 子 在 什么 条 件 下 才 有 自 共 思平 方 根 之 前 ， 先 
给 一 些 例 子 说 明确 有 宫 共 斩 算 子 ,没有 自 苍 平方根。 

例 3.2 设 4 是 ix 空间 上 线性 算 子 ， 并 且 对 一 切 x & Hx， 
(4xy *) 之 0， 即 使 4 是 有 界 的 (这 时 ,4 必 是 自 共 轿 的 )， 也 不 存 
在 自 共 罗 的 平方 根 的 例子 如 下 ; 

设 fx ~ {2 十 Z*}@BP 是 标准 分 解 ，dimZ 一 KK， 作 4 一 
A G, 8j:S 一 0， 9 一 0，4dp 是 (P,(,，')). 上 有 界 正 算 

子 , 但 0gor(dp)，2 一 cl (6 注意 , 工 在 对 偶 基 
{51),{s7} 之 下 表示 : 矿 上 >al (i 一 1，2,……, 民 )。 下 面 证 明 
如 此 作出 的 自 共 示 算 子 4 没 有 自 共 辆 平方 根 。 : 

证 ”假如 不 对 ,有 和 所 共生 算 子 4,, 使 得 4: 一 4。 由 引 理 3.5， 
上 省 是 有 界 的 。 显然 ， 相 应 于 0 的 4 的 特征 子 空间 就 是 Z,. 由 于 
有 一 4 记 以 如 与 4 可 交换 , 因而 2 是 4. 的 K 维 半 负 不 变 子 空 
间 。 这 样 ， 在 标准 分 解 Tx 一 {Z 十 Z*}@BP 之 下 s 4, = {5,， 
Aps Gs 94}, 而 县 ( 见 定 理 3.1) : 

导 一 SS， A A,, 【3.21) 

"SGT GAp= 0 SO OS 0O— GOr. 《3.22) 
由 于 Ah = Ap> 0， 所 以 Ndp) 2 .| 一 {0}, 由 于 
引 一 S 一 0， 所 以 a(5.) = 10}， 从 而 ZCDASD(GBA5,) 是 3 相 
应 于 .0 的 根子 空间 ), 并 且 Z 中 向 量 为 二 级 根 向 量 。 因此, 存在 Z 
的 线性 基 


了 2 EN Zs “ys Blotan {ht 2m 一 K), 


1) 这 里 TH 了 者 。84 是 在 相应 对 肖 基 之 下 线性 变 禹 了， T*，9 的 矩阵 表示 中 炬 
阵 元 。 
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,使得 
1 S21 = 0, f= ,2,0 do jorant1 (HO, 1,-**, 1m— 1), 
Siz1ot2n ba Za -19 好 一 12 77。 

因为 G, 是 《P,(，')) 到 〈Z，《…， 2 的 有 界线 性 算 子 ,所 
以 GL 可 以 表示 成 


{3.23) 


GP 一 > (ps 分)z7y | (3.24) 
其 中 加 ，。、…, yx 是 P 了 中 由 G4 所 决定 的 一 组 向 量 。 显然 G, 一 > 
(ys en yz) 是 线性 同 构 ,今后 简写 为 G, 一 (1,，…*s 六 )、 由 
【3.22) 的 第 一 式 得 到 对 任何 p & P， 
即 《SiC， 号 GiAp)p 一 0， 


二 《pb yi)S12! 十 > (Apip, 为)2 一 0, PEP, (325) 


利用 (3. 23), 由 上 式 便 得 到 对 一 切 pe Pp, 
(ps Apiyi) = CApp, Fi) = 0, < 
i 1, 2 二 20 一 上 2， 人)。、【〔〈3.26) 
(Py Yint Apyi} 0, 
1 一 十 2 一 上 (一 上 2 7) - (3.27) 
由 于 NLAm) 一 10}， 从 (3.26) 就 得 到 : 
太一 0 i= ,2 oslo 2n (no 1,2,..., m). (3.28) 
再 利用 (3.28), 又 从 (3.27) 3 0, imht+ ln i(n=1, 
2。-…y 2m), 好 Gi (I) 0. 
在 把 对 侦 基 {27}，{z7'} ep 视 为 同一 个 ， 由 (3.23) 
得 到 | 
CzF’, (SQ, + QS )zF YS , Oz8'> + We Ost27> = 0, 
l ed ei sd 2,-**,m), (3.29) 
加 记 了 :zi 一 > zi 一 1,2,.…, K), 5i 昌 26 有 0 一 oT7"， 
因为 了 是 非 机 的 .所 以 对 每 小 51 
(TT*2¥’, zf'Y oo CTRa' THot’y ae 0, 人 (3.30) 
注意 到 G 一 0， 从 (3.22) 易 知 (3.29) 与 (3.30) 是 矛盾 的 。 从 
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而 不 可 能 有 自 共 朱 算 子 4,, 使 得 4 一 4， 证 毕 ， 

其 实 , 上 例 说 明 ， 一 个 自 共 思 算 子 4, 如 果 相 应 于 0 的 特征 学 
空间 是 退化 的 , 那 末 一 般 说 来 , 4 不 能 有 自 共 纯 的 平方 根 . 

此 外 , 对 于 fx 空间 上 含有 负 实 谱 的 自 共 辑 算 子 ， 如 果 相 应 
于 某 个 负 实 谱 的 特征 子 空间 是 一 维 时 ， 它 显然 也 不 可 能 有 自 共 罗 
平方 根 。 

下 面 先 给 出 Tx 上 自称 术 算 子 4 存在 自 共 斩 平 方 根 的 充 要 
条 件 ， 

定理 3.7 设 4 是 zx 空间 上 自 共 圈 算 子 。 如 果 4 有 自 夫 斩 
的 平方 根 , 那 未 

(i) 4 的 负 实 谱 必 是 特征 值 . 

(i 对 4 的 每 个 负 特 征 值 。 相 应 的 根子 空间 gx(4) 必 是 非 
退 北 的 ,并 且 (4) 的 极 大 正和 极 大 负 子 空间 维 数 必 相 等 . 

( 才 ) 4 的 负 特 征 值 只 有 有 限 个 ,个 数 不 超 过 天 。 

(iv) 对 每 个 负 特 征 值 1、 有 分 解 Bat4) = 二 9', 其 中 
G'span {V(s)|xE $1(A4)}， 而 对 每 个 最 高 级 向 量 xe ga(4d)， 
V(x) 是 零 性 子 空间 , 且 存 在 相应 的 最 高 级 向 量 y， 使 得 VCx) 十 
VLy) 是 非 壳 化 的 ， 而 {(4 一 11)9z+，{T(C4 一 47)9yj 构成 对 
偶 族 ,其 中 "是 x, 也 是 > 的 级 . 8。C@n(4)，9。 是 非 退 化 并 具有 
相同 维 数 的 极 大 正和 极 大 负 子 空间 . 

反之 ， 如 果 自 共 印 算 子 的 负 实 谱 满 足 (让 一 (iv), 并 县 在 
(span {2:(4)11 < 0j) 具有 自 共 斩 平 方 根 、 那 末 4 在 Tx 上 必 
有 自 共 思 平 方 根 。 
证 先 设 4 有 自 共 示 的 平方 根 4,。 下面 证 朋 (i) 一 (iy) 是 必 
要 的 。 

”人 GD 由 于 c(4? 一 ol(A4)， 所 以 只 有 4 的 纯 虚 数 特征 值 2， 
才 有 < 4G， 但 4 的 纯 虚 数 特征 值 是 有 限 个 ， 从 而 4 的 负 谱 点 
只 有 有 限 个 ,并 且 每 个 负 谱 点 必 是 特征 值 . 

(ii) 设 1 是 4 的 负 特征 值 . 显 然 ， 士 Wie os(41)， 并 且 
对 任何 x€ Bymi(A) TD vt AD， 必 存 在 充分 大 的 自然 数 49, 使 
* N600 


一 一 -一 ,一 = orereeevessseo er 一 一 


得 (注意 ， Pm A CD AN), 时 mn 2,: ') 
0 一 (4 一 VD 二 Wasz 一 (和 一 21)9z，(3.31) 
外 Byrmr(A) TD vA CPD(A), 

反之 ,出 于 非 退 化 的 闲 线 性 子 空间 Dviii(A1) 干 人 -vm:(A1)( 见 
第 二 章 定理 4.6 和 推论 4.7) 是 4, 的 不 变 子 空间 ,所 雇 , 一 {Bye 
(40) 十 $vnis(41)): 也 是 44 的 不 变 子 空间 . 显然 二 V12li 是 
4 的 正则 点 ,从 而 对 和 钙 何 自然 数 9, 以 及 非 零 向 量 ytE 工作 多 
(A*), . 

(A~ Uy CAs — VN (A + VANiT)ty Se 0 

天 一 1，2， 9. ~ 《3.321 

出 此 可 知 ，gBh(C4JCBvii( Ad) 二-vin A1). 

”最 然 , {完备 ) 子 空间 人 中 极 太 正和 极 
大 仙子 空间 维 数 相等 . 

(这) 是 人 的 直接 推论 ， 

(iv) 视 B24) 二 Byin:(41) 十 9_vii(41) 为 ix 型 空间 , 显 


然 这 个 分 解 是 〈9:(4),("，)》 的 标准 分 解 : 令 如 |。 ci 为 5 


那 未 411。 ,i 便 是 下， 利用 S, 以 及 Sf 相应 的 Jordan 标准 
形 , 易 知 (iv) 成 立 . 

反之 ， 如 果 (GD 一 (iy) 成 立 。 那 未 对 4 的 每 个 负 特 征 值 4， 在 
VC 十 VCy) 上 4 的 形式 如 下 : 


4 1 0 1 0 
1 二 
4lro-| “| ao 一 | “| G33) 


,1 
VOD 1 O 
取 .4 在 V(x), VCy) 上 分 别 为 
| i 生生 
2xi ni 一 Alrs, 
4 (3.34) 
好 von -天 中 ; nl > ed Alyoyy dn, 


s16l= 


其 中 积分 的 力道 是 包含 点 的 加 在 9, 上 取 4; 为 


A: go > 7 |4 1so, Zo€ Z,, 
sr> iV ltl, st Zr 


易 知 这 样 所 作 的 4,， 在 每 个 非 退 化 闲 线性 子 空间 Vs( 4) 上 是 自 
共 轿 ， 并 且 蛋 一 4。 再 利用 gu(4) 上 gu(4) 对 任何 负 特 征 值 
4, 和 4 成 立 以 及 在 《 @@ pi(4))+ 上 4 存在 自 共 锯 平方根 , 易 知 4 


在 [x 上 必 有 自 共 轿 平 方 根 . 证 毕 . 

定理 3.7 实质 上 是 给 出 仅 含 负 谱 的 自 共 轿 算 子 的 自 共 元 平 
方 根 存 在 的 充 要 和 条件。 下面 讨论 o(4)c[09, co) 的 自 共 斩 算 子 
4 的 平方 根 。 

定理 3.8 设 4 是 Jk 空间 上 自 共 思 算 子 ，.o(A4)C[0, co)， 
如 果 0Ec,(4)， 或 盟 0€ op(4)， 但 站 应 的 特征 子 空间 Gor(4) 
是 一 维 非 退 化 的 。 那 末 ，4 必 有 自 共 罗 的 平方根 4,。 如果 要 求 
a(Ai) 一 {V414e ol(A4)}， 那 末 在 0Eos(4)， 或 -0eor(4) 但 
dim@Bu(A4) 一 1 时 ,4 的 自 共 轿 平方 根 是 唯一 的 . 

证 证 明 存在 性 : 当 0e co*(4) 时 ， 由 假设 闭 线性 子 空间 
Put 4) 是 非 退 化 的 ， 从 而 Hr~= P(AIPBPu(A). 显然 ， 
RUACODn( A):, 和 如 在 Dul A) 上 取 4 一 0， 则 只 取 证 明 在 {Tx 
型 空间 Bu(A)+ 上 4 有 自 共 酌 平 方 根 即 可 。 所 以 下 面 不 护 设 0E 
ap( 4A), 

设 4 在 标准 分 解 JJk 一 YN 四 1Z 十 Z*]BP 之 下 为 {5, Ay， 
Ar, F, C， 0}, 由 假设 

eeof3) Uo( Aw) Uop(Ap) (0(S) = al5*)), 
oS)}Uo(An) Uo Ap) CEN, 00), 
下 面 证 明 在 上 述 标准 分 解 下 必 有 某 个 自 共 斩 算 子 4, 一 {5,, Ami， 
4n，RF，G， 0 使 得 4 一 4， 并 且 A Ve 
o(A)}., 
取 An 一 V4hr，Anws 一 VAn， 对 任何 Jordan 单据 
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(3.35) 


{3.36) 


了 一 i1x0, 

。。 1 

0 1 
易 知 必 有 ,使 得 Ti 一 了 , 且 Ti 是 上 三 角 阵 ;并 且 , 当 1 > 0 时 ， 
7 的 主 对 角 线 上 可 以 全 取 成 数 .V 1 ， 并 且 这 样 的 7, 是 唯一 的 ， 

据 此 ， 对 于 Z 上 的 算 子 S, 必 有 2 上 唯一 算 子 5,， 使 得 

引 一 So(5 = {V 1 12e 0(5)}. (3.37) 
令 {a:) 是 Z 上 一 个 线性 基 ， 在 这 个 基 下 ，5 成 为 Jordan 块 
形式 .利用 标准 型 来 解 下 列 算 子 方程 中 Fu, Gu 8,， 
FIV Aw thP=F, GVAs +SG = G, (3.38) 
S01 + QS 0 = GG 十 FF#, (3. 39) 


解 Fi: 令 Fy 一 > 《9 ys Fn = > (ay xm (nN, 
一 dimZ ) ， 那 末 从 (3. 38) 的 第 一 一 方程 中 解 册 F,, 等 价 于 从 下 列 
方程 中 解 出 (x, 2 ”3 x 站， 


Si 3 {ns Xi); 二 > (V Awns rs 


一 > (ns ys HEN, | (3.40) 


如 果 视 {wy} 是 形式 上 的 线性 无 关 向 量 , 并 视 {4}，{s 人 } 为 形式 
对 偶 族 , 易 知 


5 时 (ns x = (t,x) S12: 一 到 (n, SFx) 2 (3.41) 
(上 式 也 可 用 基 {s;} 之 下 的 -S: 的 矩阵 形式 (5u) 计算 得 到 ). 这 
样 ，(3.40) 等 价 于 加 网 

(St + VA m1,2,...,1). (3.42) 
注意 5 在 {z'} 下 已 成 为 Jordan 块 形式 ， 为 叙述 方便 ,不 
妨 假 设 5; 是 单 块 ,从 而 学 在 {x1} 之 下 的 形式 是 
* A632 


1 Va ~ 
1 上 Ea 
*. V1 
0D. 1 人 
这 样 ,从 方程 (3.42) 立即 可 依次 唯一 地 解 出 zy xf- ya 
于 (V 4 十 AT 《3.43》 


rm (V ATAWTDTO 一 zs < 委 门 . 

对 于 5 是 多 块 的 情况 ,完全 类 似 地 可 以 从 方程 (3.42) 中 得 到 唯一 
的 解 (x1, … zh) 

闻 样 ， 对 给 定 的 G, 从 方程 G1V 4 十 5.G, 一 G 中 可 唯一 地 解 
出 @. 

由 于 ,ao(sz) 二 o($1) 是 正 数 棠 ,所 以 对 给 定 的 2D, ,G1, 从 
(3.39) 中 可 唯一 地 解 出 9,。 又 因为 9# 也 适合 (3.39)， 根 据 解 的 
唯一 福 , 还 有 Q. 一 QO#*. 

为 了 证 明定 理 中 有 关 唯 一 性 的 结论 , 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 于 3.9 在 Jkx 空间 上 ,满足 4 一 1 cg)c[0,oo) 的 
自 共 罗 算 子 4, 是 唯一 的 4 一 了。 

证 设 A44 满 足 人 一 1 a(4) C0, oo)。 对 于 41， 存在 标 
准 分 解 Tx ns NODI{Z 下 Z*}DP, 使 得 4 一 1S: ， in, Aip, Fi, 
Ciy 0), 因此 

{82s AB, slip, SF; FiAw,s SG 十 Gd 
Qt + 501 — FP + GGH} 
=—I={I,1,1,0,0,0}, 
根据 -Hilbert A 则 
=1, 4s=1. 
根 连 有 限 维 空间 的 Re 标准 形 理 论 知 道 : 满足 5 一 1, 并 且 
a(5)C[0, oo) 的 解 只 可 能 % 一 了 
由 于 二 (yp) 二 (0,0,.… ,0)，、 由 (3.43) 立即 得 
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到 二 (x x) 一 0,0,.…, 0), 邮 F, 一 0。 同样 可 证 
Gi 一 0., 天 由 于 Fi=G = 0=0, 直接 计算 (4.39), 又 得 到 
9; 一 0. 所 以 人 一 I. 证 毕 . 
引 理 3.10 设 4 是 Hx 上 自 共 斩 算 子 , 1e op(4), 特征 子 空 
闻 GBu(4) 是 退化 的 ,而 gu(4) 一 M@@Z@P 是 标准 分 解 。 如 果 
4 是 4 的 自 共 思 平 方 根 , 那 末 
G) Bu(A4) 和 Z 都 是 4, 的 不 变 子 空间 。 | 
(ii) 当 满 足 (de co)ycC[o, 00) 时 ， 刀 oo 一 了 工 
证 () 由 于 4i=4, (A)CB(A0D(=B(AK)), (= 
1,2,.…， 因 此 ， 对 任何 *Edaf4)，44iz 一 4d4z 一 4rz， 即 
4i9ia(47TCeut4)。 对 任何 xe Bu(4)，ze Z， 由 于 
(x, Aiz) = Ax, 2) 一 0， 
所 以 41ZEZ. : 
(ii) 将 41.，44 限制 在 闭 线 姓 子 空 闻 @u(4) 上 考察 . 令 
Li 一 NOBP、 显 然 L: 是 x 的 完备 子 空 间 , 并 且 Li 一 NO@P 是 
正则 分 解 。 再 令 Pz，Puw 是 (x, 【*,*])? 到 闭 线性 子 空间 Z , 工 
的 投影 、 oe - 
$2 PzAilz, A1— PeAili,, Fi = PzAil,. 《3.44) 
简 记 4i|ewew 一 {5 43, Fa}， 由 于 N@PC (41) 和 A 是 自 
共 示 算 于 ,因而 4; 是 满足 多 (43) 一 二 的 《Pi (…)) 上 自 共 
郝 算 子 。 这样 ，4; 便 是 Tk 型 空间 (Li,(*,*)) 上 有 窃 自 共 罗 焉 
子 ， 类 似 地 ， 由 于 4 是 闭 算 子 ，A,Pu(A)CBu(4)， 以 及 4s 是 
有 界 的 ， 所 议 F， 是 Hilbert 空间 (EL (1) 到 Hilbert 空间 
(Z ,[*,*]) 的 闭 线性 算 子 ,因而 F, 也 是 有 界线 性 算 子 . 
容易 根据 假设 oldilo ca) SID, cy， 炭 次 好 证 明 ol5))， 
(4)) 都 是 非 负 实数 集 ， 显 然 ， 
CAN.0) ~ {32, 4 $3F2 + PAs} 
— Alen = T={1,1,0}. {3.45) 
1)》 这 里 [" ，* ] 是 由 好 kx 的 某 个 正 别 分 解 所 导出 的 内 积 ， 
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剩 下 的 和 引 理 3.9 的 证 明 一 样 , 可 证 3 一 1 ， d= 了 5B 十 
Fa 一 0， 从 而 A1|s cw 一 工 证 毕 . 
引 理 3.11 设 4 是 Hr 上 自 共 轿 算 子 ，1€ op(4A)， (4A) 
是 相应 的 根子 空间 ， 如 果 4; 是 4 的 自 共 轿 平方 根 , 并 且 o(41) 忆 
[0, co)， 那 未 4 在 P(A4) 上 是 唯一 的 。 
证 先 证 o(4116,)CL0, co)。 事实 上 ， 根 据 引 理 3.10 的 
(i， APu(AICDn( A). 因为 
. {Ailsn’ = Als w= I, 
所 以 eA) = (1, —1}. 显然 ， 只 要 证 明 一 1& p(4 be 
就 可 以 了 ， 
如 果 一 tk ar( dc0)， 那 末 必 有 非 零 商 量 mm， 使 得 (4 十 
1)m 一 0， 这 与 假设 c(4D)C[0， co) 相 矛 盾 ， 
如 果 一 1€ a(41le,cn), 那 未 C44 十 站 Bu(A) 拉 9n(4), 从 
而 | 
(A DOG + DouAAICCA + DU Tt DButA). 
EA (3.46) 
但 是 , 在 Bu(A4) 上 ，(4 十 D(a 十 门 一 至 十 了 十 24: 一 
2， (4 士 门 ， 所 以 
(A, + TA tt TBA) 一 (4 + DOu(4). 
这 显然 与 《3.46) 相 矛 盾 . 
如 果 —1€ 0,(A1e..4), 那 末 由 于 Pu(A) 是 (Hx, [:,-]) 
上 的 线性 算 子 不 变 子 空间 ， 并 且 Bu(4)CB(41), 所 以 一 1 
go"(4A1)。 这 叉 与 假设 co(41)CI0, co) 术 矛 盾 。 
这 就 证 明了 一 16 p(4iao)， 从 而 coC4ile co)cro， oo). 
显然 ,根子 空间 @(4) 是 4 的 不 变 子 空间 。 根 据 $ 2 推论 
2.11，g(4) 一 2 十 9 ， 这 里 BCPu(A)， 人 Bi 是 有 限 维 线 姓 于 
空间 ， 并 且 是 由 如 的 最 商 级 庙 量 产生 推移 子 空间 的 线性 无 关 族 所 
张 成 的 。 由 于 引 理 3.10， de np ™ I. 从 而 A410 一 了. 因此 ， 
只 要 证 由 是 4 的 不 变 子 空间 ， 并 且 4, 在 名 上 是 唯一 的 就 可 以 
166 。 


oo - 
一 - 一 一 人 ~ 


可 5 
由 于 @(A)CB(At) 一 BAK) (一 1 2…)， 有 用 一个， 
所 芭 
dg 人 CS4) (gg 一 1 2 2K+1), (3.47) 
(参见 $2 推论 2.10)， 即 4 不 提高 根 向 量 的 级 。 在 多 中 任 到 一 
组 线性 基 {xili 一 1,2,……, 才 }， 令 
Ari= x rE Di HED, i 1,2,...,m, 
注意 到 A41。 一 1, 易 知 天 一 9 十 9 是 关于 扩 不 要 的 有 限 维 线 
性 子 空间 ,其 中 
Do 一 span {zl = 1,2,..., m}. - (3.43) 
现在 将 4，4, 都 限制 在 上 下 二 可 49C9， 并 且 4 在 
Pi 上 是 唯一 的 : 
令 工 上 算 子 
a- dr， (4) 
这 里 围 道 取 在 平面 上 点 (1, 9) 近 旁 但 点 (0,0) 在 力道 之 外 。 显 
然 ， 开 一 4 人 2， 因为 o(41n) 一 和}, 所 以 o(B)Ct{l, 一 1}. 
但 由 于 《1 二 1) 一 在 点 (1 0 ) 近 旁 解析 ,所 以 (B, 十 1)"* 存 
在 , 虫 此 易 知 a(B1) 一 {i}。 因 为 4 与 4 可 交换 ， 所 以 和 4 在 工 ， 
上 与 B, 可 交换 . 
现在 证 明 4, 十 B， 是 单 射 . 如 果 不 对 , 必 有 非 零 疝 时 YE LL, 
使 得 {A 十 Bx 一 0。 用 者; 表示 (4 十 B1) 在 Li 上 相应 于 
一 0 的 特征 子 空间 , 因为 4,, 8B， 可 交换 ,所以 A ECD, BipoCTS 
8o。 因为 ”dimg。 < %, 所 以 加 中 有 8 的 特征 向 量 mm，Bixo 一 
2 如， 从 而 dx 一 一 和、 这 与 假设 cf4JCI0， %) 矛盾 。 这 样 就 
得 到 ZA 十 B， 是 单 射 。 
再 从 


0= (A—B)= (4 + BN)(4,— B,), (3.50) 
立即 得 到 A 一 B, 在 Ly 上 成 立 ， 
对 于 每 个 最 高 级 要 向 量 x+《 $1, 显然 推移 子 空间 y Cx) 不 仅 
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是 了 |:， 的 不 变 子 空间 ， 即 对 任何 pe C, (Adii 一 pI)V(x)C 
V(x)， 而 且 当 ze p(41i) 时 ,也 有 (Ali 一 af)CPFCGcJ。 从 
(3.49) 可 知 ，BigCB， 即 44.9,cC@， 证 毕 . 

显然 ， 如 果 在 @: 上 选取 一 组 线性 基 , 使 得 41.， 在 这 组 茜 之 
下 具有 Jordan 块 形式 . 这 时 Bi 的 形式 ( 凤 年 在 工 :上 的 形式 ) 
可 以 明确 地 写 出 ， 

用 引 理 3.9 一 引 理 3.11 来 证 明定 理 3,8 中 的 唯一 性. 

定理 3.8 中 唯一 性 证 明 当 0€ oc,(A4) 时 ， 由 于 相应 于 0 的 
特征 子 空间 Bw(A4) 对 一 切 4 的 自 共 辊 平方 根 都 不 变 , 而 dimgu* 
《4) 一 1， 所 以 任何 志 的 让 共 谋 平方 根 4, 在 Bau(A) 上 是 零 算 子 ， 
这 就 是 说 ， 4 在 bu(A) 上 是 唯一 的 ， 

接 定 理 的 假设 多 是 非 退 化 的 ， 因 而 fx 一 $au(4) 名 Bo 
(4 并。 易 知 gl(4)+ 也 是 4 的 自 共 刘 平 方 根 4 的 不 变 子 空间 ， 
因而 只 要 在 77x 型 空间 gu(4)+ 上 证 明 4 的 满足 ec(4D)CI0， 
co) 的 自 共 孝 平方 很 4 的 唯一 性 就 可 以 了 . 换言之 ,我 们 可 不 妨 
在 很 设 0&er(4) 的 情况 下 证 明 唯 一 性 ， 

对 于 XE op(A4), > 0。 如 果 夺 是 4 的 自 共 轿 平 方 根 , 并 且 
a(41)C[0, co)， 那 志和 根据 引 理 3.11，4 在 8B,(A4) 上 是 唯一 的 ， 
从 而 么 在 头 的 一 切 根 子 空 间 (4) (2e ar(4)，12>> 0) 上 是 
唯一 的 。 这 样 ， 对 了 的 任何 天 维 半 负 不 变 子 空间 X 旨 Z2，44: 在 
NDBZ 上 是 唯一 的 ， 利 用 这 一 事实 来 证 4 在 fk 上 唯一 . 

设 .xz 一 MLZ + 2 }@P 是 标准 分 解 ， 在 这 个 分 解 下 ， 
寻 一 {3。 ds 4ps，F,G, 8}: 在 证 明 自 共生 平 方 根 存 在 性 时 ， 
已 经 知 道 有 4 {S51, Aiws Aip, Fis, G1, Q1}, A es A、 并 且 
o(A1}yCI0, oc0)。 如 果 又 有 4 的 自 共 孝 平方 根 4;,， 如 一 4， 
和 《4)CLI0, 0), 则 根据 上 面 所 证 ， (4 一 A432)|wgz 一 0， 从 而 
NDZ 也 是 4 的 入 维 半 负 不 变 子 空间 . 由 于 多 (4)= 多 (41)CC 
瑟 (4)， 所 以 Z*CB(A)C 女 (A1), :由 $2 定理 2.15 的 (位 ) ,在 
上 述 标准 分 解 下 ， 4 一 {5;, /an, Ayp Fa, G3, 0,}. .根据 (4 一 
4a)isez 一 0， 所 以 S$ 53, Ain 一 don。 又 因为 有 2 = A,g 
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(43)CCL10, 00), 易 知 
/Aap 一 AM Ar 一 dp。 
正如 证 明 存 在 性 时 已 指出 的 ; 当 S Ain, /Aip (i 一 1, 2) 确定 以 
后 , Fi, Gi;, 8: 将 随 之 唯一 确定 ， 从 而 Fi 二 Fi, Gi 二 G3, 91= 二 
92， 即 4 一 4 证 毕 . 上 

显然 , 当 0€ os(A) 时 ， 定 理 3.8 中 dimgu(4) 一 1 这 个 条 
性 是 不 可 去 掉 的 ,否则 是 不 能 保证 唯一 福 的 . 

例 3.3 设 开 二 {2 十 2*}，dimZ 一 2。 4 在 ,上 是 零 算 
子 ,显然 41 一 0 是 昌 ; 的 自 共 思 平 方 根 . 但 4 还 有 一 个 自 共 久 平 
方 根 43 一 {S， 9}, 其 中 5 在 Z 的 某 个 基 Ls 为 之 下 表示 为 


0 1 
( 路 

而 2 一 0, : 

更 一 般 的 结果 如 下 . 

定理 3.12 设 4 是 Jx 上 自 共 斩 算 子 , 记 m(4) 一 cd4D) 站 
(一 oo oo)， 如 果 oo(A)CE0, 0), 并且 0&gs(A), 或 0Eop-* 
(4)， 但 特征 子 空间 Bu(A)》 是 非 退 化 的 ， 那 未 4 一 定 有 自 共 声 
的 平方 根 41、 并且 (oAD)N (一 oo 00))jcCL0, 00). ，， 

进一步 假设 , 若 0Eor(4)， 或 06ee(4)， 但 dmbos 一 1, 那 
末 谱 满足 下 列 条 件 的 自 共 辊 平方 根 41 是 唯一 的 。 

(i) o(ADN( 一 00 ,00) 是 非 负 实数 集 ; 


(ii) 任何 非 实数 1€o(44)， 必然 0 < largil < 二 。 
证 设 如 一 pe 是 4 在 开 上 半 平 面 的 特征 值 ,因而 根子 空 


间 gu(4) 十 零 狂 子 空间 ， 如 果 有 自 共 轿 算 子 44 : 俐 一 4,' 那 末 
ABDAAI TD A). 作 x 空间 上 算 子 
pe pe : 
下 过 i pI[—A ed i 0 
国道 取 在 近 帝 ,并 且 内 部 仅 食谱 oC 4) 中 点 。 明 然 (4 和 一 
4 在 gu(4) 上 成 立 , 并 且 oA 和 0 一 和 VP ef} 
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局 样 。 对 ho, 算 子 ， 
1 


ee Fa ee 

4 a ri (3.52) 
在 Bi.( 4) 上 满足 (4 各》 一 4。 上 面 的 力道 取 在 和 近 旁 ,并 且 内 
部 仅 含 o(4) 中 的 点 各。 显然 但 43 一 0， 并 有 8 


元 二 
4 一 土 二 站 -二 
《4 2 A 


一 土工 LE dF = AY, 3.53 
2n2 Hl-——A A 《 ) 


在 BCA4) 寺 Pi(4) 上 令 省 一 各 十 各， 利用 上 述 事 实 ， 以 及 
@1.(4),@1(A) 者 是 零 性 子 空间 ,立即 得 到 : 对 任何 eat 
gs wi EB (A), EB (A), i = 1,2, 
[A 对 十 25 

— (A120, #2) + (CAssn, 0) 

一 (Apa0, 1) 十 (4 

一 《2 旨 ，42z2) + (2h, Aba{?) 

一 【zi 十 友 D，Ld(2 有 十 50))， 
即 怀 是 《Dia(4) 十 DC4)，(，) 上 自 共 辆 算 子 . 显然 还 有 
用 一 4; 在 @i( 人 十,(4) 上 的 谱 4 一 pe* 满足 0<191< 


和 
7 


令 多 一 span (D(A LE oA(A) Tn 玉 0 显然， 如 kx 一 
PDP:, 4 和 C8 ,49C8L， 并 且 对 一 切 么 的 自 共 罗平 方 根 4， 
42C9 ALCO 在 @+ 上 应 用 定理 3.8, 就 知道 4 在 x 上 存 
在 满足 定理 3.12 要 求 的 自 共 因 平方 根 4,， 并 且 满 足 定 还 中 人 )， 
kai) 条件 的 让 共 辑 平方 根 是 唯一 的 ， 证 毕 . 

对 于 # 次 根 , 也 有 类 似 结果 。 这 里 只 列 出 如 下 定理 ， 

定理 313 设 4 是 Hx 上 自 共 元 算 子 ，o(4)cC[0, co)。 如 
果 0Eop(4), 或 0€ os( 4)， 但 Bu(4) 是 非 退 化 的 ， 那 末 对 任 
何 自 然 数 >, 必 存在 自 共 斩 算 子 4 使 得 人 一 4， 并 且 ed)C 
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f0，oo)。 如 果 能 gp( 4) 或 当 0€ op(A4) 时 ,有 dim@u(4) 一 1， 
, 那 来 4 的 具有 非 负 实 谱 的 自 共 元 的 7 次 根 是 唯一 的 。 
” 本 定理 可 仿 定理 3.8 的 证 明 ， 只 不 过 要 将 算 子 方程 (3.77)— 
be 39) 等 换 成 更 复杂 一 点 的 方程 ， 

SIS, Am— An, Aip = Ap, (3.54) 


bp SIFIAN!' 一 下， > SGLAP 一 G， (3.55) 
pb SiDiSi 一 2) FAP 十 GAlpG*) SE, 
2 jf 太一 Ey 

关于 上 面 方程 的 具体 求解 过 程 以 及 唯一 性 的 证 明 从 略 . 

.无 算 予 的 平方 要 ”对 商 算 子 可 类 似 地 讨论 平方 根 间 题 ， 

定理 3.14 设 吕 是 Hx 上 西 算 子 , 那 末 必 存 在 {Tx 上 西 算 子 
U,, 使 得 UV? 一 U。 如果 再 要 求 

《iD ol(U) 在 单位 加 局 上 的 部 分 仅 包含 在 上 灶 阅 周 , 并 且 
—1toptU,), 


(8) 六 在 单位 加 外 的 特征 值 1 一 ee” 满足 一 王 < 9 去 工 ， 
那 末 UV, 便 是 唯一 的 ， 

证 证 明 的 基本 步骤 与 定理 3.8 相同 。 下 面 只 作 简 略 地 说 
明 . 

设 在 标准 分 解 [fx ~ NB{Z 十 Z*}@BP 之 下 ,UU = {5, Uy， 
Up,C，D,T}, 为 了 便于 和 自 共 蜀 算 子 情况 对 照 。 将 “参数 ” 算 子 
CD 分别 换 成 "参数" 算 子 F(==SC*DUy)，G( 一 一 5D*Ub), 在 
网 一 标准 分 解 下 ， 忆 一 {5, Uw, Up, PF, Gs, 了}, Un, 
Uips F,, G1, ok 则 三 一 这 等 价 于 
"= S$S, Uiy=~ Ux;s Di, 一 Up, : (3.57) 

a + SF= FF, GUst+ SG= G, {3.58) 


ST:TIS- 叶 十 T, 一 工 十 (SPIGUpG*ST* 一 ST'GUF!G* 8-2* 
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十 STRTRIPRY#ST 时 一 STIFUNF*ST'*), 59) 

类 似 定理 3.12， 对 不 在 单位 图 周 上 的 某 个 特征 值 hp 和 地 ; 先 

处 理 好 eu(D) 二 91(D) 上 口 的 平方 根 . 当然 , 代替 (3. ED, 
(3.52) 要 考虑 的 是 下 列 积分 


于 
UY 二 土 -上 和 Ed dp, 
xr gli—U 


(3.60) 
VU +a ar. 

类 似 地 有 
(UD' — (Ut), G3.61) 


在 @u(U)4@4(U) 上 有 U 一 十 US 用 这 个 办 法 处 理 可 的 


谱 不 在 单 圆周 上 的 部 分 ， 对 谱 仅 包 含 在 单位 回 周 上 的 西 算 于 可 仿 
照 定 理 48, 依 次 地 讨论 (3.57), (3.58), (3.59), 

类 似 地 可 以 讨论 西 算 于 的 # 次 根 这 里 略 . 

算 子 的 开 方 、 萎 方 等 与 算 子 演算 问题 有 密切 联系 ， 关于 演算 
问题 将 在 建立 谱系 理论 以 后 再 作 讨论 。 


$4 谱 系 


在 环节 中 ,将 和 Hilbert 空间 类 似 地 给 出 了 空间 上 自 共 搞 
和 西 算 了 的 庶 系 概念 ,并 为 下 一 有 的 【x 空间 上 自 共 办 和 西 算 了 
的 算 子 演算 作 准 备 ， 

1. 投影 算 子 的 形式 “上 先 利用 5 2.3 的 自 共 斩 算 子 模 开 以 及 乘 
分 开 方 等 给 出 投影 算 子 的 一 般 形 式 。 

3 引 理 4.1 设 17x 上 有 界 让 共 辑 算 子 也 在 标准 分 解 有 7 一 N 四 
{Z 十 Z#}@P 之 下 为 已 一 {5S, Ew, Ep,F,G, 9}， 那 未 E 为 
7x 上 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 有 分 解 Z 一 Zo 十 Z,，Z* 一 Z# 十 
Z?， 而 {Zo, zt]，{Z，Zz#] 都 是 H.D. 对 ， 并 且 5; Z -> Zi 
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3*: 2Z4 ~ Z* 具有 下 列 形式 : 


I OZ， 1 O\ 2* 
s—(, py 全 人 Z*” St 
而 Enxs Ep 分 别 是 {N, —(.,:)), {P, (+， ")) 上 投影 算 子 ， 
Fe 0 Go O 
A 名 Ep 和 Ee c) 0 
Po; NEn)— Zs Fi: NEn): 一 Zn， (4.3} 
Go: NB) 一 Zi， G: NE) Zs. {4.4} 
当 2: Z* -为 在 分 解 Zr 一 Z, 十 Zo。，Z 一 Zi 十 Zo 下 表示 成 
9 一 (人 ,并 视 Z，Z* 为 同一 时 ， 


Qo oo 
Qu™— OR, Qo OF, Ow =— O%, (4.5) 
Ou 一 FoFs Cocr， Cu 一 GG+ 一 FFr, (4.6) 
证 必要 性 因为 是 投影 算 子 ， 所 以 FE 一己。 根据 定理 
3.3， 必 有 


Y= 3, Ei En, E? -= Ep, (4.7) 
SF+ FEx= F, SG+t GEp™ G, (4.8) 
QS5* + SO + GG*— FF*o= 0. (4.9) 


电 《4.7) 可 知 、Ew，Es 分 别 是 (N, 一 《*,*)), (P,(*,')) 的 
投影 算 子 , s 是 Z 上 等 等 算 子 . 

对 于 空间 Z 上 着 等 算 子 S， 显 然 有 分 解 Z 一 Zi 十 2Z,， 其 中 
Di = Bu($S)，Z 一 8o(S)。 在 Z:，Z。 中 分 别 取 线性 基 .ma ，……， 
Dis Ht "ys By 并 在 Z* 中 取 对 偶 基 对 ，……， Ej 204 "3 
*。 由 此 可 知 {21, ZY},， {Zo, 28} (ZF span {s?, -.-, z}, 
Zr 一 span {sn 2}) 都 成 为 H.D. 对 ,并 且 5，S* 具有 
(4.1) 形式 。 

对 任何 a€ A (EN),， wn'€ NA(En)+， 由 (4.8) 得 到 

SFn= Fn, SFn’ = 0, (4.10) 

从 《4.10) 可 知 ; 在 分 解 N 一 .AF(En) 甸 NI(En)! 下 及 2 一 Z 十 
Zo 之 下 ,FF 具有 (4.2) 的 形式 .同样 ,由 (4.8) 还 可 得 到 (4.2) 中 G 
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当 和，Z* 视 为 同一 ( 即 24, 2 2。, 2Z$ 分 别 视 为 同一 时 )， 
由 于 0 = 9"， 因 而 (4.5) 成 立 . 再 由 (4.9), 得 到 


Du Ow 2O4 em /GG# OO FFt oO 
(2 oo 人 省 2 4 [a pn 0 a 
即 《4.6) 成 并。 i 
充分 性 ”显然 ， 根 据 引 理 的 假设 ， 立 即 知 道 (4.7) 一 (4.9) 成 
立即 自 共 思 算 子 是 寄 等 的 。 从 而 是 投影 算 子 。 证 毕 . 
推论 4.2 ” 设 在 标准 分 解 Jx 一 ND{Z 十 Z*}DP 下 ,投影 算 
子 EE 一 {5, En, Ep, FG, 8}， 那 来 在 引 理 4.1 的 (4.1) 一 (4.6). 
表示 下 ,有 
Elk ~ span {n+ Fn|r€ NEN)}OD{Z, + 2*} 
DB span {f+ GP)pE NEr)}, 
Zt = {sf — (Fst — FPSzt) + (GFF : 
一 GGt2t) + ONzt |a¥ € ZE}, (4.11) 
(1 — E)llr = spanln — Fnln€ NEw)} 
D{2Z0 + ZF}Bspen{p 一 GPIPE NEg)} 
2 CF FF#zs) . 
~ (Gta + GCC) 一 Qad lz € Z8}. (4.12) 
证 显然 Bk 一 Bu(E)，(1 一 EI 一 Bu(E)， 下面 证 
{4.11). 让 
首先 ， 易 知 .ZTCPBu(E). 而 对 任何 n€ EwN 。 根 据 (4.3)， 
(4.10), : | 
| E({n + Fn) = Enn + Fa SFnrn-pt Fn, | 
即 # 十 Fn€ DulE)、 同样 ,可 以 证 明 对 枉 何 P&E EpsP, Pp 十 GP 
DualE), | 
对 任何 x**& Z*。 必 有 人 礁 一 分 解 2 一 奏 十 六 ，2E 29， 
好 E ZF。 根据 (4.1) 一 (4.6)， 
五 外 一 S*2* 一 Fe 二 G*o* 十 人 于 
= et — (Fre + FFI2?) 十 《Ge + GGrr?) 
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十 Caoz# 一 CR 一 FrFrrt) 

， tt (Gist — GGFat) + OFst, (4.13) 
由 于 已 知 Ez*, F#2 十 FFYs#, Gf GGYa, Owzt € Bu(E), 
并 且 Z。1 2 ，Z,4ZP9， 所 以 从 上 式 立即 得 到 

span{n 十 Fzjne N(EN)}O{ZL 十 2} 

Dspan{? 十 GplPE NEP}YICEN 
反之 ,也 易于 直接 证 明 , 对 和 任何 zs* 十 xz 十 nn 十 PEéHks 
E{tz* 十 z 廿 n 十 p)€ spanfn + Fn|ln€ NS(En):} 
PD{Zi + ZBspan{p + Gplpe NEr):}. 

这 样 就 证 明了 (4.11) 成 立 ， 

类 似 地 可 以 证 明 (4.12) 成 立 . 证 毕 . 

推论 4.3” 设 在 标准 分 解 Pr 一 NB{Z 十 Z*}@BP 下 ， 投 影 
算 子 E= {5, Ens Er, F, C， 0}, 令 

人 一 span {n+ Prnln€ NH(Ew)} 
Dspan{n 一 Pnln€ NS(En)} 
JP span {p+ GplpE N(Ep)*} 
|: Dspan{p — GplpE NEp)}, 
那 末 , 必 存在 2”， 使 得 1k 一 N' 旬 {2Z 十 2 } 引 P 是 标准 分 解 ， 
并 且 在 这 个 标准 分 解 下 ，E 一 {5, Ew', Ep, 0,0, 0}, 其 中 Ew， 
Er 分 别 是 《N’, -(* ,*))，(P,(.,*))) 上 投影 算 子 . 

证 显然 span{n 十 Pain€ NEw)t}, span{n — Pn|nE 
-NV(En)} 按 (* ,* ) 是 直 交 的 ,并 且 没 有 公共 的 非 零 向 量 ,所 以 
(4.14) 中 第 一 式 的 “ 田 ” 是 确 当 和 的。 同样 第 二 式 中 的 “四 ”也 是 确 当 
的 ， 

从 FF,G 的 连续 性 易 知 ，N', P 是 两 个 闭 线 人 性子 空 间 、 又 显然 
它们 是 非 退化 的 ,因而 存在 Z*"， 使 得 

， 有 一 N@LZ + 7Z*"}BP 4.15) 
是 标准 分 解 ,并 且 Z, N’, PP 都 是 E 的 不 变 子 空间 .假设 在 标准 分 


1) Zol 2*, ZL24 保证 了 span{n 十 Fn E NBN)LY + {Z+2*}+span{p+ 
Gpjp ECEp)+} 是 直 交 直接 和 ， 


(4.14) 
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解 人 4.15) 下 ， 五 一 {1S， Bw Ep,， Fo， 根据 EZCZ， 
EN'CN’，EPCP， 显然 

8 一 已 lz 一 5， 天 一 0，G 一 0， 
共 且 Ew，Ep 分 别 是 (N，-(.，)),(P',( ，)) 上 投影 算 子 . 

对 在 标准 分 解 (4.15) 之 下 的 巨 一 {3,. Ew, Fre, 0,0, 0'} 

应 用 引 理 4.1， 存 在 空间 的 分 解 

Z 一 ZI 2Z*" 一 Zt"+2r", 
并 且 在 这 个 分 解 下 ， 


9 一 (5 5 Quy— 0, Ow — 0, OF = Qn, (4.16) 


利用 (4.16)、 容 易 证 明 ， 对 任何 z*e Zi ，s# 十 Qa*€ @u(E)， 
而 对 任何 2*€ 2Z#*，#* 一 9a*€ gou(B)， 并 且 如 果 用 - 

Z¥’ 一 span{s* + Os* le*€ ZP"}, 

Z# 一 span{s* ~ Qs*|2*€ ZE"} 

分 别 代 替 Z#"，28”"， 那 末 Tx 一 N'B{2 十 24] 中 PP (2Z*= 
Z#" 寺 2Z4”) 仍 是 标准 分 解 ， 而 且 在 这 个 标准 分 解 下 ， 王 一 {5， 
Ew', Er,0,0,0}. 证 毕 ， 

注意 在 推论 4.3 的 标准 分 解 Ix 一 N'@@{Z 十 ZY1 申 P 
(Z 一 Zo 十 Zi，2Z94 一 28 十 Z2P) 之 下 , 投影 算 子 E 一 {S，Bw， 
Ep ,0, 0,0} 的 Bx, (1 一 E)lix 分 别 是 下 列 完备 子 空间 

Ellk 一 A (En) DBZ, + ZI IBN (EP), (4.17) 

(IT— Er ~ NH(EW BZ + ZPD NEED). (4.18) 

2. 投影 算 子 序列 的 弱 收 化 

定义 4.1 设 {4。}》 是 完备 不 定 度 规 空间 (17,(*,*)) 上 一 
询 有 界线 性 算 子 ,如 果 存 在 线性 算 子 4, 使 得 任何 *, 》6 也， 

lim(Asx, 7) = (Ax, }), 


则 称 【4。.} 弱 收 剑 于 4。 记 为 4 = ( 弱 )lim 4. 


显然，{4o} 在 (I,(-,，')) 上 弦 收 化 于 4 等 价 于 ， 对 任何 
正则 分 解 H — HBH, (由 它 导出 的 内 积 为 [ “»" 1)，, {4,} 在 
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Hilbert 空间 (11[*，*]) 弱 收 敛 于 4. 

定理 4.4 设 {E。) 是 Jx 上 一 列 投影 算 子 ,并 且 杞 之 之 … 
.之 Bu 之 …， 如 果 {E。} 弱 收敛 于 E， 那 订 必 是 [1 上 投影 算 
子 ,并 且 ( 强 ) limE。 一 E. 


证 证 明 分 三 步 . 
(TD) 证 是 投影 算 子 : 由 于 {E,} 是 一 列 有 界线 性 算 子 ， 所 
以 也 一 《 弱 )limE。 也 是 有 界线 性 算 于 .显然 ， 对 任何 *, ye [7x 


(Ex, 7) i lim(E,x, 7) lim(x， E,?) a (x, Ey), 


抒 E+ 一 ， 显 然 , 要 证 明 是 投影 算 子 ,只 要 证 明 EB7 一 就 可 
以 了 .事实 上 , 先 取 定 x, y《 x、 由 于 {E,} 弱 收 化 于 EE， 所 以 
对 任何 E> 0, 必 有 No, 使 得 


|(Ex, Ey) — (En.x, Ey)| < 二 ; (4.19) 
回 定 N, 后 ,又 必 存 在 m (不 妨 设 四 兰 Wo)， 生 得 
多 wx， Ey) (Bux, Ey)| < i 六 > 2 (4.20) 
1(E.x, 9) — (Ex, 1 < 1 > no. (4.21) 
从 (4.19) 一 (4.21), 并 注意 到 当 ”之 四 No 了 时，EsEw, 一 E,, 立 
即 得 到 
(Bixr, y) ~— (Ex,y)| = I(Er, Ey) — (Ex, y)}! < 
由 于 s 是 任意 的 ， 由 上 式 得 到 (E’x, y) gy 对 任何 *， 
ye mx 成 立 , 即 Fr 一， 


《ID 证 明 B17x 一 A Fax。 令 工 一 NN 琅 .f1x，、 则 工 显 然 


是 闭 线性 子 空间 。 对 任何 Es 由 于 总 站 一 1 2 … 
所 以 
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Ex 一 《 弱 )imEx 一 x， 


即 E17x 迟 L，。 下 面 再 证 明 L>ENk。 

事实 上 , 由 于 {E。} 是 一 列 彼此 可 交换 的 ， 因 而 能 极限 了 与 
{E。} 中 每 个 算 子 都 可 交换 。 从 而 对 任何 =, 7e Dx， 以 及 自然 数 
其? 


(EEx, y) “= (Ex, Esy) 一 lim(Enx, Esy) 
— lm(Enr, y) = (Ex, y), 
m> 
到 EsE = E(n = 1,2,.…*), A 而 ENfxCE,lIr(n = 1,2,°), 
即 ElIxcCL. | | 


由 等 式 ENk 一 门 ET。 还 可 以 得 到 


{ENxr)+ = EHx = 站 ‘Elix 
~ fCEMOL = LU CA)!; 
由 第 一 章 推论 3.6, 即 得 
(ENR)+ = U (Eslx}t. (4.22) 


{00) 证 明 ( 强 ) limE, ~ 五: 由 于 {Es。} 是 可 交换 的 一 列 算 
子 , 所 以 E 一 ( 弱 )imE。 也 与 每 个 E。 可 交换 ， 因 而 存在 公共 
的 标准 分 解 HTx 一 NBO{2Z 十 Z*)} 由 P， 在 这 个 分 解 之 下 ， 
， E = {5, En, Er, RF， C， 2}, 
BEB。 = {S,, Esn, Esp, Fs, Ca， 0,}， n= l, 2 es, | | 
， 令 {ZZ 十 2Z*} 一 HLH3 是 正则 分 解 。 下 面 将 用 由 正则 分 解 
Nx ~ (NB)B(HILOBP) 所 产生 的 范 数 外 -来 研究 {8E。) 的 
强 极限 . 1 
显然,( 强 ) lim BE。 一 E 的 充 要 条 件 是 


《4.23》 
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可 一 rr 


〔 强 ) lim 5S, 3 〈 强 ) lim Ea Ew 
| 0 I (4.24) 


{ 强 ) Jim Fo 一 F, 【 强 ) lim 8， 一 9, 
( 强 ) lim En 一 Ep，( 强 ) limc 一 (4.25) 


此 .只 要 证 明 (4.24)，(4.25) 成 立即 可 、 : 
由 于 ( 弱 ) lim E, 一 E， 由 此 可 知 相应 于 (4.24) 中 的 四 个 等 
式 的 弱 极限 等 式 成 立 .。 但 由 于 .Z，Z*, N 都 是 有 限 维 空间 ， 所 以 
{4.24) 的 强 极 限 等 式 成 立 。 因 此 , 我 们 只 要 再 证 (4.25) 成 立 就 可 
以 了 . 1 | 
由 于 ( 弱 ) lm Es 一 巨 ， 所 以 对 任何 Pp, EP 了 ,x*€ 2*， 
Him (Epp, p) — (Ep, P), 
lm(Gop， 2*) — (Gp ,2*). 
又 根据 共鸣 定理 ,存在 常数 对 > 0, 使 得 
[Espl < M， lc < Mm, n=—1, ye (4.27) 
对 任何 pe P， 
E,Ewp EnprEnpp 十 GsEmpp 于 S$.Gap 
EmEsP ee EmpEwsrp 十 Cn 瑟 spp + SGap Ea (4.28) 
Esp = Espp + Gop 
而 当 弛 之 mm 时 ,有 EEn E,Es an Ens 所 以 由 上 式 得 到 
EspEmp 一 EmpEsp = Esap, 5 (4.29) 
GaEnmp + SeGn ~ Gas GoaEnp + SuGs = Gs, (4.30) 
(4.29) 表示 {Er} 是 (P,《*,*)) 上 单调 下 降 投 影 算 子 序 列 ,- 
根据 Hbert 空间 上 丑 收 钱 的 投影 算 子 的 单调 序列 必 强 收效 的 事 
实 ， 立 邑 从 (4.26)， 6 29) 得 到 (a 一 Br。 莘 下 只 要 证 
明 ( 强 ) imG, ~ G,. 


因为 (Guil} 是 有 界 数列 。 所 以 只 要 证 明 在 (P,(*,*)) 的 
某 个 稠密 集 上 {G。} 强 收敛 就 可 以 了 。 显 然 , 集 


{4.26) 
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一 (NN Ep) (NN (一 Eu)P) 
是 (P，(.，*)) 上 多 密集 (因为 【Ee} 是 (P。(.。.)) 上 可 交换 
的 投影 算 子 序列 )、 对 任何 pe 人 站 ErP， 显然 pe EsP, 并 且 
Se n= 1,2,..; (4.31) 
又 由 于 Ep 一 Esp + Gpé ET, {- 人 0 Esl1x)， 则 有 


PP 十 Gp Ce E.(p 二 Gp) Esp + Grp tt SnCp 
PtoOp™ E(t Gp) = Epp+ GP + SGP. 
从 《4.31)，(4.24) 和 上 两 式 可 知 ，{Gsp} 必 强 收 俩 于 Gp、 即 


} 在 门 EsrP 上 强 收 做 于 G。 而 对 任何 rE (1 一 Esp)P， 
1 


出 《4.30) 的 第 一 式 可 得 (不 妨 设 s# 宕 m) 

Gap’ 一 Gl ~— Emnp)b' — SaGnmp’; 
当 m 取 定 后 , 由 {5。 } 的 强 收敛 性 立即 可 知 ， {Gs} 在 (1 一 Emr)P 
上 强 收 敛 于 G( 因 为 {G。} 在 P 上 已 境 收 敛 于 G), 证 毕 . 

定理 4.5 设 {Es,} 是 Tx 上 一 单调 的 投影 算 子 序列 。 则 下 
询 三 件 事 等 价 . 

(iD {EE,} 是 有 界 序列 。 

全) {E 能 收 化 。 

(ii) {Es 强 收 笋 ， 

证 定理 4.4 已 说 明 由 (和 可 得 到 ( 进 )、 而 由 共 风 定理 可 知 
由 (说) 能 推出 (让 ,所 以 只 要 证 明 从 (i) 能 推出 (i 邵 可 : 

急 设 {Es。} 是 有 界 的 序列 ,并 且 EE 这 之 '…: 之 E, 之 …, 今 
证 明 {{ 五,} 必 鄙 收效 。 册 于 {E,} 可 交换 ,所 以 存在 公共 的 标准 
分 解 x 一 NB{2Z 十 Z*}@BP， 在 这 个 分 解 下 ，{E,} 能 表 成 
《4.23)。 令 {Z 十 2*} 一 RBHY 是 正则 分 解 ，|| -上 是 由 分 解 
Ex 一 (NG@BH) 儿 ( 开 BP) 所 产生 的 苑 数 《下 面 就 用 这 个 范 数 计 
算 )。 显 然 , 只 要 证 明 下 列 呀 极限 存在 即 可 , 
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rap ap -一 -一 


《 弱 ) lim 5.,, ( 强 ) lim Enw 
a 2 (4.32) 
《 弱 ) im Row，( 弱 ) HimGv。 (4.33) 


由 于 {E。} 是 有 界 序列 ， 即 {Esjl} 是 有 界 数列 ， 易 知 
fs- 上 LE 人 te 人 由， 人 9 都 是 有 界 数 充 ， 而 由 Ep] 二 
Ew 一 1, 4 一 1,2,.…。 因 为 {Esw}，{E。p) 分 别 是 Hilbert 
空间 (N, 一 ('，'))，(P,，(.，.)) 上 单调 下 降 投影 自 子 序列 ,所 
以 ( 弱 ) tim E,r，( 弱 ) lim Esw 存在 ， 因 为 2，N, Z* 是 有 限 维 


空间 , 根据 {llSs. 作 ，! 必 IF 让，{12 的 有 界 竹 ， 易 知 必 存在 自 
然 数 的 子 列 {nx}s 使 得 ( 恰 ) im Set， 《 弱 ) Jam Fw， 《 绊 庆 Jim ga 


存在 ， : 
对 每 个 G。: P 一 Z， 由 于 a ) 三 dimZ < ob， 所 葬 
dim(P 加 .AKC ) 一 dimR(G.) < co。 从 而 re (6,) 是 
可 析 的 ， 再 利用 侧 G,ll} 的 有 界 性 。 易 知 必 有 子 序列 有 sj 在 


da 0 = 1, 2,.….), 


所 以 Ga 弱 收 钱 。. 
综 上 所 述 ,我 们 证 明了 下 列 命题 : 如 果 Mk 上 单调 下 降 的 投影 
算 子 序列 {E。} 是 有 界 和 的 ， 那 来 它 必 有 弱 收 敛 的 子 序列 《E。}. 


根据 定理 4.4， 一 ( 弱 ) mE 是 相应 于 站 Emix “的 投影 
和 Fl 
算 子 . 
由 于 (Bi 的 任何 子 序列 - {Ev}. 都 有 出 EDx 一 


人 sum 人 A Ex, 所 以 {E。} 的 一 切 加 收 笋 于 序列 的 极限 


是 同一 个 E, 由 此 ， 不 难 知 道 {Es} 是 弱 收 你 的 序列 . 证 毕 . 
注 章 “在 一 般 完备 的 不 定 度 规 空间 中 ，{E。} 强 、 弱 收敛 是 不 
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等 价 的 。 
3 相应 于 自 共 应 、 亚 算 子 的 谱系 

定义 4.2 令 EE 表 示 11x 上 投影 算 子 全 体 ， 设 {Es 是 除了 
(一 cb, co) 的 某 有 限 个 点 4,，-…, 4 之 外 都 有 定义 的 ， 并 取 值 
于 忆 中 的 (投影 ) 算 子 值 函 数 ， 如 果 具 有 如 下 性 质 


(D 对 任何 上 <m 17 六 ES Er 
(ii) 《 强 ) lim E, 一 0, 《( 强 ) lim E, 一 了 
(Ci) 对 任何 ww 夺 4，*……, 41， 


( 强 ) lim E, ~ EE,， 


则 称 {E,} 是 (一 00,%) 上 谱系 
:定义 弥 3 设 {B,} 是 仅 在 (一 co, oo) 的 有 限 个 点 2 …， 
71: 上 没有 定义 的 谱系 如果 对 于 某 个 4;， 以 及 任何 包含 的 区 间 
人 一 (1,**]， 相 应 的 Es。 一 Ey 一 E, 满足 . 
lm {El} “~ 00, (4.34) 


那 末 称 4 是 谱系 {E,} 的 临界 点 . 

注 塌 ”临界 点 福 念 在 Hilbert 空间 谱系 理论 中 是 没有 的 。 它 
是 Hilbert 空间 谱 论 和 完备 不 定 究 规 空间 谱 论 本 质 区 别 之 一 。 另 
外 ,和 Hilb=rt 空间 一 样 ,也 可 在 {7x 空间 上 引进 [a, 5] 鞋 或 直 
线 上 一 般 的 闭 集 上 谱系 的 概念 ， 以 及 回 周 上 谱系 概念 等 等 ;这 里 不 
再 一 一 铺 述 ， 

相应 地 可 引进 ix 上 自 共 诺 ， 西 算 子 的 履 界 点 概念 ， 

定义 44 设 4( 或 了 ) 是 J 上 自 共 罗 ( 或 班 ) 算 子 ,2 是 它 
的 实 特征 值 (或 单位 轴 局 上 特征 值 ), 如 果 相 应 的 根子 空间 @,(4) 
(或 9.(D)) 是 退化 的 , 那 末 称 4 是 4 (或) 的 临界 点 . 

在 讨论 7x 上 自 共 应 算 于 的 谱 论 (7x 上 西 算 隆 可 类 似 讨 论 ) 
的 时 候 , 我 们 首先 注意 到 的 是 , 4 的 非 实 谱 必 是 特征 值 , 并 且 柜 所 
共 辊 成 对 地 出 现 ; 而 相互 共 圈 的 一 对 特征 入 %, i(1,4 关 0) 所 相 
应 的 根子 空间 的 和 Bi(A) 寺 91(4) 是 非 退 化 的 闭 线性 子 空间 ( 即 
9x(4) 十 gx(4) 是 x 的 完备 子 空 间 )， 从 而 94(A) 十 PxlA) 约 
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北 .4。 由 此 可 见 ， 委 共 力 算 子 4 的 谱 论 实质 上 是 讨论 4 的 谱 仅 是 
包含 在 实 轴 上 的 情况 ,而 对 任何 4 的 实 特征 值 :, 如 果 粗 应 的 根子 
空间 BA(4)( 它 是 闭 线 性 子 空间 ，、 见 $2 推论 2.10 的 (ii)) 是 合 
有 零 性 向 量 的 非 还 化 子 空 间 ， 那 末 4 在 约 化 子 空间 名 (A4) 上 的 
谱 仅 含有 单 点 {44), 而 4 在 Hk 型 空间 B.A(A)+ 就 不 再 以 2 为 特 
征 值 ， 显然 ， 使 得 (A4) 中 含有 零 性 向 量 而 非 授 化 的 4 最 多 不 
超过 KK 个， 因而 我 们 只 要 讨论 4 在 jx 上 的 谱 仅 含 单 点 {4} 和 
不 含 相应 的 根子 空间 是 非 退 化 的 且 包 含 零 性 向 量 的 特征 值 这 两 种 
情况 就 可 以 了 . 

根据 自 共 轿 算 子 的 三 角 宰 型 。 Tx 虐 谱 仅 含 单 点 44} 的 自 共 
斩 算 子 必 具 有 下 列 形 式 ， 存 在 标准 分 解 ITk 一 NB{Z 十 Z+} 引 P， 
在 这 个 标准 分 解 下 。 A= {Ss, dr Ap, F, CG，2}， 其 中 4x 一 
和 1，4p 一 41， 它 们 分 别 是 (N ,一 (:，*))，(P,《*,')) 上 单位 
算 子 的 4 倍 ， 而 (3) 一 {4}， 令 一 {p1Gp 一 0}， 显然 中 是 
(P,《*,*)) 的 闭 线性 子 空间 (从 而 也 是 Ex 的 完备 子 空 间 ), 并 且 
dim(PSP) < 委 居 由 于 PCBu(4)， 所 以 Po 约 化 44. :这 样 ,4 在 
Pb 上 是 241， 而 4 在 有 限 维 jr 再 突 间 于 一 玉 四 112 十 Z*l 由 
(POP,) 是 具有 单 点 谱 {2} 的 自 共 亏 算 子 ， 它 的 结构 是 清楚 的 . 
因此 , 下 面 讨论 x 上 自 共 元 算 子 。 不 妨 都 只 概 定 具有 实 庶 ， 而 
且 不 含有 根 应 的 根子 空间 是 非 退 化 县 合 有 零件 向 景 的 特征 值 .- 

` 定理 和 6 设 4 及 Hz 上 自 共 胃 算 子 , oA)G( 一 00, 00)， 

并 且 没 有 租 应 的 根子 空 启 是 非 退 化 且 含 有 半 负 向 量 的 特征 簿 。 如 
果 在 标准 分 解 Tx 一 NB{Z 十 Z*}@BP 之 下 , A 一 Ss ed dp， 
,6G,0}， 那 末 

(i) -ol Aw) Cald).. 

(六 ) ol5) 是 由 4 的 所 有 临界 点 组 成 ， 

证 设 Ecol(Awn), 并 且 hEo(5)。 任 取 2s 十 2 十 十 
pe (A); 则 必 有 自然 数 mm 二 2K 十 1， 使 得 
| 0= (4 — bl)" 二 sn 二 p) 

= {SS* 一 97)mgss + 二 Pp 二 + 
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- WEN PEP, EZ (435) 
由 于 o(S*) 一 cts)， 所 以 只 有 z* 一 0， 即 Bi,(4) 中 向 量 的 一 
般 形 式 是 z 十 # 填 p， 

同样 ， 可 从 0 一 (4 一 4%1D"m(z 十 4 十 p) 中 推出 《dr 一 
hI"p 0, (An ~— hol)"n 0, (Ap — hl)p = 0, (Ay— 
hI)n 一 0。 但 对 这 样 的 向 量 p, >， 由 于 Eo(5)， 必 可 找到 唯一 
相应 的 向 量 z;，z。&€ Z ,使 得 
(A4~— hp ts) = 0, (A4— h(nt 2) = 0, (4.36) 
如 果 Bx,(A4) 中 每 个 向 量 x 十 十 pp 都 能 表示 成 十 z?，# 十 
sa 的 和 ， 那 末 名 (4) 一 span ta 十 24} 四 span {Pp 十 xo}。 显 然 ， 
D1.,(A4) 是 非 退 化 的 ,这 与 假设 不 含有 相应 的 根子 空间 是 非 退 化 且 
含有 负 性 向 量 的 特征 值 相 矛盾 ， 因 此 $1,(4) 中 必 有 向 量 z 十 
# 十 Pp 不 能 如 此 表示 , 即 有 s 十 x 十 Pp 一 十 (n 十 zr) 十 (Pp 十 
zp); 而 x 关 0、 但 这 又 将 导致 (4 一 W1)"s' 一 0， 这 叉 与 假设 
jge(S)》 相 冲 突 . 所 以 oAw)Co(5). 

(i 对 任何 zk a(S)。 由 于 he or(4)]， 并 且 存在 xze Z， 
使 得 (4 一 hb1)s 一 0， 因而 Bi(4) 必 是 退化 的 , 这 就 是 说 ，h 
是 4 的 浇 界 点 。 

反之 , 如 果 有 临界 点 ho&o(S)， 那 未 由 (i), ep 因为 
4 的 不 同 畦 和 定 值 相 应 的 根子 空间 互相 直 交 ,所 以 @,(4)JNBZ. 
令 Z' = Bi(4) 由 91(A)!， 由 于 (4) 是 垦 化 的 ; 所 以 Z' 关 
{10}, 并 且 Z’']LN@Z， 由 此 可 知 ，(NB2Z) + Z' 是 开 x 上 半生 
于 空间 再 根据 4 的 不 局 特征 值 相应 的 根子 空间 必 线 性 无 关 ， 
所 以 〔N 申 Z) 十 Z' = (N 四 Z) 田 Z ， 从 而 dim(N@Z + Z9 一 
dm(NOBZ) + dimZ’— K+ dim2’> K, 显然 ， 这 不 可 能 ， 所 
以 , 4 的 临界 点 必 在 o(S8) 中 ,证 毕 . 

定义 4.5 设 Li,-…, LL， 是 线性 空间 工 的 线性 子 空 间 , 并 且 
工 一 七 二 Ls 二-… 十 L。， 画面 对 任何 xeE 三 ， 有 唯一 表示 > 一 
让 十 垃 十 -十 Xr XLiim1,2,.…*,n， 称 工 到 工 ; 的 线性 
算 子 P;: x 上 厂 > x 是 工 在 分 解 LL 二 工 二 "十 Le 下 在 Li 
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的 平行 投影 。 

为 给 出 自 共 罗 算 子 的 谱系 ， 我 们 先 给 出 自 共 颖 算 子 的 预 解 式 
的 表达 式 . 

引 弄 4.7 设 4 是 x 上 自 苍 算 子 ,并 且 在 标准 分 解 [x 一 
NOBIZ 十 Z*+}@BP 之 下 ，A 一 (5, An, 4p, Ff,G,0}， 那 末 , 当 
Le p(A) 时 ,在 同一 标准 分 解 下 ,有 

《条 一 了) 一 人 7 一 3 (一 了 ww) 

(CA 一 4 (2 一 S)-FC7 一 4) 

(和 一 SGULE 一 4 一， 

{aT 一 3)- 红 日 一 F(AT — An)'F* 

+ GOAT 一 Ap)'G* aT 一 Sr) 人， (4.37) 
并 且 


(一 2 一 之 -一 (4.38) 


其 中 %,…, 4 是 5* 的 特征 值 全 体 ，、PF 是 Z* 按 分 解 Z* 一 
pa, (5) Tou “二 Pwy(S*) 在 Bi(5*) 上 的 平行 投影. 

:证 . 用 定理 2.8 的 (2.53) 式 可 直接 计算 出 (4.37) 式 ， 这 里 
从 路 ,而 (4.38) 是 线 代数 中 的 结论 . 证 毕 . 

定理 4.8 设 4 是 /Tx 上 自 共 圈 算 子 ，v(A)C( 一 0, oo)， 
4,"…* ,4 是 4 的 临界 点 全 体 ， 那 末 , 必 存在 (一 co, co) 上 谱系 
{E,} 满足 下 列 条 件 ， 

0) 除去 一,…', 外，{E} 都 有 宕 义 。 

(ii) 对 任何 区 间 人 一 (we, 8] (a, 8 eh, 1) EalTxC 
D(A)(Es 一 Bs 一 Es)，、 并 且 是 4 的 不 变 子 空间 ， 如 令 4。 是 
4 在 BasDx 上 的 限制 , 那 末 oA4A)CA。 

(ii) 当 4 不 含有 相应 根子 空间 是 非 退 化 的 且 含 有 零件 向 量 
的 特征 值 时 ， 那 末 对 不 含 4 的 临界 点 的 人 一 (a, A],Eallx 是 
正 的 完备 子 空间 

(iv) 对 每 个 as 5 … ,4，( 强 ) lm BE 存在 ， 


和 4 
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(v) 当 4 是 有 界 算 子 时 ， 记 和 一 inf{112ea(4)，M 二 
sapft2al2cz(d)}， 那 末 El 二 0 < 二 加)， 开 一 Te M). 

(wi) 任何 与 4 可 交换 的 有 界 自 共 轰 算 子 了 必 与 E(t 二,…， 
1) 可 交换 。 


本 定理 的 证 明 主 要 是 利用 4 的 预 解 式 《4.37),(4.38), 直接 计 
算 下 列 力道 积分 . 设 8 0, A 二 {a,8], n> s， 


Es, 一 ( 强 )fim 3 ¢ (17 — A)-'a4, (4.39) 


其 电力 是 可 能 落 在 围 道 > 内 部 的 临界 点 。 从 (4.37),，《4.38) 可 
知 , 只 要 (4.37) 中 每 一 项 的 转 道 积分 强 级 限 存 在 ， 并 计算 出 相应 
的 极限 值 , 就 可 知 (4.39) 中 强 极限 存在 , 并 且 给 出 E。 的 解析 表 
达 式 ， 

下 面 将 利用 Hilbert 空间 (N; 一 《*,*)),(P,(",*)) 上 的 
自 共 示 算 子 4w。4p 的 谱 分 解 ， 以 及 复 变 函数 论 中 计算 留 数 的 方 
法 直接 计算 〈4.37) 中 每 一 项 的 围 道 积 分 ， 这 里 计算 的 方法 都 是 
通常 的 ,不 拟 写 出 计算 过 程 ,只 殉 出 结果 (部 分 计算 可 胸 附 录 )。 下 
， 面 的 极限 都 是 指 强 极限 . 


引 理 49 设 se> 0， 对 每 个 实数 1， 记 F,(4) -小 
dh’ 人 
far 那 末 
1 — f.(14), ac 一 


FR.) | 一 关 (1)， 4 过 a 或 4 之 8， 


“了 85 


we itt 


显然 
lim lim, Fe(2) 一 tm lim, F(X) 一 之， 《4.40) 


EC 4 


lm lim F,(2) 一 lim lim PCD 一 二 4.41) 


0 JP 请 


引 理 4.10 设 4 是 Hilbert 空间 日 上 自 共 办 算 子 , 那 来 
fm -十 六 (1 一 -2 存在， 如果 {EB 和 是 4 的 ( 右 连 续 ) 谱 


sw0 2 


系 , 那 末 对 人 尾 全 -x*&€ HH， 
+- C1 ~ Aa z=Eé,pr 十 和 (EB1 一 Ef )x 


2 Zs | 

+ 二 (BE 一 BE)x, (4.42) 

由 引 理 4.10 可 见 , 对 于 Hilbert 空间 上 自 共 辑 算 子 4, 如 

果 s 或 8 是 4 的 谱系 {E4} 的 不 连续 点 时 ， 必 须 禾 改 图 道 积 分 
外 C1 一 4)-idx 在 这 些 点 上 的 值 ,才能 具有 下 列 形式 


tm 工 ty V1 — A)-id ~ Ets (4.43) 


to 2 


下 面 ， 凡 是 Hitbert 空间 上 有 关 自 共 办 算 子 的 上 述 国 六 积 分 均 采 
用 修改 后 的 定义 (4.43) 式 。 这 种 修改 的 办 法 可 以 通过 换 力道 7 
成 为 变动 力道 7。 来 实现 。 这 里 ; 7。 是 将 7 平行 实 轴 右 移 W s 
后 所 得 到 的 锯 道 。 这 样 就 得 到 


2 1 dh’ 
FV 
显然 ，lim F,(7 一 MVM 5) 一 Xem(4) (Xen(2) 是 (ap 的 特 


征 任 数 )。 从 而 ,如 果 (4.43) 中 国道 积分 中 国道 取 为 7。,{4.43) 则 
严格 成 立 。 今后 的 国道 积分 ， 痢 把 7 理解 为 这 样 修改 后 的 定义 方 
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式 ( 附 录 中 积分 也 如 此 )。 
引 再 4. 卫 下列 等 式 成 立 ， 


二 Lf 一 S*) idlg* 一 PEa*, zzE Ze8 (4.44) 
lim 


ly (7 — As) dn 一 ElNan, n€E NI (4.45) 


0 2 二 


ty > Sr 二 (27 sy A p)-id1p= EY By ,> pe p; {4.46) 
二 二 (ua — 5)-idiz = Psz, z€ Z, (4.47) 
oe 


其 中 (Ef!} 是 自 共 轿 算 子 4 的 谱系 ;下 是 Z* 中 平行 投影 ， 
当 7 中 不 含 算 子 5 的 特征 值 时 ，P* 一 0。 而 当 Y 中 含有 5 的 特征 
慎 4 时，P? 一 P; P; 与 PH 意义 相 类 似 ， 只 不 过 用 Z 人 代 蔡 Z*. 

{4.45)、(4.46) 就 是 (4.43) 在 4 一 A4n，A4 一 4p 情况 下 的 
具体 应 用 ， 直接 利用 《4， 计算 积分 就 得 到 (4. 4 人 本 
得 (4.47)， 

下 面 的 计算 中 。 只 考 者 围 道 yx 中 最 多 只 含 S 的 一 个 特 证 值 的 
情况 。 : . . 
引 理 4.12 对 任何 ptP,n€N， 下 式 对 一 切 非 负 整 数 所 成 
立 , 

fim Lt- GE 一 A — MACp; wan 


mrt Zs 
= A) (Et, — F(2))(p; o). (4.48) 
其 中 , 当 We (ay p) 时 ，F() 一 1 当 WELa, 8] 时 ，F(47) 二 
0, 又 (p;n) 表示 向 量 4# 或 p, 视 4.., 取 Aw 或 4 而 定 . 
为 了 计算 牌子 
B, 一 和 (一 LT 一 DT — A 
(4.49) 
的 强 极限 ,引入 记号 : 
+ 186。 


-和 已 于 世 


Rn, f 十 1; Mey 下 十 1) 
一 (LE — A [Gi 一 A 


i = 一 (全 
per n! a A 
at 
"(Ai 一 2 五 (aal。 (4.50) 


显然 , 当 Xne[a,P] 时 ，Rl(an 7 十 1 二 1) 是 4 的 
有 界 函 数 ?, 我 们 称 它 为 (1o,j 十 1) 关于 〈ie 《十 中 在 (eo, 8] 
上 的 余 项 算 子 。 

引 理 413 对 任何 PEP，2?6N， 下 式 对 一 切 非 负 整 数 4 # 
成 立 | 
lim Belp; n) 一 


{- (41 -- 4 -+n [Sr ; 7 tn 一 和 -Gy 
E23 " 


二 和 


(044 一 2 ]@= 到 1) + Rehns f+ 1， 


=p 


, _ (4.51) 
《上 + D EE 宰 (p;m)， 车 le(asp]， Lnele, Bl; 


Ql A Val 一 he 
~ (EC 站 一 了 (1 4.)) (ps #), 其 余 情 况 。 
其 中 的 (Pp; #), 意义 如 引 理 4.12， 而 当 le kins 且 XeE 〔(c。， 如 ) 
时 ， 下 (zw， 1.) | A, 2we[a， 8] 时 ， F(1,,, 4.) 一 0 
利 轩 3 引 理 4.10 一 引 理 4.13, 即 可 给 出 (4.39) 中 En 的 解析 
表达 式 . 我 们 引 人 和 人 下 列 记 号 ; 
#4 一 — EH), he€ (a, PF) 


EL B81 9 XE[a, F] 


(4.52) 


1) 其 实 Roof 十 1; 和 天 十 站 一 基本 Xe 其 中 fC 人) 在 [as 
Pi 上 解 折 ; 《一 coy oo》 上 连续 且 有 界 ， Xosg1C 中 是 (xy 有] 的 特征 函数 。 
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HoaChes X, 4 = DI PMA 一 SC 一 4 于 Cg 
{4.53) 
Pa X, A 一 > (1 266m) HenCln, Xs Aie)) (4.54) 
( 当 。 一 ww 时 ,Bm 一 1; 当 em 或 loE[a,p] 时 , 68cm 一 0.) 
Qaa(X, 4 一 > (1 —26m) Hm, X, 4A.)) 


me 
“ Hin Cs X, A) + 5 D(a — SYp,x 


me 于 大 


f 
. Ml — A,, -G+ ~ Li ad" lm 一 +1 
[ Wn D0) 


= 
《4 一 Xp" (I — BLY 
+ Re + 1; i+ DEC 


“Xe — st)ps 十 DD {m1 — sp,x 


网 寺村 于 


oT AY Sl 一 A- 
| 2 


i (Ae — XD (1 一 BE) 


ye DE 
~ XK*(Nl 一 5+)4p# } (4.55) 


1 di-! 

Da 
人 一 1 — SY POsl 一 S*)t-'ps 

十 【一 Ta 一 S) PQ.T 一 5*)4-p*. (4.56) 

定理 4.14 设 在 标准 分 解 [ix 一 NB{Z 十 Z*}BP 之 下 ,和 

共 轿 算 子 4 = {5, Ay, dp FG, 0}, 1, “…,41 蚌 5 的 特征 值 
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(Lo — 4) * 


=As 


全 体 。 Pj; 表示 Z 按 分 解 Z 一 (8) 十 85) 后 … 寺 (53) 在 


9j(S) 上 的 平行 投影 .又 设 {E"'} 是 4 的 谱系 ， 那 未 对 仅 
含 A1, “di 中 一 个 点 Ae 的 区 间 (a, 8), 在 同一 标准 分 解 下 、 


Em lm -1 ¢ G1 — 4)-'d2 
so Ari 


一 {P,, Em, Erp, Poea(F, An), Pen(G, Ar), 
— Qam(F, An) + Qa(G, Ae) + QO}. (4.57) 
本 定理 可 以 利用 引 理 4.7 的 (41 一 4)" 的 表达 式 以 及 引 理 
4.10 一 引 理 4.13 的 计算 直接 得 到 。 证 明 略 ， 
注 如 果 (a, 8) 不 含 酝 何 S 的 特征 值 , 那 末 (4.57) 中 P= 
0。 如 果 (ga, 有) 中 不 含 S 的 特征 值 ，(e, 81 中 也 不 含 4x 的 特 


征 值 , 那 宋 (4.57) 中 P. 一 0， EN ,A 全， Pe, a(F, Av)=0, 0.= 
0, Qiwamn(F, An) = 0, 并 HE Qe,a(G, Ap) 一 之 Hosam(Am, G, 
Ap)Hoaalhs, Gs As)* = Pos, sl(G, Ap)PEa(G, po 即 


Ew.n = {0, 0, EDs, 0, PeakGC， 4p)， 
Pon(G, Ap)Poa(G, Ap)*}. 《4.58) 

用 定理 4.14， 上 面 的 注 , 以 及 类 做 证 明 引 理 4.12 和 引 理 4.13 
的 方法 ,就 可 证 明定 理 4.8。 

下 面 证 明定 理 4.8 

Gi》 作出 {E,J， 并 证 明 {Es} 是 除去 :一 4，…*, 4 外 有 
意义 的 谱系 ， 事 实 上 , 对 任何 (a, 81]， 由 (4.57) 可 知 ，Eon 已 
是 Tx 上 自 共 辑 算 子 , 所 以 只 要 再 证 明 E36,g 一 ons 那 未 Ren 
便 是 .如 k 上 投影 算 子 .Bin 一 Eww 不 难 直接 利用 (4.52) 一 (4.57) 
的 表达 式 以 及 PP 一 0 一 PPE (i 关 站 加 以 验证 , 

为 了 验证 Es。 的 可 加 性 《〈 即 对 任何 〈a, 8]，(a', 8]， 如 果 
(a, 8]A(e'pB] 一 达 ， 那 末 BemnEewn 一 人 门 ， 可 不 妨 设 (a， 
8)，(a'， 8B) 中 分 别 最 多 仅 含 %,…", 44 中 一 个 版 的 精 况 【在 验 
证 时 ,应 将 有 关 的 “ 余 项 算 子 ” 还 原 成 原来 积分 的 形式 ,这 样 较为 方 
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便 )。 由 Es 的 可 加 性 , 就 得 到 单调 性 ， 对 任何 (a, 8]c(a', 8]， 

必 有 EwaSEoe'er, 并 且 再 rp 一 Eose: 十 Boos) t Eg,pl. 
因为 {Ef }，{Efp} 分 别 是 Hilbert 空间 (N, 一 (+:,*))， 

(P,(，,-)) 上 谱系 ,而 G,F 是 连续 算 子 ,所 以 下 列强 极限 存在 


lim Em, Jim Esly (4.59) 
并 且 | 
sim hm 五 re 六 = 00, lim lm ren 一 0 《4.60) 
lim 下 tp nn En {4.61) 
BrB+0 
Wn Eon = {i,1,1,0,09,0}. (4.62) 
根据 (4.59), 当 大 称 , 2 2 了 时 ,定义 ,如 下 
E: 一 lim En. (4.63) 


由 (4.60) 一 (4.62) 以 及 上 面 已 得 到 单 亩 性 可 知 ，{E,} 满足 
了 定理 4.8 的 (i) 

(i) 对 任何 A 一 (a, 8] ， 由 于 Es 是 投影 算 子 , 所 以 EslTx 
是 完备 子 空间 ， 自 然 它 是 非 退 化 的 (并 且 还 是 闭 线 性 子 空间 )。 因 
为 4 是 闭 算 子 ,所 以 对 任何 ze 坷 (4) 以 及 > 0， 


1 1 
ih TA) 1 一 A)-! 
4 Do fA ~ A 
= p21 A) ; 
py 人 -adr, (4.64) 


即 4 与 二 六 G1 一 4)-z 可 交换 ,然而 Es。 是 二 ;了 G21 一 
4)-'a4 的 强 极限 , 由 (4.64) 又 得 到 
EsfTkCD(A), EAAr = AEnr (tr€ BA). (4.65) 
(必须 注意 ,极限 (4.43) 是 由 (4.42) 修改 定义 后 得 到 的 ,所 以 严格 
地 说 , 由 (4.64) 要 得 到 (4.65) 应 仿 附 录 中 证 明 引 理 4.12 和 引 理 
,4.13 加 以 证 明 )。(4.65) 说 明 Esp(4) 是 4 的 不 变 于 空间 . 
对 任何 WELa, 8], 易 知 ( 证 明 见 附录 的 引 理 2) 下 面 的 强 极限 
存在 ， 


ee 193 = 


2(A) ~ tim 


so Ixi 


1 ,4-1 
yg (at 一 了) (4.66) 


并 且 
本 4) 五 有 ™ EeglA), (4.67) 
中 4 的 闭 性 ,又 易 知 


pen (hl — A) y : (7 一 42 


zf [a 一 4)7" 填 元 | dl, 


1 -1 oy 
es (CT — Ad hl 一 4)x 


《4.68) 
-2 [1 — 207 + 7 |sa2, zx 有 D(A). 
再 利用 4 的 闭 性 ,对 〈4.68) 取 强 极限 , 就 得 到 
(hl 一 4)g(C4) 一 下 com (4.69) 


gCAChl — A)r = Espxr, x € D(A). 
由 《4.67)。(4.69) 可 知 ，1e p(41semp)， 即 o(A4s)CE. 


《过 ) 当 (a, 8] 中 不 含 S，4xw 的 特征 值 时 ,由 《4.58) 得 到 
Eiaellir 一 {Ef? pp 十 Pan(G, Ar)p lp EP}. (4.70) 

事实 上 ,对 任何 a* 十 # 十 p 十 :Ex， 由 (4.58), 有 
Esnts*+nrpie)= Elrap + Pan(G, Ap)p 
ot Pen(G, 4p)*2* + Pom(G, Ap)Pioa(G, Ap)*zs*, (4.71) 

如 令 六 一 Poa(G， Ap)*z*， 由 (4.54) 可 知 ，PrE E 人 fs 从 而 
Ewn(s*t ntpt 2:) = En(p + Pp) 

+ Poa(G,APp)(P + Pp'), 


即 (4.70) 成 立 。 显 然 , 当 EC sp 一 0 时 , 必 有 Pas(G, A5)Pp 二 
0, 从 而 由 (4.70) 可 知 ，(Ewmiix(*，")) 是 Hilbert 空间 . 

根据 定理 4.6、 在 【位 ) 的 假设 下 ，(a, 8] 中 就 不 合 5, 4w 的 
特征 值 ,所 以 Ete,gyHx 是 正 的 完备 子 空间 。 
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(iv) 对 每 个 4 < 44,…, ,由 于 BEncw 存在 , 易 知 Bi -一 


ty) 当 [a, 8]€ p(A) 时 , 不 难 从 (4.37) 的 (21 一 4) 的 
表达 式 中 的 每 一 项 的 解析 性 看 出 ， EpiTx 一 10}， 从 而 (v) 成 
立 


{vi) 由 于 在 多 (4) 上 成 立 BA 一 48B， 从 而 对 尾 何 < 
plA), 
(A — A)'B ~ BA — A)-! 
1 uy i pl _ a 
二 A)-'d4AB B 和 下 A)-'d1 


取 强 极限 ,就 得 到 Ec,mB 一 BEln。 再 令 a 一 一 co ， 就 得 到 所 
要 求 的 结论 。 证 毕 。 

下 面 定理 是 定理 4.8 和 定理 4.14 的 重要 推论 . . 

定理 4.15 设 4 是 肛 : 上 自 共 亏 算 于 ,vl(A)C( 一 00, co). 
在 标准 分 解 Hx 一 N@{Z + Z*}@BP 之 下 ，A 二 {5, An, Ap， 
FG, 98},， 机,……', 是 5 的 特征 值 全 体 , 又 设 {E,} 是 按 定 带 
4.8 所 产生 的 4 的 谱系 。 那 末 下 列 命题 成 立 。 

Q) 如 果 (a, 8] 中 不 含 3 的 特征 值 , 则 

再 ca = {0, Bt Era, Pisa(F, An), Pa G, Ap), 

— Oona(F, Av} + Qoan(G, Ap)}; (4.72) 

如 果 (ce,8] 中 不 含 5，Ay 的 特征 值 , 则 


Ewn— {0,0, EC mn, 0, Pan(G, Ap), Qion(G, Ap)}, (4.73) 


Pus, a(G, Ap) ee 3 Hue, Cm, C， 4p)， {4.74) 
QalG, Ap) er a(G, Ap)Paa(G, Ap)*, 
Han dm, C， 4p) 全 > Pr(Anl 一 S) 生 


* Glanl 一 4) (4.75) 


， 1914. 


(ii) 对 和 任何 上 二 如 人 413 如 末 Er ~— Bro 0, 那 末 
(Eu 一 Eo)11x 是 4 的 约 化 子 空间 。 并 且 (4 )= 


天 
{a}， 进 一 步 。 如 了 果 pgo(4w)， 那 末 (Es 一 本 ok 是 Hibett 
的 空间 ,并 且 
Al == fof, {4.76) 


(Es -Be og 
. (ii) 如 果 和 A 一 (ge, FP 中 不 含 5,A4w 的 特征 值 , 则 在 Eo,gy7x 
站 | 

| 4s ~ | id. (4.77) 

证 〈i) 由 (4.44), (4.55),，(4.57) 可 知 ， 当 (la,8] 中 不 合 
5 的 特征 值 时 ，E,p) 必 为 (4.72) 形式 。 

如 果 (a, 8] 中 也 不 合 4w 的 特征 慎 时 ， 由 (4.44)，(4.45) 
以 及 《4.52) 一 (4.57) 可 知 ,Eos 必 为 (4.73) 形式 ， 并 且 (4.74)，- 
(4.75) 成 立 . 

(i) 根据 定理 4.8 的 (iy)，Es,-。 存 在。 又 根据 第 二 章 $4 定 
理 4.2 的 (vi)，E4-。 也 是 人 x 上 投影 算 子 ,并 且 

(E, — Ee) 一 lm Bew, (4.78) 


由 于 Easnd mm AEns, Elesillr CDA), 由 此 易 知 
(Es — BE-olfrCHB(A), | 
(Bs — Eso)A4 ~ A(E, — E,.,). 
捐 据 第 二 章 $ 4 定理 4.3 的 (i),，《E, 一 Ei-o)JTk 约 化 4。 利用 
定理 4. 的 (让 ， 立 即 可 知 ol4ls _。 v0,) s 5， 并且 是 单 点 


集 {1} 

进一步 ， 如 果 jEa(Aw)}， 则 存在 ?> 0, 使 得 (一 1, 40] 
中 不 含 5，4w 的 特征 值 ， 由 (i) 或 定理 4.8 的 (i)，E6, -ylTx 
是 正 的 完备 子 空间 ， 即 是 Hilbert 空间 ,而 4 限制 在 Ew 
上 是 自 共 二 算 子 。 利用 Hilbert 空间 上 自 共 诡 算 子 如 果 只 有 单 点 
谱 , 那 末 必 为 倍 单位 算 子 的 结论 ,立即 得 到 (4.76). 

《 放 ) 由 于 (a, 8] 中 不 售 5，Aw 的 特征 值 ， 且 在 定理 4.8 的 


(4.79) 


-oODK 
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《年 ) 的 证 明 中 已 得 到 
Esllx 一 {E 人 ob 十 Pen(G，4p)plpePy， (4.70) 
所 以 只 要 证 明 

AEwap 一 J22 BE np, peép (4.80) 


成 立 就 可 以 了 

因为 厅 x 一 NG@O{Z 十 Z*}DP 是 标准 分 解 ， 所 以 存在 正则 
分 解 Hk 一 英 -BH;，PCH,， 而 由 这 个 正则 分 解 导出 的 范 数 为 
由 小。 又 因 为 Ec,n1x 是 正 的 完备 子 空 间 ， 所 以 又 有 正则 分 解 
Hx 一 Hi@BHY，EwgpDxCCH4， 而 贝 这 个 正则 分 解 导 由 的 范 数 为 
下 个。 

令 4 是 ol5) 3 (a, 8] 的 距离 ,显然 4 > 90. 作 (a,P] 的 


着 分 ; (a, 8] 一 U {ay wn ea 一 Pp. 显 
然 Evo 0 人 由 (4.74), (4.75), 有 
了 一 月 


但 一】 
A 
Eha 2 Bt 多 (4.81) 
i 
由 一 全 
PagCG， 4p) 2 Ps;,os lO, Ap), (4.82) 


如 令 站 一 max(cuti 一 %)， 那 末 由 《4.74),(4.75) 可 知 ， 必 存 在 仅 
依赖 4 和 了 的 常数 MM >0， 使 得 对 任何 pc P， 


D> Paliml 一 SC 3 [Go 一 4 


一 (oz 一 of < (4.83) 


b> PC 一 SG > [C107 一 4- 


= Etapl SM|| Ee rnp | C4.84) 


19%6° 


由 (4.38) 可 知 ， ZJPo(1o7 一 5)-1G(m1 一 aD)-1EGwrup 一 (ay 一 


5)7'G BEC, .soap， 所 以 从 (4.83)，(4.84) 就 得 到 


| 
JpanlG» 45)2 — S$ (el 一 525-GEG .went| 
i=0 


< Mllete sl, (4.85) 


Msp (4.86) 


~ nl 
Papsarr (GG , Ap)p Ge >, ai(al—$)-'GEE utiP 
t=0 t=D 


从 而 


-oa 一 >4 EL ai+11 户 十 六 CGE, atn? 


i=D 


十 SPoaltG, Ap)p 
s—t 


bp 4 bE ,ar+1 产 十 之 ai(aj1 一 5)-GCE 人 ， ai 二 1 p | 


i=0 


十 SPisn(G, Ap)? 
mi 


一 六 Se 一 ?GE (4.87) 


由 于 显然 的 关系 式 
> Ei ,af4+i 疡 一 lim DaBlp, 


Eionaip] P= Ee Pp 十 Pspatil Gs Ap)p, 
并 注意 到 (4.85),(4.86),， 从 (4.87) 立即 得 到 


#1 


AE,a? nt lim > GE nainlP. (4.88) 


i=0 
另 一 方面 , 在 正则 分 解 Pr 一 H-BHi， 之 下 ， 投影 算 子 
Bsais ls Es, rsj+s! Gi 关门 按 (:,*) 扯 互 直 交 ， 也 就 是 按 目 。 Ly (是 
肉 积 产生 的 ) 直 交 ， 从 而 
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bn 
i adE Eapnp es > iEanait,p 
i=O 


上 1 3 
| (| aE, mE ) Bic; | 
heat (are 和 
Se EiC— iE Gia 
如 (a ld Ea Ci Ltas I 
和 一 
< 2 NE,arrapl, (4.89) 
BE 


由 于 下， 个: 下 是 等 价 的 ,所 以 看 在 常数 C， 使 得 
NE Pl)’ 3 CEi,arupll, i=0,1,.., 8 1， (4.90) 
再 由 于 


| EGP 和 五 如. oj 十 中 p 二 Ps ai LDL ea 十 上 Pll 


< (Pe, oa 区。 AP) +t 1 | Es, gi1] zp, (4.91) 
则 从 (4.89) 一 (4.91),. 立即 又 得 到 


全 一 外 
| 14 五 :下 (op 办 oP lm 2 oi EaiasrilP; (4.92) 


结合 [4.88),(4.92) 就 得 到 (4.80), 即 (4 7) 成 立 。 证 毕 . 

4. 谱系 的 唯一 性 

定义 4.6 设 {E,} 是 在 (一 ooyco) 上 除去 和 4,…, 如 外 有 定 
义 的 取信 于 77x 上 投影 算 子 的 谱系 ,如 果 对 某 个 N， ,Him, Et 存 


在 ， 则 称 入 是 {E,} 的 可 定义 点 。 
显然 ,对 于 谱系 {E,} 的 某 可 定义 点 为 如 果 定 义 EE A" 


那 末 原来 {E,} 就 可 扩充 成 在 co) 上 除去 和 4,……, 和 1， 
ji+ly… -2 外 有 定义 的 谱系 ， 后 。 谱系 在 可 定 义 点 上 都 化 如 此 
的 补充 规定 ， 

定 瑾 416 设 4 是 Jrx 上 自 共 禾 算 子 a(4) C (一 coco)， 
{E.} 是 在 《一 00, 00) 上 除 4,，…*, ht 之 外 有 定义 的 谱系 , 那 末 
满足 下 列 条 件 (i)，( 让 的 谱系 是 唯一 的 。 
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(i) AE, = EA4, i 4, ,hi, 

(六 ) 对 任何 人 A 一 (ay 8] (ac 8 过 2 2 A 在 Ballx 上 
限制 4 的 谱 ol44s)}CA. 

证 根据 定理 4.8， 对 给 定 的 自 共 轿 算 子 4， 存 在 谱系 {E| 
,1 }， 满 足 (i), (ii)， 因 此 ,只 要 证 明 任 何 满足 (i) 和 
(让 的 {BE} 必 有 {4 一 ;41 并且 EE 一 EE 
(1 1), 

任 取 A 一 (x,8], 根据 假设 (i)，(ii) 和 $2 定理 2.12, 4 分 
别 作为 alTx，Ea。ix 上 算 子 都 是 有 界 自 共 蜀 算 子 ， 对 任何 %€ 
P(4),。 由 (0)， 

《17 — AY IE, = El — A)!, th hi, 
对 上 式 取 图 道 积 分 ， 立即 可 知 ， 对 任何 A' 一 (e ,及 ](c' ,8 关 
2 
ELE, = EE.,, {4.93) 
从 而 对 任何 A 一 (0, 8], A'= (o,fF], EE = EE. 

下 面 证 明 当 fe’, PF']N[e,8] = 多时， EwEs = EBs'= 
0。 事 实 上 ，, 如 果 已 BEafk 不 是 反省 零 的 线性 子 空间 , 由 于 4 与 
Ea'Ea 可 交换 ,所 以 Ei'EsTxk 是 4 的 约 化 于 空间 ,但 

EmEalk CE kr, EvEallxCEalTr, 

根据 (i)， 出 

)Ctoe PF], ol4|e 


oAly ne :BATg )Cte， 及]。 
显然 ， 这 与 假设 [c ,pmnfc,p] 一 儿 要冲 突 从 而 E41E。 
EE = 0。 

五 六。 me 0 表示 ， Ensllk LEalTxr, 特别 是 取 站 > 8, 0 Pw 
4 人 > Ba 一 PP， 五 00 时 ,立即 
得 到 

Es(I— Es) Wr Soe = Ey EB. 一 0, {4.94) 


~ 
下 


类 似 地 可 证 明 对 任何 自然 数 a, 记 A, 一 (a 十 二 ,8) 时 ,有 


.eye 


一 一 一 一 一 -一 -or -一 一 一 一 一 -一 


Es Es = 0, x= 1,2,...3 
再 令 了 一 oo ， 由 于 lmEa。m~ Es。，、， 所 以 有 
EsEk, = 0. (4.95) 
由 (4.94), (4.95) 可 知 ， EllxCElkx, 
同样 可 证 ,Ea。Nx 坟 EsfTx, 即 Esx 一 .JTk (等 价 于 Es 一 
E.), 对 任何 太一 (a, p] (a, pp 如》 a Ui, ,2， 47) 成 
立 。 
利用 五 < ee. FE. (A Ee 《a， 8], a,p 1, "ss Ay 2 rz) 
和 lim 五 。 一 lim E, 0， 容易 证 明 ! {ls 4} mn {hi, a 
4， 并 且 对 一 切 ! 半 ,…,，E, 一 五 ， 证 毕 ， 
”必须 注意 ，Fx 上 不 同 的 两 个 自 共 轿 算 子 4，4' 的 确 可 以 有 
同一 个 谱系 {E,}。 它 对 4，A' 都 满足 定理 4.16 的 (i)，(ii). 
例 4.1 设 fx 二 {Z 十 Z*}@BP 是 标准 分 解 ，dimZ 一 天 。 
并 且 不 妨 认为 P 一 LT0, 1]。 作 /7x 上 两 个 自 共 亏 标 子 如 下 ; 
0， 在 {2Z 十 Z*} 上 
人 by 在 P 上 
《人 在 {Z 十 Zr+} 上 
Ao, 在 P 上 
其 中 46 是 17x 型 空间 上 仅 具 有 单 点 谱 {0} 的 非 零 自 共 罗 标 子 . 而 
Ao: FDA), fl) € LI0, 1]. 作 
[10}, :<0 
Ellx = {2 + 2Z*), :一 0 (4.96) 
EmPD{Z + Z*}, teEf0 oo) 
其 中 EE 名; 大 2 > Xo fF), f(r)€ LI[0, 1]。 显然 ，{E,} 
是 (一 oo, co) 上 的 谱系 ,并 且 4 ,4' 均 满 足 定理 4.16 的 条 件 (i)， 
(ii).。 但 44", 
定义 4.7 设 4 是 Hx 上 自 共 恩 算 子 ，c(4)C( 一 eco,oo)， 


1》 当然 ;假定 谢 系 {Es} 在 可 定义 的 点 上 都 被 补充 定义 。 
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{E,} 是 (一 co, co)， 上 谐 系 ， 如 果 4，{E,} 满足 定理 4.16 的 
条 件 (iD，(i) , 那 末 称 {E,} 是 4 的 谱系 . 

定理 4.17 设 4 是 Tx 上 自 共 罗 算 子 o(4) C( 一 co ,co)， 
{E,} 是 4 的 谱系 ， 那 末 加 为 4 的 临界 点 的 充 要 条 件 是 {Es} 在 
上 一 加 点 没有 定义 ,并 且 1 是 {E,} 的 临界 点 ( 即 A 一 (oz] 包 
含 1， 并且 lm {Eal} = oo- 见 定 义 4.3)。 

证 如 果 hE or(.4), 并 且 Bu(4) 是 含有 零 性 向 量 的 非 退 
化 子 空间 , 那 末 @; (4) 便 是 J1x 的 完备 子 空间 ( 见 $ 2 推论 2.10 
以 及 第 一 章 $5 定理 5.4), 令 mx 在 @;(4) 上 的 投影 为 P,、。 如 
果 4 在 @,,(4)+ 的 谱系 为 {E+}， 显然， 
aa 0 

中 十 Pi， 1 之 |。 0， 在 (4) 上 。 
便 是 4 的 谱系 (如 果 {E+} 在 4 点 没有 定义 。 那 未 E, 也 不 作 定 
义 ), 


(4.97) 


由 于 x 上 宜 共 应 算 子 的 具有 上 述 性质 的 特征 值 只 有 有 
限 个 , 我 们 就 可 先 将 上 述 Bh,《4) 从 7x 全 部 扣除 ， 即 不 妨 假设 
人 x 上 自 共 轿 算 子 4 已 没有 相应 根子 空间 是 非 退 化 的 并 且 含 有 零 
性 商量 的 特征 值 . 

设 4 在 某 个 标准 分 解 Jr 一 ND{Z 十 Z*}BP 之 下 ，4 一 
{5, An，A1,，F，G, 0}, 根据 引 理 4.6，o(5)( 太 ol Aw) 是 4 的 临 
界 点 全 体 . 令 of5) 一 (2 ,41}， 并 令 {E,} 是 4 按 定理 4.8 
所 产生 的 谱系 ， 显 然 ，{B,} 除去 1 一 44,…*, 和 外 的 实数 * 均 
有 定义 ;所 以 剩 下 的 只 要 证 明 每 个 2 一 1,2,… ,1) 均 是 LE,} 
的 临界 点 就 可 以 了 . | 

今 郑 察 4 的 临界 点 j， 首 先 证 明和 不 是 oA) 的 孤立 点 ， 
事实 上 , 如 果 入 是 a(A4) 的 孤立 点 ， 那 末 由 定理 4.8 所 产生 的 谱 
系 {BE,} 易 知 必 满 足下 列 条 人 忻 : 存在 1 > 0，E, 在 (4 一 7, 4.)， 
《4 十 7) 上 分 别 为 常 值 ( 即 E, w= Es, 41, 1 € (NC 一 1 4); 
E: 一 Er rT clii 十 3))， 这 样 ， 4 必 是 {B 的 可 定义 
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点 , 补充 定义 后 ，( Ex。 一 Bo)77z 成 为 约 化 4 的 子 空间 ,并 且 4 
在 (Ei;. 一 Eo)Nx 上 只 有 单 点 谱 {4.}。 

由 于 (E,, 一 Elo)JTxg 是 完备 子 空间 ,BA)C(CE 一 E60)* 
打 x。 所 以 《Ei 一 Ei。o)lx 是 好 kx 型 空间 ，、 并 且 它 的 极 关 鱼子 
空间 间 维 数 K' > 0， 又 根据 4 在 (E, 一 Ei.o)iIx 上 只 有 单 点 
谱 {和 } 的 姓 质 , 易 知 ( 可 利用 4 在 (EB, 一 1,-o)1ik 上 的 三 角 模 
型 ， 并 仿 $2 推论 2.10 的 方法 证 明 ) (EX, 一 Ea,_o)xC@(A). 
另 一 方面 ,由 于 思 是 4 在 [(E;, 一 已 ozxl 上 限制 的 正则 点 ， 
所 以 又 有 BA(A4)C(Ei 一 BE.o)Hx。 这 样 ， 我 们 便 得 到 : 当 
是 (4) 的 弧 立 点 时 ，(E, 一 E10)1k ~ PB,(A)。 显然 , 这 与 
刀 是 4 的 临界 点 假设 相 矛 盾 , 所 以 不 是 of4) 的 履 立 点 ， 

由 于 不 是 (4) 的 孤立 点 , 即 1 的 任何 环 说 中 必 会 ol4) 
中 点 ， 从 4 的 三 角 模 型 中 谱 的 等 式 易 知 ，X 必 是 (FP, (+ :)) 上 
自 共 施 算 子 dz 的 谱 ol Ap) 的 极限 点 ， 

设 (a, 8) 是 包含 4。 的 区 间 , 今 证 im， 1 Bee al 一 co， 根据 


(4.52) 一 (4.56), 从 (4.57) 易 知 ， ,了 琴 ，lEcenl 一 00。 等 价 于 


LE lipc, n(G, 4a) 一 oo， 《4.98) 
而 (4.98) ee 
Bn, m lHon(h, G, A = o0. (4.99) 


根据 (4.52), (4.53)， 
Hs nl,, C， 4p) Re > P(NT = SY 


.6G( — AP)Ti 1 — EC), (4.100) 
在 (5) 中 取 线性 基 sf?，,…, zs 名 ,由 于 G 是 (P, (+)) 到 (Z， 
《，"》) 的 连续 线 信 算 子 ,所 以 存在 7，.…， 吉 cP， 使 和 


GP 一 >， DY (p, 0)s8, peP. (4.101) 
im] #=1 


(同样 的 事实 在 $ 3 例 3.2 的 证 明 中 已 用 过 ， 见 (3.24)), 由 此 可 
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知 ，P 到 工 的 算 子 Beantl。、G, 4e) 可 表 成 下 列 形式 ， 对 任何 
pePp, 
Hen (hs G, ANP = DY D1 — Ettm)p, 


C1 — A 一 EC 
"(X41 一 3) 坊 , (4.102) 
为 了 下 面 叙 述 方 僵 , 我 们 不 妨 假 设 相应 于 1 的 算 子 3 的 Jor- 
dan 块 只 有 一 块 (多 块 铺 况 可 出 样 证 明 )。 在 这 个 急 设 下 ， 可 以 选 
取 一 组 基 区 ”9 5 多 满足 下 列 条 性 、 i 
(4.7 er S$) 一 0， (CAI zz S)z 色 as， i 25 3,-**, fe, 
(4.103) 
这 样 。(4.102) 就 变 成 为 《注意 ，(?27 一 9) 站 mz 一 0，(j 一 1 之 
n)); 对 任何 p&PP， 


Hin hs G, Ar)P = 3 p> 《7 一 Et a)P, 


sl 1 


【1。 了 一 4)-1T 一 FE yD) 


3 > > (C(I El pp, 


二 1 三 1 


(17 Oo Ap)to (TC— Ef 7) 


一 部 《(7 一 Ee os), 


雄二 1 7 天 


(7 — A (TT — EF)YP) eb 


— 5 p> ({7 一 EQ a)p, 


R=1 10 
(XT 一 Ap) "(I CO— Ef YD) 
se ' A 9 2 的 系数 分 别 为 
(C1 — Ea)p, (hl — 4p) (1 — Ea)y®), 
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(好 一 民 人 ap， Cl 一 4-IT( 一 4) 
(一 Etta)y® + (1 — EA) 


(( 一 Era)p, {41 一 dr) {( 一 Bn) 
+ (Lo Ap) [iC— EP, Dp i 
+ Xl 一 4) 一 Ern)y]: .. (4.104) 


由 此 可 知 ， 如 果 下 式 不 分 别 依 次 地 成立 《 令 主 fs 一 EE 一 
(BE 一 Er,)) 
Ed? AIY JE BWI 一 40)-), EP By (Wl Oo Ap)™ 
* Eeny € BU — An)), ee, BE py 
+ (hl — 4p)™ 4 Ete 3 二 《7 一 4p) 
十 Ml — A EYO] 6 BNI— Ap)', (4.105) 
使 得 {Hin(h, G， 4p) ps} 关于 2 ，. yx 人头 丰 未 攻 花 忆 
向 无 限 大 , 即 (4.99) 成 立 ， 
由 此 可 知 ,要 完成 定理 的 证 明 、 只 要 证 明 (4.105) 不 能 成 立即 
可 . 
事实 上 ,如 果 (4.105) 成 立 , 那 末 当 8 一 入 或 -> te 时 ， 易 
知 Hic,p(4U, G，Ap)P 均 将 收 敏 ,从 而 Hosa(h, G, dr) Epo 
(4 G，Ap)* 也 均 强 收 化 根据 (4.52) 一 (4.57), 易 知 下 列 极限 存 


在 , 且 
Ei=—= lim E, Fo lim E,, 
Beh,ti 


ole 
因为 (E,, 一 Ei-e}lxCEaoHdlr,， 并 且 (Bi 一 Eo)1lx 约 化 
4， 利 用 定理 4.8 的 Gi), 立即 可 知 4 在 Ei 一 Eo)17x 的 限 
制 只 有 单 点 谱 {4}， 从 而 (Ei 一 Bi_O)HxC@(4)。 显然 ， 
(1 一 (Ei, 一 EF1.-o))Tx 中 任何 非 零 向 县 都 不 在 @1.(4) 中 ， 所 
以 (EE, 一 Ei)Hx 一 (A)， 但 (Bi 一 B41)1Ix 是 非 退 化 
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的 , 这 与 急 设 是 4 的 临界 点 相 矛 盾 ， 证 毕 。 
$5 临界 点 的 结构 和 谱 映 身 


本 节 将 建立 /x 空间 上 自 共 轿 算 子 和 西 算 子 的 算 子 演算 和 
潜 观 射 理论 ， 显 然 ， 它 要 比 Hilbert 空间 上 自 共 轿 算 子 和 西 算 子 
的 相应 的 理论 复杂 多 了 .。 我 们 要 用 三 角 寞 型 来 解决 这 一 课题 ,并 
且 只 讨论 自 共 孝 算 子 的 情况 ,而 对 西 算 子 ,只 列 出 相应 的 结果 ， 

1 临界 点 府 绪 构 ”为 建立 算 于 演算 和 谱 狗 射 ， 必 须 研究 临界 
点 附近 的 谱系 的 性 质 。 

下 面 将 本 节 中 的 基本 假设 和 必要 的 记号 作 一 扼要 交待 。 

设 4 是 J7x 上 自 共 斩 算 子 , c(4)C( 一 oo , oo) (通过 事先 去 
挤 非 实 谱 所 相应 的 根子 空间 就 可 做 到 这 一 点 ), 在 标准 分 解 x 一 
N@{Z + Z*}BP 之 F, 4 一 {3, 4w dr F,G, 9}. 

“在 Z 中 取 线 性 基 z,,-……, z。， 使 得 5 在 这 个 基 之 下 具有 Jor- 
dan 标准 形式 .由 于 G 是 (P,(',')) 到 (Z,《.,*)) 的 连续 线 
性 算 子 ,所 以 存在 玲 一 的 一 组 商量 .7 :, …… , 》€E P、 使 得 : 


Gp ~ DF (ps yD)u, peP (5.1) 


设 实数 ls o(5), 不 妨 设 相应 于 4. 的 5S 的 Jordan 块 是 前 名 
， 块 , 而 各 块 的 阶 数 分 别 为 2.,-……， Hs 最 高 阶 max(n:, 本 ma) 


记 为 wx。 作 向量 组 


司 王 (一 如)o731 
(5.2) 
i Dati, i= 1,2,...,k. 


k=l : | 

再 设 {E,} 是 4 的 谱系 , 则 对 任何 区 间 A 一 (a, 8]， 用 E。 

或 Boom 表示 Ep — E,, Bz 表示 1 一 Es。， 同样 ， 对 于 Br， 

Efr 可 引 人 记 号 B44， EL，、E4' 小 ，EL 名 + 等 。 在 标准 分 解 
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TT 


jx 一 NO{Z+2*}G@BP 之 下 , 当 Xe la, pj 时 , 按 $4 的 (4.57)， 
Ea,gl 一 {P, EN EL GJE Pia a(F, Ay), Po, atG, Ap), 

wm ee An) 十 oa(G，4p) + Qi}. (5.3) 

因为 我 们 考虑 临界 点 《下面 引 理 5,1 将 证 明 览 界 点 必 是 5 的 谱 点 ) 

近 旁 的 狂 质 ,所 以 不 炉 假设 4 最 多 只 有 一 个 临界 点 ,好 c(S) 只 食 
有 一 个 点 {4.} 的 情况 .这 样 ,由 $4 的 《4.52) 一 (4.56)， 就 有 

NE (5.4) 

Psa F, An) = 0， Quam( F, An) 村 0， 2 = 0, 


Pn(G, dr) 一 一 > (1 SYTGNT — Ap) "Eh, (5.5) 


BentG， 4p) 一 一 Pu 2G, Ar)Pon(G, Ap)”. 
利用 向 量 组 (5.2) 以 及 谱系 {EYP} 作 直线 上 一 组 0 有 限 的 Borel 
测度 : 

H(A) 一 -| 


d(E4 Pry, Ti}, 1, 2 人 


(5.6) 

设 1z 一 日 -BH， 是 正则 分 解 , 并 且 刀 -2 了 N，H+ 二 P， 由 这 
个 正则 分 解 产生 的 内 积 、 范 数 分 别 为 […， 1, 1 中。 无 特别 申明 时 ， 

向 量 , 算 子 的 范 数 都 是 相对 于 它们 的 。 

引 理 5.1 设 4 在 标准 分 解 Jx 一 N@{Z 十 Z*}@BP 之 下 ， 
4 一 {S,4nwydr,F,G,0i，c(4)C( 一 oo,co)，1 是 4 的 临 
界 点 , 那 末 le ol5). 

证 因为 81,(4) 是 退化 的 ,所 以 ，% 如 果 不 在 o(S) 中 , 则 
必 在 o( Aw) 中 , 今 证 明 这 种 情况 下 会 发 生 就 可 以 了 . 

事实 上 ， 因 为 Wto(8)， 所 以 WEo(5*)。 由 此 易 知 ，@.(4) 
中 向 量 必 是 x 十 P 十 s 的 形式 ， 

如 果 lecr(4rp)， 那 末 《A4) 中 向 量 # 十 P 十 x 的 Pp 显 
然 必 是 零 ， 因 为 Wea(5)， 所 以 名 (4) 中 向 量 必 是 形 如 * 十 ss。 
当 。 一 0 时 ,zs 一 0。 这 样 , Bi;,(A) 就 是 负 的 子 空间 ， 这 与 .是 
临界 点 的 假设 相 冲 突 。 


» 0 = 


A-lle} (1 一 


如 果 le oo( 4p)， 那 末 By,(A) 中 向 量 # 十 p 十 xz 必 满 足 
HE NAN-LI), PEAN(ApC— Hl) 由 于 nt+P+tz~=[rC— 
(S— AI) Fn] + {Pp— (5S—A1) GP] + z+ {Sh1) (Fa 
GP), mm (A— XI)s om (SS— hI Fn = 0, (4— hI)[p— 
(5 一 DG8 一 0， 所 以 PB,(A4) 中 向 量 十 ?十 a 必 满 足 
z 十 (S 一 Mr)-(Fz+CGp) 一 0 ， 即 十 P 十 s 总 能 表示 成 
H(A 一 1) 的 两 个 向 量 的 和 。 显然， 

— {n—(S— hI) -Fnlnt VAn — 1))}, 
Bp = {Pp—(S— Hl) Gpipe NA — 41)} 

是 fx 的 两 个 完备 子 空间 ， 从 而 D(A) 一 gu 由 由 也 是 完备 子 
空间 ,这 与 @,(A) 的 退化 性 假设 相 矛 盾 。 . 

从 而 ， hE0r(Ap)。，h Eop(Ap) 都 不 可 能 ， 则 只 有 1 是 在 
o(3) 中 。 证 毕 . 

定理 5.2 设 4 是 Ix 上 崩 共 入 算 子 ，cf4d) C (一 %,%), 
在 标准 分 解 jjx 一 NM 四 1Z 二 Z*}BP 之 下 ，4 一 1S，4wy dp， 
F,G,DO1，lecfS)。， 又 设 {E] 是 4 的 谱系 入 一 (mm5]， 
和 一 (cp]， 并 且 LE (Ca, 8) 们 (wm, FP.)、 那 末 下 列 六 个 使 丹 是 
等 价 的 . 

3) sup{llEalIACA} < oo， 

(i) we po 都 是 全 有 限 的 测度 

(ii) ( 强 )Hm 巨 。 存 在 ,( 强 ) fmE。 存在 。 

(iv) 9:(4) 是 非 返 化 的 . 

{v) 《能 ) EmE, 存在 ,( 弱 } lmEa 存在 。 

(vi) sup| (Eax, yo, r,yE lr, 
上 述 命题 有 一 个 成 立时 , 必 有 

lmEalls = D(A). 《5.7) 

证 最 然 Ba 再 As Eg, Enlx 是 完备 子 空间 因此 ， 不 内 

一 般 性 ,不 妨 设 o(5) 一 {}，4 是 有 界 算 子 ,而 且 Aw 在 (a, 8) 
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中 除 可 能 有 谱 点 4 外 不 再 有 其 它 的 谱 ( 否 则 ,适当 取 A,, 在 已 s,7Tx 
上 考察 4 就 可 以 了 ). 这 样 ,EZx 一 了, Edn+ 二 0。 由 (5.3) 一 (5.5) 
得 到 ， 


如 


Es™= {i,1, E4r, 0,— >) {4l— Ss) 


j=l 


入 [| ee Ap) /了 BLPL， 


一 DRT SG 一 4)-G+b 


站 下 四 1 
» ErtG*(NT -一 St (5.8) 
证 (二 > (i)? 对 任何 p &P， 


PG A 一 DD ps A — A 一 Sa 
* jeml fm"mi 
选取 Fly "*"s Se 如 4 定理 4.17 的 a Eo 它们 满足 
(4.103) 条 件 ， 由 此 可 知 
网 se—i+l 
—PalG, 4) — De, 2 a1 — do)” 
= i=l 


. Edriyun) ss, pEP., (5.9) 


因 为 Qs,(G, Ap)™ PalG, AP)Pa(G, Ap)", 所 这 从 
(5.8) 式 可 知 supt EaiiACA} < ceo 等 价 于 sup{ 上 Ps(G， 4p)| 


IACA} 一 co; 由 (5.9) 式 ,又 等 价 于 


>， (2 一 4p) Edriyiriy | Ac < o0。 
jl 


me | 
{5.10) 
下 面 证 明 (5.10) 实际 上 等 价 于 


sup { (hl 一 4p) TIE ttY, | AcAj <co。 (5.11) 
事实 上 (5.11) 是 《5.10) 的 特例 ， 所 以 ， 只 机 证 明 由 (5.11) 


1) <> 表示 等 价 . 
2) PaA《G, 4r)，D2aCG， dp) 分别 表示 FeptG 4p)。， BonCG，4p)， 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


可 以 推出 (5.10) 即 可 。 利 用 便 等 式 


3 (17 一 Ap) IEAriyin = (Ll 一 4p) 


Eet 


"DI APTIEZr YY — Esha, 


由 (5.11) 立即 可 知 {5 二 (1 — 40)-IEAPLy, 
的 ,依次 递 扒 就 知道 (5.10) 成 立 。 
但 是 。(5.11) 等 价 于 
suP {foam le = (—00,00)— A, AcAj < 一 co (5.12) 
这 里 


| A 


d(C Etrx, x) a 
dm — FF) 一 1 — A)"eiyy. 
有 (和 Deiys 


所 以 ，(D < 过 (说. 
再 证 《ii) 过 (过) 由 (5.3)，(5.5) 以 及 (5.8) 可 知 ， 只 要 证 
上 明 强 极限 lim Pa(G, 4p) 存在 就 可 以 了 ， 因 此 , 记 


a ST — ApEn i 1, 2 me 
jE 


由 {5.9) 可 知 , ( 强 ) lim a, 4r) 存在 等 价 于 ( 强 ) Ji 一 
1，2,'…，?) 存在 ， 8 


tag 一 | F141) Baynrs 
iwl 
| ei a 
= | 和 2 (和 A) Ea Yiti 


| 


nei 


Se (LI 一 Ap)} (Edt 一 Er! ) yeri-s | 
j=l 
一 la 一 «ol, {5.13) 


到 {le22P} 随 人 的 颖 小 而 单调 增加 。 和 根据 i)，(5.10) 成 立 , 即 
max sup {a 上 PIACA}<c0o。 利 用 这 个 事实 ,立即 知道 lm la 
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存在 。 再 利用 〈5.13), 就 得 到 lim ao) 存在 ,从 而 lim E, 存在 ， 
反之 ,由 共鸣 定理 立即 从 ( 考 ) 推出 (i)。 
现在 证 (iv) 之 i) 由 于 8@.(4) 是 非 退 化 的 ,并 且 约 化 4， 
再 根据 $ 4 定理 4.16 (谱系 的 唯一 性 )4 的 谱系 
五 |; 一 ED 十 EW, 1 (5.14) 
其 中 EP 一 0,，: 二 4; ED 一 ED，t 之 (EPR 是 JTx 在 
WB.(4) 上 投影 竹子 )， 而 E 站 是 41。 int 的 谱系 (在 中 (4) 


上 补充 定义 作 替 ), 又 册 于 4w 除了 可 能 的 谱 点 2 外 没有 其 它 谱 ， 
易 知 名 (4)- 是 正 的 ; 即 《B,(A4)+,《*,*)) 是 Hilbert 空间 ， 
令 (4) 一 下 由本 是 正则 分 解 ,从 而 Tx = HL 儿 (H; 命 
作 ,(4)) 也是 正则 分 解 ， 由 这 个 分 解 产 生 的 内 积 和 范 数 分 别 为 
[人 《5.14) 可 知 , 只 要 证 骨 
sup {EDIACA} < oo0 


就 能 得 到 sup{hEal lACA,) 二 09, 从 而 (0) 成立， 注意 到 {BE 户 } 


是 Hibert 空间 (9.(4),《"，*)) 上 投影 算 于 ,根据 范 数 小 由 的 
取 法 ,立即 有 Es < 1。 这样 就 得 到 (i)， 
显然 , 当 im BE。 存在 时 ， gx(4) 必 是 非 运 化 的 。 这 就 是 


说 ,由 (过) 可 以 得 到 (iv)， 从 而 (iv) 与 (i) 也 等 价 . 

(vi > (i) 是 显然 的 . 

根据 $ 4 定理 4.4，(v) <> (ii) 等 价 也 是 显然 的 。 

当 (i) 一 (wi) 命题 有 一 个 成 立 ,必然 (证) 成 立 ， 在 〈ii) 成 立 
时 , 不 难 证 明 (5.7) 成 立 ( 证 明 可 参见 $4 定理 4.17 的 证 明 中 的 最 
后 部 分 )。 证 毕 . 

由 定理 5.2 就 得 到 11x 上 自 共 元 算 子 临 界 点 的 等 价 条 件 . 

定理 5.3 . 设 4 是 Tx 上 自 共 辑 算 子 ，c(4)C( 一 co, 00). 
在 标准 分 解 Pr 一 N@{Z 十 Z*}@BP 之 下 4 二 {5, An, dp 下 ， 
C， 09}. 又 设 {E,} 是 4 的 谱系 ， 大 一 (ai， 8.], A (Gy B] ， 
且 并 le (ac p)n(ay 8)， 那 末 下 列 诸 命题 等 价 ， 
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lb del en et edd ih, Tons es, ede tl i, bt 5 芝 


人 4 是 4 的 临界 点 。 
(ii) sup{llEaliACA,)} 一 %, 


《ii)y 存在 x, ye x， sup{ [(Esr, 9)11ACA 一 %, 
(iy)( 强 ) lmE, 不 存在 。 
《v) ( 弱 ) lm Es 不 存在 ， 


(vi pr， to 至 少 有 一 个 不 是 全 有 限 的 测度 . 
当 和 是 4 的 临界 点 时 ， 如 果 相 应 于 4 的 根 向 量 最 高 阶 是 Ney 
那 末 对 和 任何 不 含 其 它 临界 点 的 A 一 (a, F], 下 列 极限 存在 : 


( 强 ) lim| 而 (1— A ) ed E,, ( 强 } Hin (1— 1 ) "dE, 


(ee 一 上 人 
(5.15) 
证 Gi) 一 (wi) 的 等 价 性 是 显然 的 ， 所 以 只 要 证 明 (5.15) 即 
可 . 
不 妨 设 4 只 有 一 个 临界 点 ,s 是 单 块 , 并且 fa, 8] 中 也 不 合 
除 和 外 Aw 的 谱 点 . 又 设 4r 一 和 dE 从 是 谱 分 解 


. 对 于 某 个 区 间 A, 当 MA 时 。 有 (网 $4 的 (4.58), (4.53)， 
(4.54)) 


Ea to, 0， E4r; 0, > (a1 S) GLI — Ap)-iEd?r, 
l=i 


DY Ch — SGCAI 一 4p)-et 电 
下 大权 ] 


.下 4pGY(21F 一 S*)t-! }. . (5.16) 
因为 下 列 极限 存在 
(B) lm | ,1 — 41) dE 


1<i<2n,, (5.17) 
( 强 ) fim 


-十 | {2e+e,8} 


所 以 (5.15) 成 立 。 证 毕 。 


Qo— he)(dl — Ap dEtr 


» plis 


由 此 我 们 引入 如 下 定义 。 
co), 刀 是 4 的 临界 点 ， 相 应 于 4 的 根 向 量 最 高 阶 数 为 mn.。 规定 


一 3pe < 1 一 22e， 
ja 1) 5 tm, () 了 tt 1) dE 
(5.18) 


其 中 (se, 8) 仅 只 含 4 的 一 个 临界 点 。 而 对 和 伍 合 自然 数 , 规 定 
| (1 一 LretidB, ee lim (| 
(mB) Tote—s1) 


Fat a 


十 | 0 hm. 
et eanrdl 


同 祥 :对 于 连续 函数 KK 站、 只 要 它 是 以 4 为 2n, 阶 零点 , 那 末 
就 可 定义 


| 1CDdB ee lim (| +| ) oa (5.19) 
ap? ttt Jae—s,] 《he+aio8] 

对 于 4 有 多 个 临界 点 情况 ,不 难 用 分 数 定 义 的 方式 , 引 人 和 人 一般 形式 
的 积分 


人 f(DaB,. 


对 于 积分 (5.19) 的 推广 , 以 及 更 一 般 的 算 子 演 算 和 谱 上 映射 讨 
论 将 放 在 第 三 小 节 进 行 . 

2 预 解 式 的 谱 表 未 ”利用 x 上 自 共 锯 算 子 的 谱系 (5.33, 可 
将 预 解 式 明 确 地 表示 出 来 . 

定义 5.2 设 4 是 zx 工 自 共 邦 算 子 ，2e os(A4)。 如 果 相 应 
于 加 的 根子 空间 Bi,(4) 中 含有 零 狂 向 量 , 那 末 称 是 4 的 广义 
临界 点 。 4 的 广义 临界 点 全 体 记 为 C(4).。 

引 理 5.3 设 4 是 呈 x 上 自 共犯 算 了 下列 命题 成 立 。 

(i) 4 的 临界 点 必 是 广义 临界 点 ， 


1) 由 于 (5.15) 成 立 ; 易 知 这 里 强 稚 限 (其 实 技 算 于 范 数 极限 ) 存 在 ,当然 也 可 利 贡 
CRiemann 和 的 ) ( 强 ) Jim, DJ Cs 一 ”ott EK 人 >] 存在 性 页 配 定 义 ， 到 者 


是 一 歼 的 。 
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(i) 如 果 ec(4)， 并 且 1o2 x 0， 那 末 1, 工 均 是 4 的 广 
义 临界 点 ， 

(证 ) 如 果 le C(4)n (一 co co)， 但 郊 不 是 4 的 临界 点 ， 
那 末 9:(4) 是 非 退 化 的 

本 引 理 是 显然 的 ; 

定义 5.3 设 4 是 [x 上 自 共 轿 算 子 C(4) 一 1 1; 
4141， Lin, “2 dis Lip} {Inti = 0, 1 iL Int 0, /十 
1 i 1+ 4b)。 {Bs} 是 4 在 约 化 子 空间 [CBa0,(4) 十 Di, 
《47 四 四 (xn(C4) + Bw(4))]+ 的 限制 的 谱系 , 则 称 


E,, 在 | 名 (Dr A) 十 ent Es 
B, = 
0 在 B(@y(A) 二 eur(4))， 上 
为 4 的 谱系 . _ 
根据 $4 定理 4.16, 4 的 谱系 {8,} 是 唯一 满足 定理 4.16 条 
件 (让 ，(ii) 的 谱系 .今后 如 无 特别 申明 , 仍 将 {写成 {1}. 
注意 ,对 于 hE C(A)N (一 ,0), 但 为 不 是 4 的 临界 点 ， 


五 一 lim En, Eo™— lim E, (5.20) 
Ra-0 


hhotg 


是 存在 的 ( 见 定理 5.2), 自然 , % 必 是 谱系 的 可 定义 点 。 

定理 5.4 设 4 是 JJTx 荆 自 共 冰 算 子 , 在 标准 分 解 /x 一 由 
{Z 十 Z*}BP 之 下 ,4 一 {5, Anw, Ap, PF, GB, 08}, ClA) = {5 
os hs Mrs Tp > dspsdivt (ati= 0, 1 ELI 
0, ?十 1&1 和 1 十) ,相应 于 为 的 根 向 量 的 最 高 阶 数 为 ni。 又 
设 {E.} 是 4 的 谱系 , 那 末 当 $4€ pl(A4) 时 ， 


i 2m ptl 


(1 一 4 一 人 天 (1， 9048 十 习 并 人 


二 上 » 
: by» _ By 
十 区 这 (Gs 本 i.) 市 到 二 7), (5.21) 
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K(1,! 0 -5 ， 
， ee 
el 14i 宕 8 
而 4 是 满足 0<6 < min li 一? 又 当 1 过 i 过! 时 ,Bw 
2 


是 Jx 上 有 界 自 共 轿 算 子 ; 当 ;十 1 和 委 ! 时 ，B, 一 (17 一 
S) 玉 Pi， 忆 * 是 2Z 按 分 解 2 一 9i(S) 十 … 二 Bar(S) 十 (93S) 十 
gs(C3)) 上 (ES 二 Gon(3s)) 在 90S) 上 的 平行 投 
影 . 

证 ”我们 将 分 五 步 来 证 阴 , 不 上 失 一 般 性 ,假定 C(4) = o{5), 

(1) 对 于 /二 1&2 二! 二 hh， 显然 ，JT” 一 (A) 十 
1,(4) 是 非 退 化 的 有 限 维 空间 、 并 且 约 化 A4, 令 zx 在 上 
的 投影 是 Pav;， 易 知 

《17 — A Pr = [I 一 SP + (27 — S$*) Pr * Pm?) 


人， 


区 [2 (S ~ DD 
fi (1 一 2 


SR (S* 一 187 
十 之 & > Ty Pu] Prt )。 
再 注意 到 B14)，@B1,(4) (二 IIS 二 1 二 Th) 都 是 四 性 子 空 
间 , 并 且 PE。 一 P;,， 因 此 ,各 令 (5 一 21 一 Pi 一 Bv， 那 末 


Bi {ST— TP,, It lvei+h, 
er 1，2，- Pro 
这 样 我 们 就 得 到 (5.21) 右边 最 后 的 一 项 . 
下 面 不 妨 认 为 ac(C4)JC( 一 oo ,oo)。 
(2) 取 A 一 (一 MM, M), 使 得 【一 M ,MD)D1 ,4}。 


作 分 解 : 万 k 一 As,1k 儿 (Es Ik)+。 显然 4jee 1 是 Hilbert 
空间 ((Ea, lr)’, 〈-，")) 上 户 共 罗 算 子 ， 册 于 Ex 约 化 4， 
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所 以 .o(4)Ce(4le。， 并 且 


— -1 EF-— 
(1 4) ls pt | 一 ap i ye eb Amg 半 。 ‘FE P(A) 
即 


(11 — 4)!(1 — En) 一 2 dE, 1€ p(4). 


| 4 一 

{5.22) 

办 此 ,只 要 在 五 AP 上 证 明定 理 即 可 。 
由 于 4ls 。 cf 一 M，M]， 所 以 4 在 Bed7k 上 是 有 界 自 


共 入 算 子 。 同样 ， 可 将 〈 一 M , M ] 进一步 前 分 谍 有 限 个 区 闻 的 
和 ,使 其 中 每 个 最 多 仅 含 一 个 广义 临界 点 。 所 以 ,下 面 不 妨 认 为 4 
是 有 界 自 共 轿 算 子 ， 并 且 仅 有 一 个 广义 临界 点 bn。 又 为 叙述 简单 
起 见 ,假设 5 相应 于 只 有 一 个 Jordan 块 , 相应 根 向 量 最 高 阶 数 
为 9 

《3) 令 


2 人 a 
J 
Se 2 一 上 fh) 


人 f(24): 对 尾 何 %， ReX < ,规定 
1(2) 一 | bp Ge 一 人 dEs+ (MU — A)'E,e 


71 
一 人 天 (1， NaB, (5.23) 


其 中 A; 是 随 1 给 定 后 所 取 的 区 间 (x, v], 满足 Reae A1。 但 
hEA1， 而 Ag 一 (一 co , oo ) 一 Aj，Bag 一 1 一 Ba 显然 , (5.23) 
对 每 个 满足 Rel * 的 1 都 有 意义 . 二 
现在 说 明 1(X) 的 值 并 不 依赖 于 A: 的 选取 。 事 实 上 , 如 果 有 有 
A 和 A 中, 并且 A8A8, 那 未 对 Ap (i 一 1,2), 按 (5.23) 
有 相应 的 f/()。 只 要 经 简单 的 计算 ， 即 得 
£02) — N= (41 一 A) {Ea > Eam) 


1 
人 -sp ee 0。 
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上 式 最 后 等 号 成 立 是 由 于 ((8ep 一 Eap)Ix, (。。)) 是 Hitbert 
空间 ，4 在 这 个 空间 上 是 自 共 辐 算 子 , 并 且 1 是 4]usp-mepy ni 


的 正则 点 , 而 {EA《Eswp 一 Es)} 是 4 |eeamp-zeppas 的 谱系 的 


级 故 ， 

再 说 明 1(4) 是 解析 的 。 事实 上 ,对 任何 如，Reu 失 %。 显 
然 ， 必 可 找到 2) 的 邻 域 避 以 及 区 间 Ai:， 使 得 U 中 的 一 切 人 *， 者 
可 以 做 到 取 Ax 一 A1,， 也 就 是 说 , 对 于 忆 中 的 任何 2。 值 1(2') 
可 以 用 同一 个 Al, 来 定义 。 从 (5.23) 可 知 , 当 取 定 A: 一 Ax 时 ， 
f(2) 是 局 上 解析 函数 。 从 而 f(2) 在 除去 直线 Rex 一 4 外 的 点 
上 都 解析 ， 
证 明 (4) 可 以 解析 延 拓 成 全 平面 除 点 入 外 的 解析 函数 
?2)。 事实 上 ， 取 le p(A)N( 一 ,00), 并 且 取 As€ p(4)， 
这 样 由 (5.23) 就 得 到 


(一 (人 一 4 加 -一 人 KG,DaB (524) 
然而 ， 因 (5.24) 式 右边 函数 在 除 实 轴 外 的 点 (其 实 是 除 c(4) 外 
的 点 ) 都 解析 , 则 下 面 的 函数 (4) 除 h 外 也 都 解析 ， 
网 一 4)-:-- K(4, dE,, 1€ p(A) 
F(i) 一 -~ 


1(2), 1€a(A) — {ro)} 
(5.25) 
显然 ， lim 了 (2) = 0., ; 
(4) 现在 来 确定 点 mn 处 F(%) 的 奇 福 的 阶 数 。 过 入 作 两 直 
线 LL 种 L1，。 将 全 平面 分 为 I 一 IV 四 个 部 分 ， 设 工 , 的 斜率 
分 别 是 1， 一 1, 


(a) 2cIUII 的 情况 . 
为 了 估计 | = ao 


)， 由 此 吏 分 的 定义 ,到 当 Tu 类 0 时 ， 


h) aE, 


* B16» 


人 K( DaE, = tm | 二 | ) KG， ZE ， 
一 E18 30+ \d (—o0,2,—8] (dotsr eo] 
(5.26) 

以 及 当 la 时 ， 
Ea 一 {0, 0, Er, 0, DY Cl 一 $Y"GO1 一 Ar)IEh?, 
B07 一 smG(ol — 40) -PEA Gl 一 5 
=l 

(5.27) 
再 利用 《ao 一 4p) (1 所 j 所 24) 的 闭 福 。、 易 知 当 Jwi 关 0 
时 ,只 需 估计 | 


Iss (hr 一 a0 Et 
Ia By Cl 一 4 4 入 i aEs 
1 <i<2n. (5.28) 


注意 ”由 于 极限 (5.26) 保证 了 (5.28) 中 出 现 的 两 组 算 子 是 
有 意义 的 ， 
因为 re (一 co, oo)， 而 当 1EIUIH 时 ,VY 2 14 一 :| 送 
i4 一 如 | ,所 以 有 下 列 估计 : 对 任何 p EP， 
| 


* 179? 


es 人] QC) yzE4op 
《loico] Aa—: 


| 二 《1 一 TS 


二 | | ap 
和 | 人 一 2 tj dllEdepll 


0 pe 


同样 可 得 ,对 任何 p €P. 


人 3 
《7 一 a to 全 2 dEirp 


| 全 二 


ET 


由 此 可 知 , 存 在 常数 以” 有 


(217 一 0 Gh)" gE 


(how) AO—# 


la 


< TT 
38 一 -一 《ho7 一 Ap)- | 4 一 ho) gE 


{ 一 oo AO—¥ 


ee 


< Te (f= 1,2,..* ,27), (5.29) 

也 就 是 说 ,存在 常数 Mi 
| Wi 
| jxo。 NaE,ll {所 [i mr 5 
男 一 方面 ,由 (41 一 4 的 $4 的 表达 式 《4.37) 可 知 ,为 了 
佑 计 (41 一 4 六 : 在 如 的 增长 阶 数 ， 只 要 分 别 估计 (41 一 3) 一 ， 


(QT 一 An)” 和 (X41 一 4p)”! 在 入 的 增长 阶 数 即 可 ， 
从 54 的 【4.33) 可 知 , 有 常数 Mi 使 


1 天 0，2cIUII， (5.30) 


— 8 < Mi | E 
C7 ~ sl el (5.31) 
而 当 4EIUI 时 ,MY 2 (11%4| 关 |4 一 |， 所 以 
i V2 
|4s 一 2 二 去 i 1€ 1IUI. C532) 


ee 218 


Dr 


同样 。ll(4w 一 4077 于 志 2 2 由 此 可 知 , 当 41€IUI 时 ， 


(4 一 人 -的 三 角 模 型 ( 即 $4 的 (4.37)) 中 每 一 项 在 的 近 旁 


-增长 阶 数 不 超过 24 十 1， 从 而 《41 一 4)”' 在 如 的 增长 阶 数 不 


超过 2n 十 1. 
(5) 2cIIUIV 情况. 


当 Rel 之 时 ,到 A; 二 | 一 全 一 Bet]; 当 


ReX 之 加 时 , 取 Ai; 一 于 二 » 富生 一 -|. 今 用 (5.23) 来 
人 秸 计 F(X) 在 如 附近 的 增长 阶 数 ， 
Go 
为 了 估计 站 | 羡 《 王 22， 4 
估 讨 


由 《5.27) 可 知 : 只 要 


(了 — Wl) -MEf, 1<k<2 


1 ee 
的 范 教 ， 因为 当 :€ A， 财 ， sy | 一 hl 委 2 | 
lo ,所 以 


Ch) (dp 一 hl) tdEfrp 


da (4 一 bo) 
Ep ng ed 对 一 2 一 Ap a 
Wi 1 一 wahtrpl 
= 3 
从 EE lp, (5.33) 
其 中 Ms 是 常数 . 


又 因为 + Ai 时 ， > 之 一， 仿 1<IUIL 的 
情况 的 证 明 方 法 ,可 知 有 常数 M,， 使 得 


| Ke ol < 


剩 下 的 是 要 估计 (X47 一 4) E(A2) 的 增长 阶 数 。 对 的 
“219， 


{5.34) 


国定 的 实 轴 上 的 邻 域 A {假设 A< 一 (一 coycoj 一 A 是 有 限 个 


闭 区 间 一 一 这 些 区 向 可 以 是 无 限 的 ), 当 xe {XlReXe Ac 时 ， 


(41 一 4)"'E。 是 算 子 值 解析 洲 数 ,而 当 2€ ({X4iReX€ Ac 一 Ac) 
时 ,QT 一 A)TEs。 可 以 由 (41 一 4) 的 $4 的 三 角 模 型 (4.37》 
以 及 在 同一 标准 分 解 下 的 E。 的 三 角 模 型 (5.8) 的 薪 积 得 到 ,从 而 
在 同一 标准 分 解 下 ，(17 一 4)-' E。 的 三 角 模 型 是 


(a1 一 4- 一 {Gr 一 5) 一 (1 一 4u)-'Bn, 
(7 — Ap) Edr, (A 一 SS 
+ F(A — An)-'Edy, 
BD) 1 ~ ANT — GOT Ae) Er: 
二 (Ql — 8)~G(41 — Ap)-'E4°, 
~ Dw A 
， ey 一 An) tAEAPLG*( HT 一 S*)A! 
+ (1— 5S) 0 — F(T — An}!F*] 
“(47 — 5) | 
其 中 BEhr 一 1， 


吕 一 一 立 (27 一 S) GCCLT 2 Ap) (ao pe A 


1r1 
~ EZPiG*(%] -一 Si 十 【7 — 5) 
~ G(27 一 Ap)T!G*(47 一 SS) 
显然 ，(11 一 4)"'E。 中 含有 (1 一 4p) 项 的 只 有 人。 为 千 
计 2 ， 首 先 不 难 对 了 用 归纳 法 ， 


QT 一 A (hI 一 4) 一 一 (41 一 4) 


二 
因 兹 


* 849° 


La 


一 一 (7 一 8) 一 一 iEdrt >》 一 一 -一 
2 ( ) 一 G( ~ Ap) EL Se 


» (hl 一 Sr 一 (47 一 SG ES 
(2 } ( ) 3 > = 7 
(hl PP)-G+D+7 瑟 dp 1G*(W1 一 Sy)I-! 
Tt (US) GT 一 4p) GT — S*)™ 
w= (4 S) GOT 一 Bee 一 Ss*)-! 
一 人 《7 一 3)C > > (Wi— 4 -tpd 


jwl fml -1)’ 
» EdriG*(Ll et Se 
其 中 一 n 专 一 (i 十 1)+i 志 一 1. 
特别 ， 取 A—= AAT ， 估计 Ql — A) ‘Eg 的 各 分 量 。 显然 
存在 常数 df5， 


jaz 一 s (Wl 一 SY : 
5 州 私 [ER = isxwh, (5.35) 


利用 te Ag 时 ， 1 一 小 > 羡 44 一 2 则 对 任何 peP 有 


iaz 一 如) 全 和 一 和 二 二 pe | 


4 2。 
站 (5.36) 
同样 可 得 ,对 任何 x € N， | | 
4 dn Ey 2 . 
fC ) ¢ a < 人 ET bo {5.37) 
因为 i€ A 时， I% 一 小 关 -一 111 |， 因此 
二 2 
NC 一 An)™ Eas 下 一 (oz 一 Ae) Ect) 
a :3 3 2w 2 
| ee LE |< nr (5.38) 


由 (5.35) 一 (5.38) 以 及 下 ,G 和 3 是 有 和 模 算 子 , 不 难 知 道 存 在 常数 
“221 ， 


ee ep -or 一 -一 一 


MM,, 使 得 
Ms _ 
nl 
ae (MUIVIN (aIReY x 0)). 
当 4€ (UIYV) 一 4%)) 时 ,因为 ( 杂 一 4) 已 经 解析 ， 由 上 
式 立 即 可 知 , 上 式 对 4€ (IIUIV) 一 44%}) 时 也 成 立 ， 
《5) 因为 F(%) 除 点 za 外 是 解析 的 ,并且 lim llF CA) 一 0， 


而 在 点 如 处 是 不 起 过 ”十 1 阶 的 极点 , 从 而 


2m 二 1 
F(A 5 Bs 


所 全 二 三 有 


Nl ~ A) Egl < 


而 当 4€ pl A) 时 ， 
07T A)-! = few， dE + ba a ee 
显然 , 当 le (一 oo, co) 时 ，F(4) 是 上 自 共 棉 算 子 ， 
所 以 对 任何 xXy ye es 


3 ei ; 2), te (一 oo oo) — {1), 


因此 Bi = B,, 凤 8B， Cs 1.2,-…,2# 十 1) 是 flx 上 自 共 辊 
算 子 ， 

对 于 多 个 广义 临界 点 情况 ， 不 难得 到 表达 起 (5.21). 证 毕 . 

注意 在 定理 5.4 的 证 明 的 一 开始 ， 我 们 假定 了 C(4) 一 
ol(5), 但 是 ,一 般 说 来 ,对 于 x 上 自 共 胃 算 子 4, 在 某 个 标准 分 解 
Fr NO{IZ t+.Z*}BP 之 , A= {5S, dw, Ap, F,G, 0}; 当 
《CC(A) 时 ,完全 可 以 发 生 ho(5)， 而 hE ol4w) 的 情况 ， 
对 于 这 种 悉 况 ,由 4 定理 4.6 的 (Qi) 的 证 明 过 程 可 知 , 必 有 

P(A) = span{n — (5 — Ld) FalnE NAn 一 2 站 )} 

Bspan{p 一 (3 一 WGp |pE .rd — hl))}. 

显然 , (4) 一 Da(4)， 从 而 4 在 约 化 子 空间 @,(4) 上 是 单 
位 算 子 的 为 倍 ， 并 且 jn 是 实数 。 4 限制 在 B1,([4)! 上 时 ,定理 
5,4 成 立 ; 醒 4 限制 在 pu(C4)》 上 的 谱系 是 


* 22°* 


eg ee ew a he So oom i mc 


E, Ss 1> hj 
D，! << 如 
而 相应 于 h 的 根 向 量 最 高 阶 是 1。 所 以 , 只 要 取 Bo 一 上，Boa 一 
Bs 一 0， 易 知 在 @1,(4) 上 下 式 成 立 ， 

(CU 一 4A) = ke K(1, 1)dE, 十 > i 
换 名 话说 , 对 于 hgc(3) 而 hk ol4w) 的 情况 ，(5.21) 仍 成 立 . 
实际 上 , 它 比 ko(S) 铺 况 要 简单 得 多 . 

3. 算 子 演算 和 庶 映 射 、 有 了 预 解 式 的 谱 表 示 ， 就 可 以 进一步 
讨论 算 子 演算 。 先 讨 论 解析 演算 ， 设 4 是 J7x 上 有 界 自 共 斩 算 
子 , 函数 4) 在 包含 o(A) 的 领域 人 上 解析 , 是 Jordan 闭 曲 
线 ,并 且 es cf4) 在 工 的 内 部 。 按 通常 办 法 , 定义 


A) = 二 和 HA = 4)-'da. 


定理 5 设 4 是 2 上 有 界 自 共 较 算 子 ，C(4) 一 {4.,…， 
Ws ns Vir rs Mths Ti} (Tul = 0, 1 iS; lnhs x 0, 
I++ 1 si 委 1 十 问 ， 相 应 于 1 的 根 商量 的 最 高 阶 数 为 由 区 没 
{EB} 是 4 的 谱系 。 函数 . 所) 是 在 包含 of3)》 的 某 个 区 域 2 上 
解析 。 那 未 | 


KAD ~ fi- Da DE ] a 


| 


+ 二 


Se Cp 二 下 "Cs poo], (5.39) 


”证 不 妨 设 人 pp ye 1s 利用 (5.21) 
以 及 Fubini 交换 积分 冉 序 定理 ,立即 得 到 ， 


(1(4)x, y) 证 (DN 时 


bd ot 


| Za(Bie， y)ak 
[Ek 人 


1 Bux, 分 
5 7 p23 hj (Bux, y 


n= 
-] 直 站 [ 寻 


了 下 


Go Ex, 
* 1(4) ee at 7 


1 Br， 
之 2xi pes (2 — MY i Dy) 


一 1(7) 一 0 (一 | a(Er, y) 


+ 0) a (Bux, y), 
im0 


由 此 得 到 we 
1(4) ~ {160 — p> Co 一 二 他 


十 Se By. 
证 毕 . 
推论 5.6 在 定理 5.5 的 假设 下 ,如 果 C(4) 一 {2}， 那 未 


(4) 


一 一 一 :540) 
fce (MC— -tt 
(4) = {| Ka 一 DE -0 ss | 二 
+ GD re (4 ~ IY. (5.41) 


iw0 


站 a2 


证 在 (5.39) 中 取 1) 一 (一 和 Di 一 01 2 2m》， 


便 有 . 
{4 ce 0 之 太志 2m 一 1 
Bu -| . 
tp 一 和 Dog ~ 2m 
证 毕 。 


注 在 三 角 模型 下 , B, :。。 具 有 较 简单 的 形式 。 实际 上 , 任 取 
全 一 〈c, 81, ht (ae B), 利用 (5:3) 一 (5.5) 以 及 
A° 一 fs， A A bs SFAN-i, bp SGAY™, 
f= 1 1 
bp SiOS*u-1-i 2 2 SiCFANEF* 
fot 十 于 十 此 四 亲 一 2 
+G4G95 叶 ， 2 (5.42) 
经 计算 可 得 
(A— LnE, = fo, 0, CAp 一 hI"E4e, 0, 


DS — hI GAs — hI Ep, 


t=1 
一 (3 — NT FE*(S* 一 I) 


Se > 《S i hl) GCAp Ml) GD ， 
jrj 
“EtrG*(s* — 10) }. 
由 于 -_ 
Bi = (A — Ll) — | (1 — 4) mE; 


(Ahm Es | 0 ~ aE,, 
全 fA 一 0， 由 定义 ,有 Em, :一 mE, ~ 0, 因此 
Bim 一 im (4 — hl) mE 
Ia lr 0 


.2725+ 


m= {0,0,0,0,0,— (8 — 1) 
[FF* + GG*1(S* — 71)!}, 
如 果 在 Z 中选 一 组 线性 基 B13 **") SH 全 5S 成 为 Jordan 标 
准 形 ,为 简单 起 见 没 只 有 一 块 ,因而 4 二 mm 设 F,G 有 表示 


Fn 一 DY Gn, #1) zi, Gp = 3 (p, yi)2i, n€E N, PEP, 
ds i=1 


这 里 的 TEN, yiEP {i == 1, 2,"…, 芒 )。 那 末 对 任何 x 一 ?十 
十 5* 十 户 、 


Bsr 一 —[(xs,, Xo.) 十 (LEfr —B{r ys, pm)] (2*, go, )xn,. 
推论 5.7 在 定理 5.5 的 假设 下 ,再 设 C(t4} 和 (一 %, co). 

那 末 对 任何 一 组 自然 数 心 ，…… ,各 ， 

J (4 一 Ml)ethy | IT (一 和 jzratbdR 


pu} 


证 到) 一 一 14."+ 如 代 人 {5.39) 即 得 。 证 毕 。 


为 将 算 子 演 算 推 广 到 更 一 般 情况 ,我 们 引入 两 个 代数 . 

定义 4 令 0 一 (ff, (gao,……', 942s)) lf 是 直线 上 Borel 可 
测 函数 , (co,…， sr) 是 一 数组 }., 对 于 9, 中 两 个 元 了 一 (fj (a， 
2 )，G 一 (8， (B65))， 规 定 * 加 ”、“ 先 "如 下 : =, 8 
是 复数 ， | . 

aF + PG ~ (of + pe, (aa 十 po es oa + Bb2n)), 
FFG 一 (fe， (ea Go 由 十 qbo, 之 aibi_i, > zibo 
“ 共 谣 ”运算 规定 如 下 ; . ; 

Fo= (天 《ay > 42n) )。 

显然 ,9。 是 具有 对 合 ( 共 示 运 算 ) 的 线性 代数 ，(1, (1, 0,…， 
门 ) 是 9。 的 单位 元 , 而 (0, (0, 9,…, 0)) 是 0, 的 零 元 , 且 .9。 还 
是 交换 代数 。 


RT lo, {a0,** ”> zzm))| 存在 一 个 1 的 邻 域 U 和 常数 Mr, 


使得 | 1 一 加 d| < Mer* 在 0 上 成 立 上 
则 ws 是 避 ， 的 子 代数 . 
显然 ,如 果 冰 数 f(z) 在 0 的 某 令 起 让 具有 壬 绕 的 22z 十 工 阶 导 
数 , 那 未 当 取 4 一 万 (0 和 E28) 了 时，( (0s)) € 
g,. | 
为 方便 起 网, 下 面 只 限于 叙述 一 个 临界 点 0 的 梢 况 。 
定义 5.5 设 4 是 x 上 自 共 较 算 子 ，C{A) 一 10}， 相 应 于 


0 的 根 向 量 最 高 阶 数 为 s。 又 设 {E,} 是 4 的 谱系 。 对 任何 w。 中 
的 下 上 一 (f (ao ao))， 定义 


F(A)}~ 全 1 一 5 Git | dE, 十 bp aiA', 
， 下 < 全 
F(A) 的 定义 域 是 


2(FCO)= go0n 臣 人 7- Bu 


3 
dz 全 < co 


显然 , 当 /是 解析 函数 时 , 取 F 一 (1, (1(0),… ,大 和， ny 


2)), 那 未 F(A4) = 14)， 此 时 4) a 


分 所 定义 的 ， 

任 取 A 一 {一 M,M](M > 0)， 由 于 相应 于 A 一 (一 co， 
co) 一 们 的 (Eac7Tx,(，)) 是 Hilbert 空间 ,所 以 在 研究 由 定 
义 5.5 所 决定 的 F(4) 时 ， 可 不 妨 设 4 是 有 界 算 子 (因为 F(A4) 
在 Eacifk 上 情况 是 属于 熟知 的 Hilbert 空间 上 算 耶 演算 理论 )， 

定理 5.8 设 4 是 1x 上 有 界 自 共 孝 算 子 ，C(4) 一 {0}, 相 


拉 该 里 口 ， 让 仅 依赖 于 〈1 (cop…， or))》， 
» 27 


应 于 9 的 根 镶 量 的 最 高 阶 数 是 *。 对 任何 F, Ge。 有 
E(A4) =— F(A)! 
(aF + PGA) = oF(A) + BG(A). 
(FG)(A) = F(A}G(4) 
F(A4) = 4, 
其 中 Fi, 一 ,A(t 1 0 ,07)， 
-证 《5.43) 中 第 一 ,二 ,四 式 是 显然 的 。 下 面 证 第 三 式 . 
对 给 定 w。 中 的 站 一 《1 (ao 421 ) )， G=(g, (io 
5))。 任 取 和 一 (一 ps 4](p 之 0), 使 得 当 ze [一 xp] 时 ， 


(5.43) 


| 1) — 5) zt < Mt, ; 
Eb 

[sO -Dor < (5.44) 
i=0 


| f(s)g) 一 > C2 api] a | Me 
今 证 必 有 常数 MM,, 使 得 
Nf f(D 一 3 ar]aE,| < Mip. (5.45) 
事实 上 ,对 任何 peP, 0<e<p, 。 
| 1 一 pa AFsidElpp | 


-Le- 宫 呈 raaro 


< | MeetalEtrpl < Maellpt, 
li2n; (5.46) 


疝 样 ,存在 常数 Ms > 0， 


,2m 


a 9 ~ Bo] sre < mnien, 
1 1 2n, (5.46’} 


ae 228* 


注意 到 (5.16)5, 由 〈5.46) 和 (5.46') 不 难得 到 :存在 常数 M,, 使 得 
jl 总 
+ -lnm 0 
根据 积分 的 定义 : | 
0 -Bor sn, (fs + ho) 
-| ro 一 Due], 


由 (5.47) 立即 得 到 (5.45)， 
同样 ,存在 常数 ,不 妨 设 为 M4， 使 得 


上 eo- 如 


| | rpsc 一 > > qbiit ‘Ja Mn。 (5.48) 


二 0 j= 
记 4s = AEs, Anc = AEC(CAC=(—0%0, oo) 一 A)，E( 机 一 
/9 ob £0 ~ et) — Dor , 10) 一 fC 一 3 
ab 由 (5.45)，(5.48) 可 知 ， El 不 仅 约 化 FC4), 
G(4)， (FG)(4), 并且 
IF(A)EaN < Mip, 


{GCA EN < Mp, ， 
长 EGGC4D)Ea| < Mg. {5.49) 


显然 ， 


1)《5.16) 式 中 入 是 区 同形 式 ; 其 实 当 [a, 81NC( 人 A) = 人 时 ; 因为 (BsniTx， 
《-，')) 是 Hilbert 空间 > 易 知 当 和 是 《cy B] 中 任何 Borel 侍 时 ， (5.16) 也 
成 立 ， 在 证 明 (5.47) 时 需 仙 用 这 个 事实 . 
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F(A)= | soaE 十 bp qrAi 十 FL 已 
j 一 和 


[ 


Cd4) 一 zz)dE， 十 六 5 和 十 G(4)EAc 
] 全 


(FG)(A) 一 | (a, 十 D3 qbiid + (FG)(AYE La. 


i=0 j=0 

由 于 (EclIx,《(',*)) 是 Hilbert 空间 , 按 Hiibert 空间 上 热 知 
的 算 子 演算 理论 , 易 知 

F(4JEacG(4)B sc 一 (FO AB ec。 

注意 到 Ex 的 约 化 性 ,因而 只 变 证 明 当 A 一 0 时 ， 


D, = (| SCDEE， + 2 sd) (| £2)dE, + > 54 ) 


( naE, 十 > 2 aibi_iAt ) 


弱 收 总 于 0 即 可 . 
”由 推论 5.7, 当 加 守 1 时 , 仿 (5.49) 的 证 明 , 有 常数 M; > 0， 
使 

Te |) raB lM (550 


对 给 定 的 . 了， GE wos， 由 (5. 物 }, (5.50) 易 知 ， 存 在 常数 M。。 使 
得 
上 Pal < Msg. 

由 此 可 知 , 当 A 一 0 时 ，Da 按 算 子 范 数 疏 伍 于 0. 证 毕 。 : 

定义 .6 设 4 是 7x 上 自 共 固 算 子 ，{E,} 是 4 的 谱系 。 又 
设 f(y，f(2) 是 (一 ,00) 上 两 个 Borel 可 测 函 数 〈 可 以 在 
C(4) 上 没有 定义 )。 如 果 对 任何 +€E x，、f(x)，f(z) 关于 定义 
在 (一 0,00) 一 C(4) 的 Borel 子 集 上 测度 d(E,x, x) 几乎 处 处 
相等 , 那 末 称 CD)，f(z) 关于 {E,} 几乎 处 处 相等 0， 记 为 hh 


1》 这 里 不 拟 再 引 人 相 应 于 {E,}》 的 谱 油 谋 概 念 ， 


"230+ 


. . 
显然 ， 如 果 在 标准 分 解 [lx 一 N@B{Z + 2 由 P 下 ，4= 
{5, An, Ap, F,G, 9}), 那 未 由 (5.16) 可 知 hf 等 价 于 二 


h, ; 

定理 5.9 设 4 是 Hx 上 自 共 轿 算 子 ，C(4) 一 {0}, 并且 相 
应 于 0 的 根 向 量 最 高 阶 数 为 x。 又 设 Fi 一 [人 (ao *…， ap) > 
Fi 于 fs Can, * "yy az) ) 是 cs 中 两 个 元 , 那 末 F (4A). Se ER 的 
充 要 条 件 是 二 -hh， 其 中 {E,} 是 4 的 谱系 ， 


证 类 似 于 定理 5.8 的 证 明 , 易 知 对 任何 & 之 0, A (—p, 
4]，F(4) 一 Fi(4) 的 充 楼 条 件 是 
F(A)Ea = FAA)Es, F(A)Eac = FAAYEL, (5,51) 
而 (Bacx,(.，.)) 是 Hilbert 密 间 ， 利 用 Hilbert 空间 中 熟知 
的 事实 ，F,(4)Eac 一 Fi(4)Eac 的 充 要 条 件 是 
9 = 1. | 
E.Rac . 
青 福 意 到 lm， In, (4)Es = him F(A)Eal 一 0， 则 易 知 本 定 
岗 成 立定 毕 : 2 
为 了 建立 一 般 的 谱 映 射 定理 ,需要 下 列 引 理 。 
引 理 5.10、 设 4 是 Tx 上 用 界 自 共 思 算 子 ，5C(4) 一 {01， 
想 应 于 0 的 粮 向 量 的 最 高 阶 数 为 太 。 又 设 ws 吊 下 = Cfs 《ao … 
oo)) 的 f 是 有 界 Borel 可 测 函 数 , 屠 末 P(4) 是 有 界 的 。 
这 个 引 理 是 显然 的 . 
定理 5.11 设 4 是 Jk 上 有 界 自 共 蜀 算 子 ， C(4) = {0}, 
相应 于 0 的 根 向 量 的 最 高 阶 数 为 4。 又 设 1(7) :是 直线 上 连续 函 
数 ,并 且 一 (f, (o,-…， as)) 是 ws 中 元 , 那 末 
oF(A)) = {fDie ol A)}. (5.52) 
证 和 侍 取 和 一 (一 pa] (ri 0)， 因 为 Es。8k 约 化 4， 
F(A4), 所 以 
od) = alAlsnr) VUold eh . {5.53) 
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cf(F(4)) 一 of(CPE(4)|asmg)Uo(FC4)1zacmg)。【〈35.347 
记 4A 一 Alsanx， Aac 一 4scqx， 显然 


F(A)|escnr 本 网 | (7) ” oz]?B， 


2n 

十 > Aadic 
二 站 

bed (efCDaF, lecnx. . -~ {5.55) 


由 于 〈BacTx,(，.) 是 Hilbert 空间 , 由 Hilbert 空间 上 谱 映 
射 列 论 ,从 (5.55) 以 及 "(dar) CH ( 见 $4 定理 4.8 的 (说 ) 立 旭 
得 到 


EaCHr 


o(F(A) ee = olf(Aac)) | 
= {ftE oA)N EA; (5.56) 
由 (5.54)、(5.56) 就 得 到 


oz(F(C4)) 二 [JoCPFCd)izacng) 
Ca 


>U {fe aA)NASY 


~ {fe od) — {0}}. (5.57) 
如 条 0 不 是 oC4) 的 孤立 点 ， 那 末 利 用 o( F(A)) 是 闭 集 ， 
1(z) 是 连续 函数 , 立即 由 (5.57) 又 得 到 
oF(A))I{fN) leE A). ee (5.58) 
如 果 0 是 oC4) 药 孤 立 点 ， 那 未 相应 于 0 的 根 手 空间 就 是 
LE, 一 轧 )Bxk， 并 且 由 积分 定义 还 可 得 到 


人 ro 一 > az) dE los nx ~ 0 
$= 
从而 对 任何 相应 于 6 的 特征 向 量 *; 必 寺 
F(A4 ]x 王 六 shx- 一 gox， 


机 do 区 os F(A)), 由 于 {1, (#0,-* “» cam) ) € tas 所 似 fo m 1(0). 
从 而 仍 得 到 (5.58)。 
为 了 证 明 co(F(4))C{iCD]rk o(A4)}， 只 须 证 明 对 任何 2 
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{fealte ao(4)), 必 有 4€ p(F(4)) 即 可 。 
事实 上 ， 因 为 Et NE ol4)}， 而 {HKD 14E ol4)} 是 闭 
集 ， 所 以 存在 4 > 0, 使 得 14 一 大 0)1 之 dlz€ o(4))， 根据 等 式 
(5.56), 对 任何 上 > 0， 2 是 F(4)|sacnx 的 正则 点 ， 另 一 方面 ， 
根据 定理 5.8 的 证 明 过 程 得 到 ; 存在 某 个 正则 分 解 所 导出 的 范 数 
让 上 以 及 常数 M 之 0， 使 得 
F(A)Eal < Mu 


( 见 (5.49) 式 )， 由 此 可 见 , 当 4% 0 时， 只 要 取 “< 就 有 


26p(F(4)issm)， 从 而 4€ KP(C47)， 

当 1 = 0 时 ， 任 取 非 替 数 se{j(e)1ze ao(4)}， 关中 wo ,中 的 
下 ,一 (1j 二 ea (ao 十 aiaiy… ,dan》)， 由 定义 可 知 

F(A) -== F(AY + al 

由 于 0E {fA lie o(4))}, 所 以 eft le 全 对 根 独 十 
面 的 证 明 ，zae pe(F,(4))， 即 0€ p(F(4)). 证 毕 : 

定理 5.12 在 定理 5.11 的 假设 下 ， 文 文本 设 在 标 相 和 流 g 
NO{Z + Z*}®BP 之 fF, 4 {5, Ay, Ay, F, CG, 9 那 末 , 对 
任何 (Ca ,as))e wa。 有 
FC) (Ds, ol, fd ,Gs B), (5.59) 


=0 


其 中 
FF 和 > qs ~ 有， 


gD Da] rare, 


绍 一 六 Ge 2 Si-108*e- -= 六 Gy » SIF FeS*; Re 


一 Em jm 
0 Es 用 
十 sme || HKD 一 六 oz| 16+0dEBYAPG*SwA， 
六 大 二 i™0 
证 利用 FL4) 的 定义 ,0EA 时 的 E。 表达 式 (5.16) 以 及 


和 从 有 卫 二 


er 一 mraemornemnes 一 一 wo- ve 


4” 的 表达 式 (5.42) ,经 直接 计算 不 难 证 得 . 证 毕 。 
”推论 13 在 定理 5.12 假设 下 ， 又 假设 ,中 的 F ~ (f， 
(ao, “"*y an )) 满足 下 列 条 件 . i 是 实 汞 数 ， Ima = 0 (0 1 


2#)， 那 末 
| CCP(4)) = {HDiE C4A)}. 


证 因为 f 是 实 沙 数 、ao,'*'*, ea 都 是 实数 ， 根据 定理 5.8 ， 

F(4) 是 自 共 轮 算 子 ， 因 而 , 从 (5.59) 可 得 
CUF(4)) ~ a F (S$)) Ua(aol), 

又 因为 Fe ws， 所 以 m 一 X0)， 即 推论 成 立 ， 证 毕 。 

4. 西 算 子 的 临界 点 结构 和 谱 映 射 “这 一 小 节 中 将 不 加 证 明 地 
列 出 西 算 子 与 自 共和 办 算 子 相应 的 临界 点 结构 和 谱 映 射 方面 结果 。 

定义 57 设 口 是 FTx 上 西 算 子 ，2e op(U)。 如 果 相 应 于 思 
的 根子 空间 含有 零 狂 向 量 , 那 未 称 4 是 的 广义 临界 点 ，U 的 广 
义 临界 点 全 体 记 为 C(D)， 

用 C, 表示 复 平面 上 单位 图 局 ， 以 下 不 再 重复 说 明 . 

引 理 5.14 ”下列 命题 成 立 ， 

(i) 书 的 临界 点 必 是 广义 临界 点 。 

(i) 如 果 2eo(D)， 并 且 121 闪 1， 那 末 1， 二 cou). 


(i) 如 果 le C(4), 并 有 tl 一 1， 但 加 不 是 的 临界 
点 ， , 那 末 (0) 必 是非 退 北 | 
(iy)》 如 果 在 标准 分 解 [Tx 一 NB{Z + Z*}@BP 之 下 , U= 
{5, Un, Us, C， D, T}. 那 末 (CN C(A))To(S). 
定义 $8 设 U 是 Ix 上 西 算 子 。C(0) = 4s， bn 
Se ,he 其 中 1 和 4 一 1 (Qi<D; I4| <1 
G+t+1l1<i<it+ 令 工 一 (Bui(U) 十 9 (UWB. .中 


{9, 2 ti es {a 是 Ulzr 上 的 谱系 称 


se 在 上 : 
一 .在 世上 


是 UU 的 谱系 。 今 后 仍 简 记 { 基 ,} 为 {E.}. 

定理 $5.15 设 U 是 了 kx 上 西 算 子 , {1E,} 是 口 的 谱系 ,并 且 在 
标准 分 解 Hx 一 ND{2 十 Z*}@BP 之 下 ,，U = {5, Un, Urs C， 
D,T}。 又 设 4.€ oS)，|4| 二 1 和 AAA 都 是 包含 1 的 开 孤 , 那 
末 下 列 命题 等 价 

{1) saptjlEeilAcA < c. 


Ga) cs， 都 是 全 有 限 的 测度 。 
《年 ) ( 强 ) lim E。 在 在。.: 


(iv) B83《U) 非 退 化 。 
《《 弱 ) lk 存在 ， 


(i) i (Eo Ws} < oo。 


注意 (i) 中 pi 定义 类 似 于 (5. 6), 只 是 将 (5 0) 中 Rae 
换 成 现在 的 Er; 而 * 的 表达 式 类 似 于 (3.1)，(5.2)， 将 (5.1)， 
(5.2) 中 G，4; 换 成 现在 的 一 SD*Up, UD, 

定理 $16 设 U 是 Jx 上 西 算 子 ， 在 标准 分 解 JI 一 N 外 
{Z 十 2*}@BP 之 下 ，U'= {5， We Up, €, D, T}, CU) = 

1 

a “> hs drs De *» Mit 本 
1 <1， +1T<i 和 1 二 和， 相应 于 2 的 根 向 量 的 最 高 阶 数 
为 mw。 又 设 {E,} 是 如 的 谱系 ， 那 未 , 当 ze p(U) 时 ， 


0 
a 


起 jx: 1<i<l; 


(1 一 DO)-: -ko NaF, + 人 Bo 
vat j=1 1 Ao): 
A B BD 
十 wi 2 _ 
bb (一 2 可 
元 


这 里 


一 2 
天 (2 = 二 EE 2 
(2 中 二 > da{r—1 ) 3 QT 
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1，14| < 2: 

0,，i4| > 6， 

而 # 满 足 : 0 过 8 之 min |4s 一 4,|， 又 当 1 所 i 1 时 ，B» 
[DT 
2 


iy 


是 中 kg 上 有 界线 性 算 子 ; 当 1 十 1 和 i 和 1 十 如 时 ,Bx 一 (4,1 


一 TP。 Bi 一 (入 一 8) BP, 是 Z 按 5 相应 于 


ws……… hts， 的 根子 空间 分 解 在 @, (5) 上 投影 ,PE 是 2* 按 
S*+ 的 根子 空间 0 {0 (5")} 分 解 在 Bi.n,(S*) 上 的 投影 。 


3(1) -| 


定义 5.9 设 U 是 Jx 上 自 共 辆 算 子 ，C(U) 一 {1}。 相应 
于 1 的 根 向 量 最 高 阶 数 为 >， 又 设 {E,} 是 已 的 谱系 。 对 任何 on 


中 下 一 (fj，(o…，ao)) 《这 里 了 都 是 单位 回 周 上 Borel 可 测 
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函数 ,并 且 存在 常数 M, 使 | fC 中 一 Sa- D| 一 Me 一 1 
规定 
F(I) = i| oi 3 az 一 Dl 十 > aU 一 门 1， 
es 

PFO 一 个 


人 = 并 - 中 dlExlP < oo). 


定理 5.17 设 U 是 Hx 上 西 算 于 ，C(U) = 41}， 相 应 于 1 
的 根 同 量 最 高 阶 数 为 ?。 下 列 命题 成 立 
(iD [/F(U) = F(U)? 
{aF + BG)U) = oF (U0) + PG(U) 
(FG)(U) = F(UYG(UV) 
当 Fs = (1, (1,0,0,. ,0)) H 时 , FA(U)=U. 
Ci 当 了 是 连续 函数 时 ,oF(0D) 一 {fC2)|z€ ol 器)}. 
(证) 如 果 在 标准 分 解 /7s ~ NB{Z 十 Z*}@P 之 下 ，U 一 
{S, Uns Wp, CD 7i， 那 末 F(U) 也 具有 在 同一 标准 分 解 下 
,236。 


的 三 第 模型 ， 党 F be tf, 《da， 9 Ga2n] )» G0 一 ls 而 li | 
1(z€ C1) 时 ，F{U) 是 西 算 子 , 并且 


FLU) 一 {Ba 一 Ih HUp), FH , Y, 2} 


(多 ,多 , 急 的 形式 赂 ) ,并且 C(F(U)) 一 {1}， 

最 后 我 们 指出 , 有 些 定理 , 特别 如 谱 映 射 定 理 中 有 关 1C2) 的 
连续 狂 假 设 并 非 必要 ， 一 般 只 须 在 临界 点 附近 有 足够 的 可 微 镍 即 
可 ,其 余 的 地 方 只 要 Borei 可 测 即 可 ， 由 于 对 可 测 函 数 的 谱 喘 射 问 
题 在 Hilbert 空间 已 有 讨论 ， 而 除去 临界 点 附近 外 的 地 方 是 和 通 
常 Hilbert 空间 同样 处 理 的 , 所 以 这 里 就 不 再 讨论 了 。 


56 对 称 算 子 代数 


本 节 中 我 们 将 给 出 /Tx 空间 上 算 子 代数 方面 的 初步 结果 

1. Hx 上 J.Y.N. 代数 

我 们 用 _B(Dx) 表示 [Tx 上 有 界 算 子 全 体 ， 显 然 ，B (x) 
是 Jx 上 (由 有 界 算 子 构成 的 ) 代 数 。 如 果 以 “入 运算 作为 这 个 代 
数 的 对 合 运算 , 它 就 成 为 具有 对 合 的 代数 , 即 成 一 个 对 称 代数 。 如. 
果 再 以 Ix 的 任何 正则 分 解 DTx 一 器 -由 区 所 产生 的 范 数 站 .| 
以 及 相应 的 算 子 范 数 作为 代数 B(Fx) 的 范 数 。 那 未 BUTx) 就 
成 为 Banach 代数 ， 痰 然 ,不 同 的 正则 分 解 所 相应 的 Banach 代数 
BCNx) 是 拓扑 同 构 的 ， 

.定义 6&1 设 台 是 B(11x) 的 子 代数 ， 如 果 对 任何 4€ 9， 
必然 有 .416 全 ， 那 末 称 全 是 Tx 上 对 称 算 子 代数 、 邵 果 名 是 
NT 上 全 单位 元 的 对 称 算 于 代数， 并且 按 出 拓 扑 是 闭 的 。 那 末 称 
是 Hx 上 JV.N. 代数 


1) 这 四 的 “本 让 于: 征 和 写作 Hilbert 空间 上 和 情况 完全 类 似 的 ， 即 WC0; xiy 9 
六 my yi 9 Yn; B) = {All(dxs DT<e ro “3 Ta 49》 Yu flrx9AE 
从} 是 急 的 办 完 的 种 坡 基 ， 


4237F 。 


定义 6.2 设 全 是 人 x 上 一 疾 有 界线 性 算 子 , 工 是 x 的 闭 
线性 子 空间 。 如 果 二。ZL+ 都 是 中 所 有 算 子 的 不 变 子 空间 , 那 末 
称 工 是 全 的 广义 约 化 子 空 间 。 特别 ， 当 工 是 分 的 广义 约 化 子 空 
疗 ,并且 Jx 一 工 四 L+ 时 ,就 称 工 是 仿 的 约 化 子 空间 ， 如 果 全 除 
去 平凡 的 约 化 子 空 间 {0}，{Tx} 外 ,再 没有 广义 约 化 子 空间 或 约 
化 子 空间 , 那 末 和 应 地 称 全 是 广义 不 可 约 的 或 不 可 约 的 . 

显然 ， 当 全 的 广义 约 化 子 空间 工 是 非 退 化 时 , 工 必 是 全 的 约 
化 子 空间 。 又 显然 , 当 全 是 广义 不 可 约 时 ， 必 是 不 可 约 的 。 容 
易 举 出 例子 说 明 马 是 不 可 约 的 ,但 包 并 不 是 广义 不 可 约 的 。 

如 果 由 单个 算 子 4 所 构成 的 全 是 广义 不 可 约 或 不 可 约 的 ， 那 
末 称 4 是 广义 不 可 约 的 或 不 可 约 的 算 子 。 显然 ，4 为 广义 不 可 约 
(或 不 可 约 ) 的 充 要 条 件 是 ,4 和 41 没 有 公共 的 非 平 凡 不 变 子 空间 
工 (或 公共 的 非 退 化 的 非 平 凡 不 变 子 空间 ). 

定理 6.1 假设 17x 空间 是 可 析 的 ， 那 末 广 义 不 可 约 算 子 全 
体 在 B(Zx) 中 按 算 子 范 数 稻 密 ， 即 在 正则 分 解 Tx 一 HH- 四 H， 
(由 它 产生 的 范 数 为 上 只 下 对 任何 Ce BGTx), 6 之 0, 必 存 在 广 
义 不 可 约 算 子 Ci， 使 得 lc 一 Ci < s. 

证 证 明 将 分 成 三 步 . 

(1) 选 适当 的 Cie 8(JTTx)， 使 得 Il 一 cl < (在 (1D)， 
(m) 中 将 证 明 Gi 是 广义 不 可 约 的 ). 
| 令 CC 一 4+ 8， 其 中 4 一 十 (CC+cn， 8— Cc- 
ct). 

2) 对 于 Te 上 自 共 姚 算 子 4， 存 在 空间 的 标准 分 解 7x 一 
NG@{Z 十 Z*}BP， 在 此 分 解 下 ，4 一 {S; Aw, Apy F,G,0)( 见 
$2 定理 2.8), 令 {Z 十 Z*} 一 BHI 是 正则 分 解 ,并 取 本 一 
NOH'，H' 一 PBH;， 显 然 ， 1 一 HLBH' 是 正则 分 解 ; 由 它 
导出 的 内 积 、 范 数 分 别 为 {* ,+ 了 ,上 全 。 由 于 科目 与 4 上 是 等 价 的 ， 
所 以 存在 m, M > 0。 使 得 

myx < lel < Mx, x € x, (6.1) 
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取 (P, (.。:)) 上 自 共 斩 算 子 机 ， 使 得 o(4p + 4)fni(cCS)U 
olAy)) 一 名 , 且 作 为 〔(P,(.，")) 上 算 子 时 ， 1 上 < 二 台 ， 因 


为 oS) Uc(4w) 是 有 限 集 ,上述 要 求 是 容易 办 到 的 ， 

显然 、Px ~ PrBP。 按 北 直 交 分 解 作 JTx 上 算 于 - 

pak 区 0 
人 也 
则 它 是 x 上 自 共 纯 算 了 予 ( 即 4 一 如 )， 而 且 , 对 任何 x € Tk， 
假如 有 表示 x 一 # 十 sz 十 wt 十 P(EN,PEP,z€E2, 7*€ 2*), 
则 有 
HA4wl = dn+ zt 二 PN . 
< MIAon + s+ 2* Ft PN = MIAP 


< ME ex 了 lxl, (6.2) 


即 | 4 SR 


由 手 党 十 YN Cls) Uo An)) 一 好, 所 以 4 十 4 的 
广义 临界 点 集 C 《4 + 4o) 是 c(4 十 40) 的 某 些 绪 立 点 所 成 的 
集 。 设 C(t4 十 4) 二 ss tins 和 … 2 Xr}, 
当 1 < 和 1/ 时 ,相应 于 ( 实 ) 的 根子 空间 记 作 晰 ; 当 ?十 1< 
i 志 1 十 4 时 ,相应 于 2，》 的 根子 空间 的 直接 和 记 作 三， 这 样 ， 
Bi(1 世 二 过 1 十 4) 均 非 退化 .在 到 中 任 取 极 天 负 子 空间 Ni;( 忆 
i)， 作 

Hce={(A4 + Aixlx€EN ,i= 1,2,...,1+i, 
T= 0,1,2,.……}, 
因为 olAp 士 4 六 (go(5) Uo(4y)) = 六; 易 知 好 rc 是 闭 线 性 子 
空间 , 并且 是 有 限 维 的 ， 又 因为 Hc 中 已 含有 下 维 负 子 空间 ， 所 
以 Hc。 是 非 退 化 的 ,并 且 Hi# 是 4 十 如 的 不 变 的 正 子 空间 ， 取 


CH&，("。*)) 上 自 共 弦 算 子 未 ， 使 得 1 上 之 号 并且 (4 十 
4o) as 十 元 是 对 角 元 互 不 祖 同 的 自 共 元 对 衣 算 子 , 且 o((4 十 


+ 了 了 9 


i 二 人 (ol5)Uo(Aw)) 一 好 (因为 H# 上 出 ( ，) 产生 
的 范 数 与 原来 正则 分 解 [fx = 吾 - 四 及 所 产生 的 范 数 等 价 ， 所 
以 上 述 要 求 也 是 易于 办 到 的 )， 作 Hx 一 素 申 玲 的 算 子 4 二 


(。 也) 于 是 4 + 如 十 4 便 是 11x 上 良 共 辆 算 子 


在 《Bt,(〈'，")) 上 取 完 备 就 范 直 交 系 {e}， 使 在 这 个 基 


下 ， 
刀 [a 
(4 | 2 ) 
可 和 
从 而 相应 于 分 解 x 一 Hc 图 HE，4 十 由 十 4 的 所 隆 袁 示 是 
*| 0_ 
思 0 
4 十 如 十 di 一 5 (6.3) 
0 1 
oO 


5) 在 Hc 上 取 一 组 向 量 {fi li = 1, 人 m}(m = dim Hc), 
使 得 
、 He c= span {filiwm 1, 2,**°, mm}, | (6.4) 
5 1<i< 1 <i<m 
| yy Bjs t+1<i<m, 1<i<m (6.5) 
取 放 x 上 自 共 辑 算 子 Bie B(x), 使 它 在 分 解 Tk 一 HcH8 
下 ， 


B B 
B+B,~ ( nu 本 
B, By 


其 中 的 Bsa, Bsa, Bn， Bs 满足 下 列 条 件 : 
. 8 
GD lal < Es : 
(2) (Byei, ei) 关 0， fy l= 1， 2 "3 


(i) 记 mw Xm 矩阵 B's 一 ((Buei, 让 ))，B2 == ((Bafi, e7)) 
(1 委 间 js 委 m) 有 行列 式 
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det Bi x 0, det Bi, 过 0. 
(ivr) 记 多 一 人 bn) |i im 
雹 为 自然 数 }， 名 ” 显然 是 可 列 集 。 令 .多 中 元 全 体 为 Fi,*………， 
P4,……:， 作 另 一 可 列 乐 F,,.…,F,,-…, 使 每 个 Fi 在 其 中 重复 
出 现 无 限 多 次 。 设 Fi 一 (和 )， 记 2m X.2m 矩阵 
Be 一 Ch EF) i m | (Baci， 人 1 ) 
2 二 一 1)m2 十 1 号 | 到 JR net nd 2 
时 ， det BW se 0 (R= 2,3,...). 
易 知 满足 条 件 (i) 一 (iv) 的 B， 是 存在 的 。 
作 算 子 C 一 (4 十 如 十 4) 十 5 了 十 3 显然 IC 一 
Cl = se. 
(了 I) 证 明 C， 是 不 可 约 化 算 于 ， 为 此 ， 只 要 证 明 A+ 4 十 汪 
与 B 十 Bi 没有 公共 的 非 平凡 的 非 退 化 不 变 子 空间 。 
“4) 设 L 是 4 十 4 十 4 的 不 变 子 空间 ， 并 且 是 非 妈 化 的 . 
记 Tx . Hc 上 的 投影 算 子 为 Pe。 又 记 
一 {Pexlx*€L}, LL. -Try, . 
易 知 L 是 4 十 4 十 4 的 不 变 子 讼 闻 。 又 显然 是 4 十 
dt 4 的 不 变 子 空间 ,从 形式 (6.3) 也 及 为.4(i 寺 站 并 


且 相 应 于 每 个 的 特征 子 空间 是 由 <i 张 成 的 ~- 纺 子 空间 的 事实 ， 
立即 可 知 必 存 在 窒 然 数 的 某 个 子 乐 No, i nd en i lm € 
No}.. 


设 cre L., ct 有 唯一 分 解 et (er EL,et €Lt), 
于 是 人 
jief 士 cL ) 一 er (4 十 40 十 A)es 
ys — (4+do+ A (et + rr), 
从 而 | . 
het — (A Aot A A+ Ast A et 
— belt! ELNLt = {0). 
* 


因为 of 关 0， 所 以 全 二 ci， 从 而 LCL. 
4) 设 工 又 是 B 十 了 的 不 变 子 空间 . 
如 果 工 : 一 {0}， 那 末 L 一 Lj。 适当 取 一 组 不 全 为 零 的 复 . 
数 (名,、… ,em)， 就 有 0 寺 思 of 《LL。 因 为 Bi 满嘴 {地 )， 所 以 
Bowfi (i me 1,2,'--,m)】 线性 无 关 ， 于 是 对 aBzfi 到 0， 但 是 
ZaBnf = (1 一 Pe)(B 十 了 Do 天 E 工 这 是 矛盾 ， 
设 crEZ。 由 aa) 可 知 ei € 工 ， 所 以 (B8 十 Bi)ei€ LL、 因 为 


(B+ Bi)e; = Byei + Byei = Bwei tt > (Bnei, ei)eis 


从 而 
(1 — Pe)(Bi 十 Baei= 2 (Bueis ci)ei€ELs. (6.6) 


由 (i 及 (6.6) 易 知 , 工 : 一 span {en{m€ No} 中 No 一 [1 2,.…*}， 
即 HCL.。 但 是 ，B, 满足 ( 滞 ), 所 以 BaeiG = 1,2,……:, mm) 
是 线性 无 关 ， 从 而 span {Boeili 一 1, 2,*……, m} 一 Hc。 又 因为 
H#CCL， 由 此 可 得 Bues € LG 一 1, 2,……*, m)， 于 是 又 有 HcC 
L、 这 样 就 有 工 一 了 Tx。， 

由 a)， 25) 可 知 ， rs a 没有 非 
,平凡 的 约 化 予 空间 ，， 

《IIU) 最 后 证 阴 Ci 没有 非 平 凡 的 广义 的 化 子 空间 . 

如 果 运 化 子 空间 工 是 C 的 广义 约 化 子 空间 ， 那 末 亏 、 工 上 对 
Ci。C1 均 不 变 .于 是 LN 上! 对 4 十 44 十 41，8 十 B， 都 是 不 
变 的 。 但 是 dim NIL+ 志 扩 ， 所 以 只 要 证 明 4 十 4, 十 44 与 
8 十 B, 没有 维 数 不 超 过 KK 的 公共 不 变 子 空间 见 可 . 

设 工 是 4 十 如 十 4 的 有 限 维 不 变 子 空间 。 和 (ITD) 一 样 ， 
可 知 工 , 必 是 (4 十 4 十 4) 的 不 变 子 空间 。 所 以 有 工 - 一 
span{ ea li 一 1, 2,……。 心 光 (这 里 积 是 有 限 数 ) .为 说 明 方 便 起 见 
先 讨 论 简单 的 情况 . | 

a) 设 La akjcfl 2 ，z}。 如 果 工 对 B 十 B, 也 
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a ee pe -wo -oem op ma 
ep pe es 


不 变 , 设 有 元 素 Poht 六 pierE 工 , 那 示 有 (B 十 B,) 人 
这 > pe je 用 而 


(1 — Pe)(B + Bi) (> oifi 十 3 cs 
即 3 上 Bafi + 3 BiBucié L.。 但 是 
> oi Ba 十 > Br Bc: 
-= > 3 (wl Bafi, . Bi(Brnei, ei))es, 


i=1 i=1 


记 ri 一 > (a Baf;, e7) + Pi( Breis ee)， 又 记 . 


BE® 一 [人 ccrcm (Byess ej)icicm , ) 
2 Dnt cl m ORDmticicatm 及 


由 于 8B. 满足 (iy)， 所 以 必 有 无 限 多 个 4， 使 得 det Bit 0。 对 
这 些 4。， 当 ?在 20 一 1 十 1 和 2km 之 冰 变 化 时 , 必 有 一 个 


ri 天 0, 即 在 > riei 中 必 合 有 可 列 无 限 多 项 不 是 零 , 此 与 L。=* 


一 

span {cali 一 1， 2,.……， 必 } 中 起 是 有 限 数 相 矛 盾 . 
2) 一 般 地 ,由 于 一 {wili 一 1, 2,--……, 如} 是 有 限 集 ， 其 
中 元 素 个 数 至 多 是 m， 取 FF,, . 使 NoC Pn,, 设 Pi ts 


…， 如 果 Da 十 Ba 工 ， 那 示 同上 理 ， 有 fies E 
工 。 其 中 
ry ss > oi CBafi, ei) 十 > WC oD). 


i€ 


由 于 det Bt 地产 0 (i 一 1,2,...)，, 了 在 2 Dm+ 1 
与 ?Um 之 间 变 化 时 , 必 有 某 个 ri 0, 即 2 rief 中 有 无 限 多 
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项 不 是 零 。 显 然 ,这 是 不 可 能 的 。 

由 (了 I)，(10) 可 知 、C, 是 fx 上 广义 不 可 约 化 的 算 子 。 证 
毕 . 

定理 6.3 jx 空间 的 广义 不 可 约 J.V. NN. 代数 必 是 B(x)， 

证 首先 证 明 对 于 x 上 任何 广义 不 可 约 的 对 称 代 数 由， 
BE QP， 必 有 常数 4, 使 得 B 二 411. 

事实 上 ,因为 公 是 对 称 的 ， 所 以 不 妨 设 B 一 B+1， 于 是 天 必 
有 半 负 的 特征 向 量 ; 设 相 应 的 特征 值 为 4, 记 H, 一 {x|Bx 一 2xz]， 
显然 Hi 关 {0}。 由 于 BE 人 ， 所 以 于 是 全 中 所 有 算 子 的 公共 
的 不 变 子 空间 ,但 全 是 广义 不 可 约 和 的 ， 所 以 本 一 Hx、 即 8 二 
21. ; 
现在 证 明定 理 6.2。 显然 ,只 要 证 明和 任意 取 定 的 Be B(x) 
以 及 5 个 线性 无 关 的 向 量 x,，…*, x。 后 ,对 任何 8 > 0， 必 存在 
A EQ, 使 得 Axi 一 Bx < (i= 1,2,..., 9). 


作 了 sx 空间 一 帮 申 四 帮 以 及 用 上 算 子 代数 
QW -- {4D BAIA EQ), (6.7) 


显然 ，Q 为 7 如 上 对 称 的 算 子 代数 。 令 三 一 T48 瑟 … 宇 
4xe|14e 久 ], 则 三 显然 是 好 和 :的 闭 线性 子 空间 ,并且 全 "LCL. 
从 全 的 广义 不 可 约 性 易 知 ， 工 是 非 退 化 的 {否则 人 鲍 将 有 有 限 维 的 
广义 约 化 子 空间 、 这 是 不 可 能 的 )、 令 了 是 8 在 工 上 的 投影 。 
在 分 解 MX? 一 xk 鲍 … 甸 Hx 之 下 ， 
P= (Pi)(i, j= 1,2,..*, 7), 

其 中 Pie BCBK) Gi, j=1, 2 #2),. A BPLECL, OWLIC 
L+， 立 即 得 出 了 与 QQ‘ 中 所 有 算 子 可 交换 ， 从 而 Pii4 = 4Pr 
(i 1，2,-…*, #, 和 6 全 )。 根据 前 面 已 证 明 的 事实 ，Pi; 一 4: 
(和 是 复数 )。 .但 Ra 咎 四 rz) 一 症 生 向 z， 所 以 入 一 

从 表示 BLHx》 中 与 名 中 每 个 算 于 可 交换 的 算 子 全 体 。 
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#， 了 划一 了 了， 也 就 是 说 ,， 革 一 7 如 证 毕 ， 

定理 6.3 生成 J.V.N. 代数 B(Nx) 的 算 子 全 体 在 BCTe) 
中 按 算 子 范 数 稠密 ， 

证 ”对 任何 CE B(xk) 以 及 任何 e > 0， 由 定理 6.1, 存在 
算 子 Ce B(x)}， 使 得 jjc 一 Ci 过 5， 并 且 C1 是 广义 不 可 约 
的 算 子 。 因 此 ， 由 C1 生成 的 J.Y.N. 代数 ec， 必 是 广义 不 可 约 
的 ,再 根据 定理 6.2, 立即 有 忆 c, 一 B(Hxk)， 证 毕 ， 

2. 末 , 空间 上 对 称 算 子 代数 的 二 重 换 位 

引 弄 6.4 ”如果 4 ,4。 是 也 空间 上 有 限 个 可 交换 的 拟 
夭 零 自 共 罗 算 子 , 忆 是 由 4 …，4dw 及 了 生成 的 弱 闭 代数 , 闭 来 
Qa. , 

证 只 要 对 De 公 " 证 明 DE 即 可 ,显然 ,不 丹 就 DD 是 自 
共 桃 算 子 情况 加 以 证 骨 。 

困 为 4 …，4 和 DD 可 交换 ,所 以 存在 半 负 向 量 。，span{ ec} 
是 41,，…, 4 D 的 公共 的 不 变 子 空间 ， | 

如 果 span {e} 非 授 化 ， 凤 (ee, =) 二 0， 注意 到 Ix 空间 上 
拟 符 零 自 共 思 算 子 必 是 敌 零 算 子 , 立 见 可 知 A; = 0(f = 1,2,…*， 
pm)， 所 以 急 ' 一 B( 态 ),。 从而 全 ”= 41} 一 所。 . 

如 果 span{e} 退 化 , 那 末 存在 41,.…,4,, D 的 公共 标准 分 
解 一 (span{e 十 span{e) 四 P， 其 中 〔c co 二 0, (ec 人) 一 
1, 忆 是 豆 : 的 正 闭 子 空间 。 对 应 于 上 述 分 解 ,有 下 列 矩 阵 表 示 

0 An An\ span{fec} d Di D, \ span {e} 
“| 0 全 P ol po | P 
0 0 Of spanfe’} 0 0 2 / span{e’} 
i112 (6.8) 
其 中 Ans= (pp, pi)e, Dip=(p, pop)e, Pi, PoéP, i™ 1, 
2,…-,m，Dzp 是 (P,(",")) 上 自 共 胃 算 子 , 而 4;;，D, 是 两 个 
实数 ， . | 

作 呈 "一 D 一 民 ， 有 了 "eg 因此 ,不 妨 在 假设 42 一 0 的 

情况 下 证 明 忆 6 驴 。 
9 45 * 


” 今 证 Dp 一 0: 事实 上 ,由 4;D 一 D4i 得 到 4iiDe 一 0, 即 
对 一 切 PEP， 
0 一 AnDpp = (Drp, pi)e = (Pp, Depi)e, 
从 而 De 一 0 (一 1， 2 Ww)，。 任 取 9g€P,，4 lspan {pi| 
一 1， 2 7 坟 }。 作 (P, (和 )) 上 算 子 BL，Bip 二 (Pp, 4)e， 
PtP， 习作 岂 上 算 子 1 


0 8B 0 
B=|lo 0 Br ji, 
0 0 0 


则 直接 验证 可 知 AB 一 第 4 一 0 (i 一 1,2,…,m), 好 入 € 
号 '， 所 以 和,D 一 DE,， 从 而 Dp9 一 0、 由 此 可 知 ，De 一 0. 

令 吾 是 己 在 span{Pi|i 一 1,2,-…,m} 上 的 投影 F = 1 一 
E，。 显然 ， (FPF) 二 span {pili 一 1 2 s,m}。， 对 于 


0 0 0 
和 一 10 F oj， 
0 0 0 


易 知 4 和 ee 容 4; (一 1,2,**…*, m), 所 以 BD.~ D$, 于 是 
下 pp 一 0, 即 pp = Epp € span {P;|i 一 1， 2 m}, 令 po 一 


p> pe 下 面 证 明 六 (1nd)pi 一 0。 记 po 一 3S) (nd)pss 作 


Bs 使 Bip 一 tp, to)=，peP。 再 用 B, 代替 (6.9) 中 B, 作 多, 经 
计算 得 


0 0 (po,p:) 0 0 (ppo) 
dB~i00 0 | Bd=[o 0 0 


0 0 0 0 0 0 


i ,2-0 


0 9 (pis Pi) 
AAdi=|0 0 0 | Pi 一 1， 2 …; 雯 


0 0 0 
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以 及 4i4i 一 4i4;， 可 知 (Pi, pi) 都 是 实数 ， 册 此 (ps Po) = 
{po, pi), 从 而 AiB, 本 BA; (i 了 PR m), 于 是 ， 


(2 一 DRea)a) ,= $B, ( Dp— SRea) 4), 


即 g 二 DReadp, po ) mm (po pp 一 2 也 就 是 
说 名 一 0. 


作 D' 一 DD 一 SD (Read) 4 显然 De 全 "， 因此 又 可 不 


假设 也 的 矩阵 表示 形式 《6. 8) 中 4 一 0， Di 0, D, ms 0, 如 昌 
在 {pi} 中 有 某 个 pi, 声 0， 那 末 4 的 矩阵 表示 中 只 有 各 天 
0， 并 且 4 一 (pi,, Pi,)， 所 以 存在 实数 w， 使 得 万 一 xd? 3; 如 
果 {p;) 都 是 零 , 那 末 4; 的 矩阵 表示 中 就 只 有 4 可 能 非 零 。 当 
某 个 4 的 45 天 0 时 ， 将 又 存在 实数 <*， 使 得 D 一 eA;， 和 否则 ， 
A 均 为 零 算 子 ， 这 又 回 到 前 面 所 讨论 的 平凡 的 情况 。 总 之 , 在 任 
何 情况 下 ， 我 们 都 证 明了 De 5 证 毕 ， 
定理 &5 设 4 A 是 所 上 有 限 个 可 交 次 的 自 共 回 算 
于 。 如 困 相 应 子 它们 多 广 六 路 办 上 的 根子 各 必 是 进化 的， 那 
末 由 它们 生成 的 弱 闭 代数 全 二 8”, 
证 令 包 为 严 到 4 的 广义 临界 点 六 的 根子 空 闻 上 投影 , 因 
为 {二} 可 交换 ,所 惧 {P)} 了 世 可 交换 ,类 而 :如 … 了 P11， 是 非 退 
化 的 、 闪 县 约 化 A; (i 一 1, 2 rp)]。 显 然 ,已 … Pail 仍 是 
Eo HR Ee 
念 。 | . 
| 多 一 Qlp.pl, a, 亚 Ql palit 
在 Pp.-. -Pa17， 上 ， 信 就 是 由 《41 一 ND) pear 生成 的 弦 疼 代 
数 ， 根据 引 理 6.4， 一 Qi。 在 Hilbert 空间 (Bi Pa 有)! 
(上 上 , :出 JV N. 代数 二 次 交换 子 定理 ,又 有 hi 一 07, 
奶 果 能 证 明 忆 , 申 心 :一 (由 心 ])" ,就 得 到 名 一 ”和 的 结论 了 ， 
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ev we 一 一 一 一 rmaaemsemmes 一 一 


> 0\ 

事实 上 , 设 4 一 《1 eae 6 因为 了 一 1-( oj 
(名 ,B93,)， 所 以 4 一 74. 从 而 4 一 0，4; 一 0。 又 对 任何 
BE WM, BE QO;, 显然 B= ?js (QBA)’, 从 而 AB= 


和 4, 于 是 又 得 到 41€ 37， A4E 7 即 4€ 国人 Dy. 
证 毕 . 

引 理 6.6 设 全 是 x 上 交换 的 J.V.N. 代数 ,外 中 任何 
单调 投影 筑 子 序列 必 绊 收敛， 那 末 饼 中 投影 算 子 全 体 多 必 是 按 
人 

-只 要 和 证明 多 在 某 个 正则 分 解 mx 一 H- @H, 所 导出 的 
ee 上 下 ,多 是 按 | 小 小 的 算 子 范 数 有 界 即 可 以 了 。 证 明 分 三 
步 . 

“(1) 对 于 投影 算 子 P,。 用 N(P) 表示 PITxk 中 包含 的 极 大 负 
性 子 空间 的 维 数 。2 吧 _- 表示 多 中 N(P) < 0 投影 算 子 全 体 。 显 
然 ， 多 - 不 吓 空 乐 。 今 证 必 存 在 分 解 Tk 一 1x 田中 rn， 
KK 十 … 十 Ki 一 KK， 每 个 De 都 约 化 全 ， eid pe 
QS 一 局 ln)，PJ7x， 含有 负 子 空间 时 。 必 有 N(P) 一 

事实 上 , 记 K, 一 inf NP)。 由 于 K<%%， ee 
P.§ 多 _， 使 得 mp) 一 Ki. 令 Tx, = PUIx， 则 于, 约 化 全 . 
记 人 9 一 全 8x;, 4 二 全 | 下, ， 相 应 于 分 解 Hx 一 JTx, 办 JT&.、 有 

Q = HDAt. 。 。 
显然 , 对 &, 中 人 尾 一 投影 算 子 P，、 如 果 PITx ye ey 那 
末 N(P) 一 Ki,， 用 全 t，SR, 代替 开 始 的 仗 ,有 Ix， 相应 地 便 有 
分 解 有 ,一 Nx @1 Qt 一 QDA, A gt PE ®,, 
PI 含有 负 人 性子 空间 时 , 必 有 N(P) 一 K;. 因为 天 三 吕 , 所 以 
经 有 限 步 启 就 得 到 (1) 的 结论 。 

(GD 证 上 明 对 .8x 上 于 V. KN. 代数 会 ， 如 果 当 分 中 投影 算 子 
了 的 信 域 PHTx 含有 负 子 空间 时 ,都 月 N(P) 一 K， 那 末 亿 域 合 有 
负 子 空间 的 仿 中 投影 算 子 全 体 9。 必 按 算 子 范 数 成 为 有 弄 集 ， 
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如 果 这 个 结论 不 对 ， 那 末 必 有 {P}C22-， 使 得 lim ,ll = 
co, 令 工 一 Pilx， 显 然 ,P…Ps€ 2-， 即 AN L: 含有 K 维 


负 子 空间 ,从 而 NN L, 合 有 KK 维 半 猴子 空间 ， 但 P…P,J1x 一 
门廊 并 且 ( 弱 )- lim P.-. -P, 一 PE 人 QQ。 由 $4 定理 4.4, .Plix 一 


站 已、 然而 Px 是 非 进化 的 所 以 PIk 含有 K 维 负 子 空间 . 


作 分 解 有 zx 一 PTx 申 (1 一 PHMIxk、 由 它 导出 的 范 数 为 直下 ， 
因为 Ps(f 一 P) 是 Hilbert 空间 (GT 一 PNIx,(*， 3 上 的 投 
影 算 子 ,以 及 


、 Ps = Pelpsr DP, or Plprrx PP。 We 
所 以 


ps < tp + lp — PY = lp + 1, 
这 样 ，{llP。l} 是 有 界 数列 。 这 与 假设 IlP.| 一 co (2 o) 相 蔬 
盾 . 

” (HD 先 证 在 《ID 的 根 设 下 ，2 是 按 算 子 范 数 成 为 有 界 集 ， 
事实 上 ,已 知 名 是 有 淖 集 , 而 对 任 杭 值 城 是 正 子 空间 的 投影 算 
子 P, 必 有 工 一 PE 更 -， 从 而 HP 所 抽 一 PP ++ 中 .由 此 可 
知 , 多 是 有 界 集 。 对 于 一 般 的 情况 ,将 (TD) 、{I) 两 步 结合 起 来 不 
难得 到 本 引 理 的 结论 。 证 毕 ， 

记 Jix 空 间 上 议 0 及 共 斩 的 纯 虚 数 为 说 点 的 代数 算 子 2 为 .oru。 

定理 6.7 设 名 是 可 析 的 Frx 空间 上 的 交换 J.Y. N. 代数 ， 
并 且 丘 中 任何 单调 的 投影 算 子 序列 必 弱 收 伊 ; 那 末 必 存 在 自 共 斩 
算 子 .4< 和 对 任何 Be 由 。 存 在 相应 的 Be {4}”"， 使 得 8, 一 
BE ,人 

证 设 和 是 I1x 上 自 共 辑 贷 子 ， AEN, 4 的 广义 临界 点 为 
人 ， 3 drrny Lits "ss dires Lrrp}, {E,} 是 4 的 谱系 ， 根据 
谱系 的 理论 以 及 本 定理 的 假设 易 知 , 当 1<j<! 时 ，E1j 一 EE,-o€ 


”1 4 是 有 界线 性 算 闻 ,如果 存在 多 项 起 pL) 使 得 pL4) = 0。 则 称 4 是 代数 算 
子 . Se 
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Q, 并 县 〈B 一 BoPk 一 By(4)。 又 显然 B,C4) 十 @,(4) 
(1 十 1 筷 1 志 1 二 Pp) 是 有 限 维 非 退化 的 闭 线性 子 空间 ,并且 相应 
于 它 的 投影 算 子 Pi;《 仿 ，。 这样 就 有 
Nx (EE, ss (BP ON, (6.9) 
其 中 (Es 一 Ey Nx (Si<D), PHr Ut+1<i<!+?) 
都 是 包 的 约 化 子 空间 ，Hx 是 正 子 空间 ， 根 据 所 得 到 的 这 个 事实 
以 及 天 < co ， 立 即 可 知 , 存 在 JTk 的 分 解 
Hxr 一 TD.……BT"DBH,, (6.10) 
其 中 7?(1 < 安安) 都 是 全 的 约 化 于 空间 ,而 在 每 个 ”上 ， 
全 中 一 切 自 共 示 算 子 都 只 有 单 实 谱 , 或 互 为 共 轿 的 非 实 谱 ,并 生 如 
果 有 某 个 4 名 ,4 在 ”上 的 谱 是 一 对 共 孝 复数 , 那 未 7 必 
是 有 限 维 ，(56.10) 中 的 Hs 是 jx ET 
根据 分 解 (6.10)}， 人 QQ 有 分 解 
二 DB. “PADI ， 纪 ; ~ Qn ei < mn), | 
在 Hilbert 窑 闻 (Hoe,《:,.)) 上 ,利用 已 知 的 Ven-Neamaiin' 的 结 
果 , 对 代数 全 [存在 Xe 全 |。, 使 得 {4}” 一 | 


租 应 于 分 解 (5.10) ， 作 有 7x 上 算 子 ， 


1 :0 - . 
‘| », ) (6.11) 
0 “A 


不 妨 设 c( 司 亡 [一 1 01， 显 然 4E9. 在 Padl 之 1 之 入) 上 ， 
如 果 会: 中 有 一 个 自 共 奖 算 子 4; 的 庶 是 一 对 共 轿 复数 ， 那 末 
dimJK? < co ， 队 而 9; 中 一 切 算 子 都 是 代数 算 子 ,如 果 dim779: 一 
co ， 那 末 &; 中 一 切 自 共 罗 算 子 都 只 有 单 实 谱 ， 从 而 对 任何 算 子 
4 E01， 必 有 复数 a 十 动 。 使 得 4 一 (wa 十 放 )7 是 拟 短 苹 算 子 . 
但 JIx 型 空间 上 拟 寡 零 算 子 都 是 者 零 算 子 , 从 而 4 一 (6 十 共 )7 
是 代数 算 子 ,并且 c(4 一 (ea 二 D1) 一 {0}. 

由 于 co(4) 一 11, 2 zyca(T)} ,而 (人 CI 一 1,0]1， 
易 知 {4}" 一 全 四 … 四 QB91,， 一 全 ,证 毕 . 
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第 四 章 ”五 空间 上 西 、 自 共 辆 和 压缩 算 子 


设 (,(，，… )) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 九 中 日 -BH, 是 
一 个 正则 分 解 , 当 mH 一 imH4 一 0 了 时, 称 (I,(. ，:)) 
(或 并 ) 是 Kpeii 空间 。 显然 ，Kpe 和 空间 7 是 完备 不 定 度 规 
空间 中 最 复杂 前 一 类 空间 .如 果 说 ，Fx 空间 兽 、 自 共 元 算 子 理 
论 比 起 Hilbert 空间 上 和 相 密 的 理论 复杂 得 多 ,但 毕竟 因 为 本 kx 空间 
的 负 指 昧 是 有 限 的 ,因而 能 够 获得 比较 满意 的 x 空间 上 西 、 自 共 
诺 算 子 谱 论 (差不多 可 以 说 x 空间 上 西 、 自 共 亏 算 子 很 接近 于 
Hifbert 空间 西 、 自 共 斩 算 子 )。 那 末 , 对 于 也 空间 上 西 、 自 共 轿 
算 子 ,几乎 不 可 能 设想 会 有 人 象 x 空间 所 发 生 的 那 种 情况 。 然而 ， 
我 们 仍 将 在 本 章 中 对 空间 上 西 、 自 共 旨 算 子 谱 论 以 及 压缩 算 子 
的 性 质 作 一 定 的 探讨 ,作为 今后 进一步 研究 的 开始 . 


$ 1 谱 半 径 和 具有 分 亲 谱 的 西 自 共 匀 算 子 


，. 1.. 范 数 比 和 西 算 子 的 谱 半 径 设 /7 一 HO@BHY (i~= 1, 2) 
是 两 个 正则 分 解 ， 由 它们 产生 的 内 积 、 范 数 分 别 是 E*,: 3 * 
如 一 1,2)。， 在 这 一 小 节 中 ,我 们 将 先 给 出 范 数 比 
Nx]a 
tmp 

的 表达 式 ,并 用 它 给 出 上 西 算 子 的 谱 半 径 。 

定理 11 设 用 一 HO@HY (i 一 1,2) 是 两 个 正则 分 解 ， 
{eI4€E A} (i mm 1,2) 是 (HO, 一 (，，、. )) 的 完备 就 范 直 交 
系 。 假设 PV 是 (89 ,一 (-，,)) 到 (Be@, 一 (. ，.)) 的 西 
算 子 , 即 Fep = <P(16 4)， 用 已 表示 刀 在 8 的 投影 算 子 ， 
并 令 工 一 已 了 ， 那 末 
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(i) 了 是 (Po ,一 (. ，.)) 到 (69 ,一 (。,、)) 的 有 界 
线性 算 子 ,并 且 是 扩张 算 子 , 即 存 在 常数 M > 0， 使 得 
M|zxl Tx 2 lxl, x € HO, {1.1) 
(ii)》 范 数 比 
和 一 人 7 十 TWOT*T 一 站 让 一 区 十 并 7TT* 一 站 赴 (1.2) 
证 (i) 对 任何 x*e 6 ， 显 然 。 
Ixi?= Vx (Vx, Vx) 
(PVx, PVx) = ITxlB. (1.3) 
另 一 方面 ,利用 范 数 等 价 性 又 有 
IlTxl = — (PVx, P_Vx) <17z 
| < MYzlB = Mz, . (1.4) 
绪 合 (4.3), (1.4) 就 得 到 (1.1)， : 
(i) 首先 很 设 dimH 一 dmHO 一 并 一 oo。 
因为 {ec 中 } 是 完备 就 范 直 交 系 ,所 以 


, [3 gd 
el? 一 Bat e+el, oe EHY,I= 1,2,..*,K, 
i=1 


从 Vw cP 一 Te 十 cf, 我们 有 
— 6i= (eeP) ~ (Vee, Ve ) 
= (To, Tee) + (ce; , 3). (1.5) 
令 工 一 HVJ@HY， 由 于 HOti 一 1, 2 于是 天 维 负 子 空间 ， 
所 以 有 分 解 | 
L= HBPh, L = HODP,, (1.6} 
其 中 PP 是 两 个 有 限 维 正 子 空间 。， 从 而 
I = HBPBP, T= HOBPOP, P-Li, (1.7) 
对 任何 +€ 且 、 必 有 唯一 分 解 : + 一 7 十 PP, meHS， 
P&P1，、 PE 了 PP， 因此 ， 
lxB = m+ Pi) + PR ln + PlB + fie 
一 mi 十 记 必 十 lip (1.8) 
由 此 可 见 , 如 果 能 证 明 
9252。 


ri 


:0 lz 
me 
是 在 上 可 达 的 ,并 且 和 渤 1， 那 未 便 有 太一 完事 实 上 ,内 为 
之 1， 岂 (1.8) 立即 有 
jz 查考 克 jas 二 所 从 十 | 好过 和 lz 肌 一 二 二 PED， 


(1.9) 

由 这 过 多 、 反 之 ,因为 存在 十 PE 上 使 得 

lm 十 如 ||: 之 || 十 Pll, 

所 以 又 有 
和 一 sup lx > 2 (1.10) 
* 寺 0 || xz 让 
面 只 要 证 明 
庆生 十 TT* 一 了) 让， (1.11) 
最 然 ; 工 就 是 任 取 两 组 复数 &,，:…, ak; 记 ，"*、 Bx, 所作 

z 一 > aie 十 Si pe (1.12) 


fi=1 
的 全 体 。 这 里 {ei } 是 否 线性 无 关 ， 是 否 有 的 向 量 是 零 都 暂且 不 
管 , 仍 引入 kK 维 内 积 空间 日 二 [Ke ,oag)la 是 复数 ，i 一 1， 
:天 }。 对 任何 五 中 的 7 一 (6@%, ,cx),z 一 (Bx), 
规定 内 积 


1x, y] 一 Dan, 


并 用 人 .| 表示 [，，*] 导出 的 范 数 ,如 果 将 cf? 与 中 的 


ci = (0,.*， C0 0a , 0) 
视 为 同一 , 那 未 H2 上 算 子 7 必 可 视 为 召 上 算 子 ,下 面 我 们 也 将 了 
视 为 马上 算 子 ， 
现在 用 (*,:) 来 计算 由 (1.12) 所 表达 的 x 的 |xhh, lxll. 


txllt 一 > 1o 十 之 Bip el » Cm) 
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一 lot 十 之 BiBa(— Bim 一 (Te Teo)) 


= ly oa + drs. (1.13) 
为 了 计算 |x 旧 ， 可 利用 


elD 一 > (et ， ee? 平 | - 人 于 p> (ce, <P)<P|， 
先 将 = 关于 分 解 L = HBP, 的 表达 式 求 由， 
r= DB) uice 凡 十 了 pi(cP — To) 
— DipicP + Des + Bi(T ep, et) le 
了 i 
-5 8-5 (ut ere, oo) 
(el, <P)| ep 十 2 Le 十 > Bn(Tem, c)} 
. (” 十 2 《ci ， cc) 
因为 
Pi— >) (e 十 2D) Bal Tel, en)) (ee 只， ep) 
一 pi; 十 2 (ai 一 [Tz, ¢;])[e:, Te;] 


= Pi+ [ly, Tei] — [Ts, Te;], 
所 以 ,如 果 在 分 解 工 一 H2Bh 下 ， 
* = x 二 xi(x- EHY, r+, ED), 
那 末 


lix-B = 2) |B; + [TY — T3), eIh 


一 |z 十 7*(7 一 了 了 >) 由， (1.14) 


x+ 一 2) (@ 一 [Tz, el)e® 
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= 了 >， {[?， Tej] 一 [7z， Tei])ey, 


利用 lx 性 一 (xz+ ,x+)， (ce 中 ,ceP) 一 一 [ei, Te]， 立 即 得 到 ， 
laslB = —lly 一 Ts 有 是 一 17x(y 一 xz) 让 十 2ji7*(y 一 并 >) 也 
一 17Z*(y — Tx) — ly — TzlP. 
再 结合 (1.14), 就 得 到 
lxB = z+ T*(y ~ Tz)P + |T*Cy 
— Ta — ly — Tzlb. (1.15) 
显然 , yz 分 别 独 立地 取 遍 日 后 所 得 到 的 向 量 对 {y, z} 全 体 ， 
与 向 量 对 {7 一 了 z,z} 金 体 一 臻 。 令 “一 一 Tz， 那 末 
Xl2 
Ro 9 1 二 1 ll 
.lz 士 7* 人 (一 了 zx) 站 十 17x(y To)P— ly — Tsh)3 
《中 一 人 二 rz) 
Sp (repal lr = 
Hel a 二 Tz 二 Tz 一 lz 人 P 
令 T* 一 Up 是 极 分 解 ,显然 是 酉 算 子 ,oa(p)c[1, 17I. 记 
b=U wy， 出 (1.16) 可 知 ， 
te sp leet s+ lealP — al 
Nalstalsn llp5 + alp + HoBl: — dol 
不 妨 设 ? 的 特征 值 是 4 专 %4 二 … 志 tx, 相应 于 . 的 特 
征 容量 就 是 。,。 又 设 


本 > ， aieis b= > biess 
下 


(1.16) 


并 令 NB 十 a 二 ww 二 (IEP 十 (17 一 1)15:|7)3, 
# 一 DF) sess 


易 知 


pa 十 BP 十 lipaP 一 laf 


leo ta + leob — lel 《Le — TIT)u, ult Lp, ul 
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= 2 > (4 CO—1)(hbds 十 MB)} /lu ul, 
t 


由 于 
[Cp ~ 1)u, «a) + [pu, #] < Cp — 1 + ei) la 
一 (Ce 一 卫生 十 pl 


| 2 2 (2 — Di + 25 | 一 Dp (好 — 1)8 


:ES | 


< 2lpll lp 一 2 让 jsjP， 
由 此 可 知 ,对 一 切 a € H, 5 &H， 
呈 忆 lea + BP + llpalf — lalP 
《ee 二 二 es 一 让 
< lp — DHE + lel + 2lplliCe — 7) 
一 (ol + Cp’ 一 站 iD (1.17) 
注意 到 lol + Ke 一 门 站 二 7 攻 十 有 CTT* 一 了 ) 妆 ， 就 有 
总 委 1T* 让 十 ITT* 一 了 证 
反之 ,由 于 2x 是 的 特征 值 中 最 大 的 , 取 5 一 (0, 9、 :…, 0， 
1 一 (0,， 0, 0， Ek)，Ex 一 一 | 光一 1|3， 这 时 易 知 
(1.17) 成 为 等 式 . 这 样 ， 就 证 明了 (1.11) 成 立 ， 
因为 是 酉 算 子 ,所 以 
站 玉生 一 下 了 和 = 了 一 站 到 于 TT* 一 了 i. 
从 而 当 dimH. 一 居 < co 时 ，(ii) 已 证 得 . 
现在 假设 dimHY 一 9， 这 时 dimHD 一 dimB2 一 co。 由 
于 统 (V) = Pe2， 而 好 2 是 好 的 极 天 负 闭 线性 子 空 间 ,所 以 
了 下 0 一 PVHY 一 了 9 = Ro, 
即 弦 (T) 一 HW， 又 因为 (i) 中 已 经 指出 , 工 是 连续 单 射 ,由 此 可 
知 极 分 解 T* 一 Up 中 哥 距 部 分 口 必 是 西 算 子 , 从 而 U* 一 U1 
利用 这 一 点 仍 可 类 似 于 dimH® < co 情况 进行 讨论 , 现 扼要 氢 说 
如 下 : 
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考察 上 一 HW -+ 2， 这 时 工 未 必 是 闭 的 ， 但 分 解 (1.6) 仍 
成 立 ,不 过 已, 忆 未 必 是 闭 的 。 令 B。B, 分 别 表示 中 ,只 的 闭 包 ， 
显然 一 HCG@@P,,L 一 HG 全 声 ， 并 且 工 是 完备 子 空间 , 从 而 
有 分 解 

末 =HVBP BP, T= HOBP,BP, P= LL.., 
和 有 限 维 情况 一 样 ,应 该 算出 工 由 x 的 出 Be 的 上 确 界 。 显然， 
只 要 求 出 在 工 的 称 密 集 工 中 * 的 上 述 化 的 上 确 界 即 可 ， 下 面 就 仍 
相仿 于 dimPe < oo 情况 ,也 引入 新 的 Hilbert 空间 H = {(am) |ax 


是 复数 ， > ， |ol’ 一 00}, [(0), (82)] 一 > a 所， 同样 可 得 


(1.16) 式 .利用 U* 一 U +， 以 及 将 ?的 连续 谱 先 近似 地 化 成 点 
谱 , 当 。 只 有 纯 点 谱 时 可 完全 仿 有 限 维 情况 算出 比值 的 上 确 界 , 然 
后 再 取 极 限 , 易 知 (ii) 就 成 立 , 证 毕 . 

定理 1.2 设 VY 是 Kpeiia 空间 1 上 半 丁 算 子 , 并 且 存 在 正则 
分 解 了 一 HO@BHY?, 使 得 HW 一 FE 是 厅 的 极 大 负 闭 线性 子 
空间 . 那 末 

Qi) 对 任何 正则 分 解 了 一 -BR,，、VH. 必 是 厅 的 极 大 负 
闭 线 性 子 空间 . 

(ii) 作 正 则 分 解 8 一 HPO@HY, 令 了 一 P_Paa， 则 了 
必 是 Hilbert 空间 (HW, 一 (。 ，- )) 上 有 界线 性 算 子 ,并且 对 
一 切 x€ H®, ||x) < Tri. 

(了 作为 Hilbert 空间 (有 7, [* 、- ]o) 上 算 子 , 必 有 

ra TTT DC = TT 一 了 碟 直 )。 
(1.18) 
当 统 (V)DHY 时 ,上 式 等 号 成 立 ， 
(iv) 令 晶 呈 一 Vr"HO, 1 一 1,2,，…*，P" 是 厅 在 上 投 


1 了、 15 上 iCi 二 0,1) 分 别 是 由 正则 分 解 万 一 五 守 申 吾 和 导出 的 内 积 、 
范 赦 . 
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影 , 以 及 了。 一 Per7 "at 那 末 当 绝 (V") 了 HS(n = 1,2,.…*) 
-了 时 ,7 的 谱 半 径 
rocp) = lim(|T*)] -Fr 人 了 一 DD)* 
a #3 
(一 iim( Tal + (CTHT, — 1) DD*). (1.19) 


证 G) 令 HY 一 HW+， 根 据 第 一 章 33 引 至 3.2 的 (v) 以 
及 引 理 3.3 的 ( 首 ), 如 一 HO 儿 HW 并且 这 是 正则 分 解 . 
因为 骂 ( 丰 二 多 (V)DDHY， 所 以 朗 (V) 必 是 非 退 化 的 ,又 
根据 第 二 章 $2 推论 2.6, 7 不 仅 是 连续 的 ,而 且 
R(TV) 一 RT), 
从 而 有 分 解 | 
RV = HIBD, B= bh, POHY, (1.20) 
并 且 统 (V) 是 完备 子 空间 ,而 绝 (V)' 一 HYP 
对 任何 正则 分 解 了 一 互 -四 8， 由 了 的 保 虐 性 , 易 知 
RV) = VH_OBVH,, 
并 且 是 完备 子 空间 统 (V) 的 正则 分 解 。 从 而 
Hi={VH)D(VH,DRV)), 
具 且 是 正则 分 解 ，VY 瑟 - 显然 是 如 上 极 大 负 的 闭 线 性 子 空间 
(i) 视 了 是 HO 到 所 9 的 算 子 ,由 定理 1.1 的 (iD， 立 即 得 到 
本 定理 的 结论 {ii). 
(ii) 显然 ,分 解 (1.20) 中 PB 一 VHY, 令 工 = HY + HY， 
有 
I= HBPDBP, T= HIBPBP, P= Lt, (1.21) 
HS2BP 一 一 HOBP， 按 《1.1)， 对 任何 * 上 如， 有 唯一 分 
解 : x 二 +_ 二 好 十 xs，x_ EHVO, xo€ P， xp€P， 根 据 定 理 1.1 
(X= |T -TT* Co 7)£0), 
Vx Vz = Cre B+ YC + xo)) 
= RP[—(Vr_, Vx_)++ (V(x 十 x?), V(xs tt xo))] 
一 总 [一 (xz-，z-) 十 (zi x0) + (xo, xp)] 
= |x, 
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即 (1.18) 成 立 . 
特别 , 当 家 人 7) 二 Ho 时 ,就 有 静 (F) 了 DEC 一 互 2 十 HD). 
要 所 定理 1.1 的 证 明 , 易 知 必 有 x*E 刀 ,xx 关 0， 使 得 
|v xl = lv zx, 
即 (1.18) 中 等 号 成 立 . 
(iy)} 对 每 个 自然 数 ” 根据 本 定理 的 (省)， 
Hr = TH + TTY — 7; 
再 利用 Texeqaan 谱 半径 公式 
lim Vv = Ya 
立即 得 到 (1.19). 证 毕 . 
对 妇 上 酉 算 子 VU, 有 如 下 重要 推论 . 
定理 1.3 设 U 是 了 上 西 算 子 , 一 HYBHY 是 正则 分 解 . 
对 任何 自然 数 ", 厅 一 U0"?HO@BUrH? 必 是 正则 分 解 , 如 记 加 ?是 
用 在 DB 上 投影 ，7 一 P32V unam， 那 末 
re 一 lim (TS + KT.TS — THD 


C= lim(Tl + TST, ~ DED’). 


2. 具有 分 疯 谱 的 西 、 自 共 罗 算 子 

定义 站 1L 设 U( 或 4) 是 (1,(:,')) 上 西 (或 自 共 示 ) 算 子 ， 
如 时 olU) (或 o(4)) 能 分 解 成 有 限 个 副 不 相交 的 非 空 逆 子 集 
ms -0n 的 和 , 那 末 称 U (或 4) 的 谱 是 具有 有 限 分 烈 的 。 

类 似 可 以 引 和 无限 分 裂 的 概念 。 

定理 14 设 已 是 Kbpeia 空间 厅 上 西 算 子 ,如果 存在 在 包含 
of) 的 某 单 连 区 域 @ 上 非常 数 的 解析 了 阔 数 1, 使 得 oC(A(U)) 可 分 
解 成 有 限 个 互 不 相交 的 非 空 连 络 闭 集 wm，… ,co 的 和 , 那 末 必 有 
分 解 

T= Fe 十 Da 二 .于 To ， (1.22) 
其 中 每 个 7? 都 是 UU 的 不 变 子 空间 ， 并 且 对 每 个 i, 必 有 ii, 使 得 
of (U1an) Co GG= 1,2,.., 7). 
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令 Co 是 单位 贺 周 ,如 里 c(Z1ne7n Cs 天 中， 那 末 阁 ” 必 是 
完备 子 空间 ; 如 果 cfmro7n co 一 由 ， 那 末 有 7 必 是 零 性 闭 子 
空间 ， 并 且 必 存在 相应 于 7 的 17”, 使 得 


om) = | 二 ov em 


DTH" 是 完备 子 空间 . 
证 在 2 内 再 取 有 界 单 连 区 域 0,, 使 得 多 CQ, 并且 
cf)CC 
根据 解析 荔 数 的 性 质 , 易 知 每 个 or 在 豆 内 的 原 象 
六 (ao = {i(7) € oj € O00} 
必 可 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 连 络 闭 集 的 和 。 这 样 , 我 们 就 可 以 得 
到 内 的 有 限 个 互 不 相交 的 连 络 闭 集 1,:… ,04, 它们 具有 下 列 
性 质 : 

fi) goi 门 ofE) FG ,= 1,2,."*,1 

(2) 对 每 个 1 委 : 魏 ”， 攻 有 广 , 使 得 其 o )Cos,. 

(3) 如 果 one)nce 一 中 那 末 ofnc() 不 是 在 开 
单位 圆 内 , 便 是 在 闭 单位 圆 外 . 

对 每 个 o; 门 o(U)， 用 通常 力道 积分 方法 ， 易 知 存在 闭 线 性 
子 空间 如, 它 对 UU 是 不 变 的 ,并 且 olno) 一 cnco()， 显 
然 , 还 有 aol T9090) 一 cr)CHar }Coai. 

定理 的 其 余部 分 可 以 本 算 子 的 谱 必 关 于 单位 圆周 对 称 的 性 质 
以 及 第 二 章 $4 定理 4.9 得 .证 毕 ， 

为 得 到 有 关 更 特殊 的 具有 有 限 分 裂 庶 的 西 算 千 的 性 质 ， 先 给 
出 如 下 引 理 . 

引 理 1.5 设 U 是 Kpeitn 空间 站 上 三 算 子 , 如 果 存 在 非 堆 多 
项 式 P(z)、 使 得 PLU) 一 0， 那 未 

(i) 必 存 在 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 gC#), 使 得 g(U) 一 0, 并 
且 除 常数 倍 外 ，g(z) 是 唯一 的 , 而 一 切 使 得 P(U) 一 0 的 多 项 式 
zz) 必 被 ?整除 ， 


*。200。 


(ii) 设 4?( 人 一 上 (一 om ( 当 ; 关 时 ,o 关 上,)》 必 有 
AAU) = {wm 0}, 并且 olU)— orl U). 
(省) @o(UD)(i 一 1, 2, .…,#) 中 向 量 的 最 高 阶 数 是 wm;。 当 
wi 时 DA(0)] Pw(U)， 特别, 当 lo| 关 1 时 ， 
工 eco(D)， 
BR; 


并 且 8。(U) 是 零 性 的 . 
证 “除去 (证 ) 中 的 当 gai s 1 时 ，g.(D)Lg。(D)， 以 及 


去 ec(D) 等 属于 如 空 间 上 芋 算 子 所 特有 的 性 质 外 , 引 理 1.5 的 其 
[i 


余 结 论 对 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 都 成 立 , 并 且 是 已 知 的 , 这 
里 略 去 证 明 。 证 毕 。 
推论 16 没 U 是 Kpeia 空间 好 上 的 西 算 子 。 如果 存在 非 零 
多 项 式 p(4), 使 得 p(U) 是 有 限 秩 算 子 , 那 末 ， 
(i) 必 有 分 解 
万 一 ?OD...@BI", 
其 中 ?Gi 一 1, 2,-…,#) 都 是 如 的 不 变 子 空间 ,而 oCU 5) 


或 是 单 点 集 {m]， 这 时 必 有 |m| 一 1; 或 是 两 点 集 {a, 十] , 这 


时 lo 和 1, 但 有 分 解 

Do 一 ED 十 ED， ~ BU), MP ~ OU). 

《il o(D) 一 op(D)， 并且 对 每 个 weor(5)。9(D) 中 向 量 
的 最 高 阶 数 是 有 限 的 。 

证 不 妨 设 多 项 式 plz) 的 非 零 根 关 于 单位 圆 局 对 称 分 布 ， 并 


且 对 一 对 对 称 的 根 和 4， 十}, 它们 具有 相同 的 重 数 。 因为 必要 时 ， 


可 再 乘 适当 多 项 式 做 到 这 一 点 * 仍 保持 PL(U) 是 有 限 秩 算 子 。 下 
面 证 明 推 论 ， 


Qi) 由 于 olP(0)) 一 {2,……, pm} 是 有 限 个 数 。 由 此 便 知 
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olUY) 也 是 有 限 集 。 所 以 ， 不 难 从 定理 4.; 立 开 得 到 本 推论 的 
《 

(i) 任 取 ec(E)， 取 转 道 y>，y 内 部 仅 含 cLU) 中 点 c， 
令 

1 一 1 
BE 一 二 和 (一 中 ddl, 
记 如 一 P(g)， 显然 o(Ulgn) er {a}, 
op(U) sn) ee olp(U ls.n)) a {po}. 


如 果 PE 二 0， 那 末 由 于 ?(U) 是 全 连续 牌子 (从 而 PC(U)|s, J 
也 是 E17 上 连续 算 子 )，Esfl 必 是 有 限 维 空间 .因此 ,存在 ,使 
得 (P(U)— Pl)"|sn = 0. 

如 记 了 QO 一 所 一 (1 一 a)tgQ0) (g(r) 0), 于 是 

[EG 
由 于 9(U) 在 E。17 上 是 具有 有 界 道 算 子 的 ， 所 以 已 Ceu(D)， 
并 且 Ef 中 每 个 元 的 阶 数 不 超 过 和 KK。 另 一 方面 ,由 于 有 分 解 
= Ed+(il 一 下 1， 
而 是 可 lo-aor 的 正则 点 ,所 以 BAAU)CEoH.。 从 而 当 po 疡 0 
0 时 ,推论 的 (ii) 成立， 

当 |el 一 1 时 ，E。 是 有 上 投影 算 子 , 并 且 Bli 约 化 U0, 从 

而 也 约 化 P(U). 


当 lel 关 1 时 ,由 于 p(1) 的 根 的 对 称 性 ， 另 知 ?人 二) 站 


将 随 着 Pla) 到 0， 而 有 p' 0， 因而 (i 让 在 Bl 上 也 成 立 . 但 
,十 Ey 是 全 上 投影 算 子 ,并且 (E。 + ET ~ EN + EN 
约 化 UU, 从 而 也 绝 化 ?(U). 

从 上 面 讨论 可 知 , (ii) 不 仅 对 一 切 使 得 pte) 六 0 的 a 成 立 ， 
而 且 上 述 。 必 关 于 单位 图 周 对 称 、 如 果 令 人 P 是 这 些 o 相应 根子 空 
间 的 直接 和 ， 那 末 采 = 56 引入， 多 约 化 也 , 从 而 也 约 化 p(D0), 并 
县 cb)1e5) 一 {0}.。 下 面 只 要 在 + 上 证 明 (ii) 成 立 邵 可 。 
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首先 注意 ,因为 DT) 是 有 限 秩 的 ， 所 以 0Eg(P(D)), 从 而 必 
有 FealU), 使 得 区 们 一 0， 因为 8 关 0, 所 以 PQ) 是 非 零 多 项 
式 . 再 注意 到 (8@+,《:,*)) 也 是 完备 的 不 定 度 规 空间 。 这 样 , 利 
用 引 理 1.5 立即 就 得 到 (i) 在 B+ 上 也 成 立 ， 证 毕 。- 

推论 1.7 设 U 是 Kpei 空间 上 画 算 子 ， 如 果 存 在 


Ye TP ee PR Ee ee 


使 ME) = 一 0， 则 必 有 分 解 了 一 上 全 … 旬 17" ,其 中 7 中 是 相 
应 于 mm 的 特征 子 空间 $6.(U) (车 ojéEo(DU)， 规定 Bo 一 {0}). 
特别 ,如 果 U* 一 工时 , 那 末 必 有 分 解 
=...BI", 


其 中 Fo 是 相应 于 元; 的 特征 子 空间 (如 果 ef Eo(U), 规定 
Po = {0}). 

由 引 理 1.5 和 推论 1.6 可 直接 得 到 推论 1.7。 

定 丙 1.8 设 U 是 Kpei 空间 和 上 西 算 子 , 如 果 存 在 非 零 多 
项 式 p(#), 使 得 p(U) 是 广义 等 零 算 子 , 那 末 

(i) 存在 唯一 的 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 9(z)。 使 得 g(U) 是 
广义 短 零 算 子 ; 


0D) 当 4 合 一休 (二 加 汪 时 , 识 有 wD 一 {ol 
(二) 存在 分 解 I= Ho. 国 ‘BIT™, No 1.2，.…， m) 
都 是 口 的 约 化 子 空 间 。c(U1rrp) 或 是 单 点 集 {0}， 这 时 
Teil 一 工 ; 
或 是 丽 点 集 {ws 十}, 这 时 lowi xs 1, 并且 Fo 一 0 十 D， 


Bi 
71? 和 1 都 是 关于 上 不 变 的 零 性 子 空间 ， 
eV Na) ~ {ow}, ol 一 全 上 
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(iv) gq = I 0 ~ %). 
证 (i) 首先 注意 ,对 于 Banach 空间 上 两 个 可 交换 的 有 界线 
性 算 子 4, 8, 它 人 的 谱 半 径 有 下 列 不 等 式 ， 
ryiA+B) < fotA) 7o(B)3 ( 1.23) 
利用 这 个 事实 和 展 转 相 除法 可 知 (i) 成立， 
(1) 因为 slg(U)) 一 和 0}, ol(qg(0)) 一 foe(o1tccD)) 所 
以 olU)Ct{a,.…, oo}。 但 如 果 有 某 个 oyEo(U)， 显然 有 
q(t) = gO— a) ™ 
是 阶 数 低 于 8(o 的 多 项 式 , 并 且 q9(0) 一 9(0)(V 一 ow1)™i 仍 
是 广义 和 此 零 算 子 .这 与 gQ) 是 最 低 阶 数 的 假设 相 了 矛盾， 所 以 
or) 一 {a ,cn}. 
《证 》 对 每 个 &, 取 国 道 YCp(U)， 其 内 部 私 仿 ol(D0) 中 的 点 
oi, 令 
Es 一 a (1 一 UY). 


当 lawl 一 1 时 , 取 有 ?= B17; 当 |w| 和 <1 时 , 取 IP 一 B17， 
09 一 EE; 了。 显然 ,如 此 取 法 便 满足 (这 )， 

(iv) 根据 (ii)， 空 间 已 有 分 解 一 70 四 … 提 /71m， 每 
个 7 都 是 完备 子 空间 ， 并 且 约 化 UU。 由 此 可 知 , 只 要 证 明 


了 (0 一 m7) 在 每 个 170 上 是 广义 筹办 算 子 即 可 . 

如 果 有 2 一 到 2 二 1， ?= E11 ,117 一 瑟 3 2， 注意 
到 BE 是 有 界线 性 算 子 ,而 (0 一 “7),( 口 一 二 中 分 别 在 
1，EE 人 7 上 是 广义 圭 零 算 子 ,从 下 列 显 然 的 不 等 式 


| -no = 


好 3 
x(v—/) (East+E1) 
% tr ER 


o-oo 


: 


' 


» 264. 


le 二 m1) ( Sn 1 


< 


x HU 一 oi1)"Es,l 


[3 


| “< 0 一 DB 


以 及 (1.23), 立即 可 知 (U —aD)(v 一 工 二 


义军 零 算 子 . 

同样 可 证 , 当 lo| 一 1 时 ，( 一 由 门 在 02 一 Bi 上 
也 是 广义 寡 零 的 . 

再 利用 “两 个 交换 的 有 界线 性 算 子 4，B ， 如 果 其 中 有 一 个 
是 广义 星 零 算 子 ， 那 未 48B 必 是 广义 祖 才 的 "这 一 惠 实 :立即 得 到 


是 六 -By 


no) 是 


1 (5 一 1) 在 每 个 (i 一 1, 2，…, m) 上 都 是 广义 蜂 雪 


的 ,从 而 在 全 上 也 是 广义 短 零 的 . 证 毕 ， 

对 于 自 共 二 算 子 ,也 有 类 似 于 定理 1.4 一 定理 1.8 的 结果 。 扼 
要 叙述 如 下 (证 明 略 ). 

定理 1.9 设 4 是 Kpela 空间 如上 有 界 自 共 斩 算 子 , 如 果 存 在 
包含 ce(4) 的 某 个 单 连 区 域 G 上 非常 数 的 解析 函数 ,使 得 oa(f(.4)) 
可 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 非 空 连 络 闭 集 上 ，.…，, as 的 和 , 则 必 
有 分 解 

n= 1°iN4. 4+, (1.24) 
其 中 每 个 Te) 都 是 4 的 不 变 子 空间 ,对 每 个 i, 必 有 j 使 得 
of A Nm) Cor. 

如 果 co(A41m)N( 一 0，%) 闫 9, 那 来 1 必 是 完备 子 空 
闻 ; 如 果 co(41mo)n( 一 oo，o) 一 区， 那 末 7 人” 必 是 零 性 闭 子 
空间 ,并 且 必 存在 相应 于 ?的 JT"”， 使 得 

oAlmi) = {Xe ol 4an))}, 
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J? 十" 是 完备 子 空间 . 

定理 1.10 没 4 是 Kpeiin 空间 中 上 有 界 自 共 辑 算 子 ， 如 存 
在 非 零 多 项 式 p(#), 使 得 Pp(4) 是 有 限 秩 算 子 ，、 那 末 

(1) 必 有 分 解 开 二 ?2 命 …: 人 全 JT" ， 其 中 每 个 1 都 是 4 的 
不 变 子 空间 ,而 ol 41ro)) 或 是 单 点 集 {0}, 这 时 必 有 Tea 一 0; 
或 是 两 点 集 {o , 丙 } , 这 时 Tway 关 0, 但 有 分 解 Po 一 Pi 37， 
NY 一 BA), HY = Dal 4). 

(ai) old) 一 op(A), 并 且 对 每 个 wy op(A)，@Bs(A) 中 向 
量 的 最 高 阶 数 是 有 限 的 ， 

定理 1.11 设 4 是 Kpeiin 空间 上 及 上 有 界 自 共 思 算 子 ， 如 果 
在 在 非 零 多 项 式 p(x), 使 得 (A) 一 0。 那 末 

(i) 必 存 在 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 4(2)， 使 得 9(4) 一 0， 
并 且 除 常数 倍 外 ，g(z) 是 唯一 的 。 而 一 切 使 得 p(4) 一 0 的 多 项 
式 Pl#) 必 被 gL 整除 . | 


(ii) 当 gD 一 [G4 一 0)"( 当 i wj 了 时 a 天 9) 时 , 必 有 


oA)— {m,n}, fH oA) 一 ar(4)， 
(ii) 名 ,A 4》 中 根 向 量 的 最 高 阶 数 是 my， 当 % 兰 久 时， 
D(A LD (A), 
特别 是 当 ?wa 半 0 时 ， 中 (4) 是 零 狂 的 . 


竺 别 , 当 g0) 一 LG 一 %) 时, 8,4) 一 0.a( DG 一 1 


2, "4). 

定理 1.12 设 4 是 Kpeits 空间 上 有 界 自 共 辊 算 子 ， 如 果 
存在 非 零 多 项 式 f(z), 使 得 Pp(4) 是 广义 填 零 算 子 ， 那 末 

(i) 必 存 在 唯一 的 阶 数 最 低 的 非 零 多 项 式 9(?), 使 得 4(4) 
是 广义 宕 零 算 子 . 


CE 


(Qi) 当 gq = 本 GG 一 0) 时, 必 有 ol4) 一 {ms……', eon}. 


9 了 ?65 


(iiy 存在 分 解 呈 一 站 ?由 … .四 太 m”， 每 个 Ra 都 是 4 的 约 
化 子 空 间 。 (41mr)》 或 是 单 点 集 {cit}， 这 时 foah 一 0; 或 是 
两 点 集 {wi, 名 ,}， 这 时 Tao <0, 并 且 I 一 用 十 7 ,1 
和 形 ” 都 是 关于 4 不 变 的 零 竹 闭 子 空间 
olAln®) 一 (aitysaCdla = {8}, 


(iv) 9) 一 1 (4 — 0), 


3. 仅 具 有 单 点 谱 , 但 没有 转 征 值 的 西 ,、 自 共 记 算 子 
在 Hilbert 空间 中 ,一 个 西 算 子 (或 自 共 轿 算 子 ) 如 果 仅 具有 
单 点 谱 {a}, 那 末 它 必 是 a1， 在 fTx 空间 中 ,一 个 西 算 子 ( 或 生 共 
元 算 子 ) 了 ,如 果 仅 具有 单 点 谱 {<} , 那 林 4 必 是 工 的 特征 值 ,并 且 
了 一 af 必 是 寡 零 算 子 ( 见 下 面 引 理 1.13)。 但 是 在 Kpeita 空间 
全 中 ,一 个 西 算 子 ( 或 自 共 轿 算 子 ), 如 果 仅 具 单 点 谱 {we}, 即使 
: lac| 一 1 
(或 1oa 一 0), a 也 未 必 是 特征 值 。 在 本 节 中 我 们 将 给 出 这 种 算 
子 的 例子 。 
引 理 1.13 设 (或 4) 是 Nx 空间 上 西 算 子 (或 自 共 郁 算 
子 ), 如 果 ol0) 一 {ge} (或 oCA) 一 {a}?), 那 末 
(U —alyrti—0 
(或 (4 一 ak 一 0)， 
证 根据 第 三 章 $2 的 三 角 模 型 定理 2.2 (或 定理 2.8)， 存 在 
标准 分 解 JJx 一 N@1Z 十 Z*}BP, 使 得 U 一 {5, Un, Up, C， 
D, T} (或 4== {5, dv 4p, 了 , G, 80}), 并且 
oS)Uo(UN) Uo Up) 一 {a} 
《或 o(5) Uo(Aw) Ual4p) 一 {ce})， 由 此 易 知 fx 一 BA(U) (或 
1g 一 @e(A4))， 再 根据 第 三 章 $2 推论 2.10 的 (iD ,立即 有 
) (一 ci)2k4 一 0 


1) 根据 第 三 章 $2 定理 2,12，4 必 是 定义 在 整个 有 x 上 有 界 算 子 ， 
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(或 (4 一 af 一 1 人， 评 毕 。 
为 了 给 出 所 要 求 的 例子 ,需要 下 列 引 理 ， 
引 理 1.14 设 0 是 Kpeiin 空间 下 上 有 界线 性 算 子 , 令 


4 一 上 (8+9D), 了 一 上 (一 00， (1.25) 
2 27 


那 末 了 十 Q 为 上 证 算 子 的 充 要 条 性 是 下 面 (1,26), (1.27) 式 任 
一 成 立 ， 
0'0= 90’ HH 00'+ OF 01= 0, (1.26) 
AB~= BAH A+B+24=— 0, (1.27) 
证 因为 上 为 西 算 子 的 充 要 条 件 是 UU! 一 U'DVU 一 J， 易 知 
这 个 条 件 等 价 于 (1.26) 成 立 ， 再 经 直接 计算 ,不 难 知道 (1.26) 与 
(1.27) 等 价 . 证 比 . 
由 于 8 一 4 十 iB，48B 一 BA4, 再 利用 可 交换 时 的 谱 半 径 
不 等 式 (1.23), 可 见 只 要 oe(4) 一 ol8) 一 {0}, 就 能 保证 
(0) = {0), 
从 而 得 到 otV) = 一 {1}。 如 果 再 能 保证 0Ecr(9)， 那 末 媚 便 是 仅 
具 单 点 谱 {1} 的 西 算 子 , 并 且 1 不 是 局 的 特征 值 、 
例 11 令 上 一 H_@H; 是 正则 分 解 ，Hs 一 了，{e} 分 别 
是 (日 ;, 土 (',")) 的 完备 就 范 直 交 系 。 令 
1 re- 十 oz sy 一 (十 o+ 
pr Ee 六 十 ef)， 


sn 人 


8 一 


2 一 span{fz/}，Z+ 一 spanf z#]}. 

显然 , 了 一 Z 十 Z*, 并 且 以 {8;)，、{s} 作为 对 偶 族 分 别 在 Z ， 
Z* 上 引信 内 积 《*,，*》, 从 而 {ZZ,，Z*} 是 HH.D. 对 . 

在 Hilbert 空间 (Z,《，,，》) 上 任 取 一 个 (有 界 的 ) 广义 需 
零 算 三 Bz, 但 引 z 是 单身 ,并 且 具 有 釉 值 域 (显然 ， 这 种 算 子 是 存 
在 的 ); 视 Bz 是 (Z,《',…)) 天 《2Z ,《" )) 的 算 子 ,因而 8* 是 
《Z*,《"，*》) 到 《2Z*,《*,*》) 的 有 界线 性 算 子 ,具有 稠 信 域 的 
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单 射 , 并 及 c(B#) 一 {10+。 作 万 上 算 子 
吾 ，z 十 z#-> 吾 zg + B¥a*, zE ZZ, s*EZ*, (1.28) 
容易 直接 验证 3 是 下 上 有 界 自 共 斩 算 子 , 妈 B 二 81, 并且 是 单 
射 。 
注意 到 杂 空间 和 Hilbert 空间 (2, 如 (2*, 《+,')) 
拓扑 等 价 , 而 B 作 为 《Z,《'，，))@(Z*,《:',*")) 上 算 子 时 ， 
o(B) = o(B:) Uo(B#) = {0}, 
从 而 如 是 也 上 广义 宕 零 算 子 . 
由 正则 分 解 了 一 瑟 - 旨 中 ， 导 出 的 范 数 记 为 外 省 。 下 面 不 妨 
设 Bl < 1《 必 要 时 可 除 下 以 适当 常数 )、 取 
A=—1+(l— BB)t, i 
显然 ，4 一 B?C ， 其 中 C 一 (8B), f 是 具有 实 系 数 ,并 且 在 [0， 
181] 上 一 致 收敛 的 震级 数 所 定义 遂 数 ， 风 而 C 是 也 上 有 界 岛 共 
斩 算 子 ，48 一 B4d， 并 且 oA) 二 {0}, 
取 0 一 4 十 18 显然 c(9) 一 {0}+， 并 且 
0 =— B(Bf(B) + 1). 
根据 谱 映 射 定理 olL BX)) 一 40}, 从 而 0€ p(B81B) 十 讶 ), 但 
B 是 单 射 ,所 以 8 也 是 音 射 .根据 4 的 作法 , 易 知 
人 十 B24 一 0 
这 样 ,，U 一 了 十 8 是 卫 上 本 段子 ,并 且 仅 具 单 点 谱 {1}, 但 1 不 
是 上 的 特征 值 . 


$2 具有 标准 分 解 的 西 、 自 共 轿 算 子 


本 节 中 主要 讨论 Kpeia 空间 上 的 一 类 特殊 的 西 、 自 共 施 
算 子 。 它 们 是 J 空间 恒 、 自 共 厚 算 子 在 -17 空间 上 的 推广 . 

1. 具有 标准 分 解 的 酉 , 自 共 诺 算 子 
8 引 理 2&1 设 ( 于 ,于 ,5[ jz) 是 两 个 Hilbert 空 
间 , 5 是 (三,[*,，*]:) 到 (后 , 【* ，*]3) 的 再 定 闵 线 性 算 于 .、 那 
末 , 5 是 (5 [3) 到 (Hs,[*,"];) 的 稠 定 算 于 ,并 且 
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SS 本 本 = 9. 

本 引 理 是 Hilbert 空间 中 熟知 的 结果 . 

定理 22 设 刀 一 NB{Z 十 Z*}@BP 是 Kpefa 空间 有 的 一 
个 标准 分 解 ,并 且 4Z，Z#j} 在 对 偶 族 《zx }，! zx 下 构成 五. 了. 
对 。 记 由 {zi},{s#} 分 别 在 Z,Z* 上 产生 的 内 积 为 (> 《 
(为 简单 起 见 , 仍 用 《.，' 表示 《<-，*》*)， 并 设 它们 在 2,2Z* 上 
产生 的 拓扑 和 如 上 拓扑 在 Z,Z* 上 诱导 拓扑 分 别 等 价 。 又 设 有 
六 个 线 竹 算 子 {S， An, Ap, FG, 0}, 其 中 S 是 (Z:《…， “>) 
称 定 闭 算 子 , Aw 是 (N, 一 (* ,*)) 上 咎 共 罗 算 子 , Ap 是 (P,(:,*)) 
上 自 共 纪 算 子 ，F*, G*, 0 是 (2*,《-,*》) 分 别 到 (N, 一 (*,*))， 
(P,《*，,、*)),《Z ,《*,*，》) 的 有 界 算 子 ,并 有 旦 0 二 0*. 规定 了 上 
的 线性 算 子 4 如 下 : 

DA) = BIA DLBIIS) + BSBD( Ap), (21) 


As = Sz, zs € WS), (2.2) 
An— Avni Fn, nt D(AN), {2.3) 
AP = App + GP, PE DA), (2.4) 


Az* = S*z* — Pta* + Get Oz*, s*€ WB(S*), (2.5) 
那 未 ,4 是 上 自 共 轿 段子 ,并 且 o(A)Ctlo(s)Uo(s*)Ua(Aw)U 
4p). 当 ol5) 一 ol5) 或 {X14 Ea(3)}Cp(8)? 时 ,还 有 

oA)= a(S)Uo(S*) Uo( AN) Uc As). (2.6) 
证 首先 证 明 4 是 如上 对 称 算 子 。 事 实 上 ,对 任何 纺 (4) 
中 xx 一 sz* 十 zz 十 7 十 关 ( 即 ze6 DB(S*), rE DB(S) ,NE BUAN), 
be D(Ap)), 按 (2.2) 一 (2.5) 有 
(Ax, x) —= (St*z* 十 Ann — Fre* + App + G*z* 
+ Oz*t Fant GP Sz, x) 
w= (Sta*, 2) + (Sz, 2*) + (Oz*, z*) 
+ (Avwn 一 Fe*z*,n) + (ApP + G*z*, p) 
十 (Fa 十 Gp, s*), (2.7) 


1) 这 了 时 必 有 ImA 寺 0。 
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由 于 
(S*a*, 2) 一 《99z 训 5》 (st, Sz = (2z*, Sz}, (2.8) 
(Q2*, 2*)— 04, 2*) = 《2*, 0z = (s*, Or*), (2.9) 
—(F*e*, nn) = (2*, Fn》 = (2*, Fn), (2.10) 
(Gte* Pp) = (x*, GP) = (2*, GP), (2.11) 
以 及 (Ann ,7n),，《ApP,P) 是 实数 ,了 从 (2.7) 式 易 知 ，(Ax,x) 是 
实数 , 即 4 是 五 上 对 称 算 子 . 
再 证 4 二 4*.。 显然 ,只 要 证 明 多 (41)}C (4) 即 可 ， 
事实 上 ,如 果 有 2s 十 4 十 坟 十 PrN 其 中 s E28*, 31€ 2， 
ni EN， Pi€P 了 ,i 一 1, 2、 使 得 对 任何 g 锣 (4) 中 
xz* 十 2 二 nn 了 十， 
下 式 成 立 
{A(z* 十 zg 十 # 十 六 十 加 十 让 十 P) 一 (s* 十 Zz 
十 nn 十 PP， sr 十 2 十 7 十 记 ). 《2.12) 
那 末 ,特别 取 x 一 *，x6 幼 (S)， 中 (2.12) 便 得 到 
《Sz，z#) 一 《4z，s# 十 2 十 mr 十 名) 
| “= (gz, 4 十 22+ 十 P23) = (2, 2), 
即 | 
(Sr,2n) = 2,2), 2 € WB(S), 
从 而 必 有 2*€ BD(S*), 并 且 S*x# 一 2 
再 到 x 一 z 十 #,z€ 多 (5S)，n& 贸 (An)， 由 (2.12) 又 得 到 
(Altn 二 2)])， 2 十 抽 】 一 (nn 十 2z，S*sx 十 73)。 
凤 (Anr, zi) 十 (Fn, 和) 一 《2 za) 对 一 切 n€ 多 (Aw) 成 立 ， 
从 而 
— (Apnyn) = — (n,mnt Frat), 1€ WAn), 
这 就 是 说 , 必 有 六 < D(An), 并 且 4wm 一 力士 FP*z* 《部 
m2 一 Anni 一 F*2t), 
同样 ， 特 取 x 一 z 十 pp，z€ 雪 (3)，PE 幼 (4p)。， 就 得 到 
Pi€ BIAr) 并 且 bP Aphit G*xt. 
最 后 ,再 特 取 x 一 s*，x*4 名 (5”)， 册 《2.12) 得 到 
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(SY zg) = (2*, 51 一 Oa 一 下 mi 一 GP), 2*€ W{S*), 
即 

(SS*z#, p) = (2*, a2 — Ort — Fr — Gh), 2*€ BUS*). 
这 就 是 说 ，xze 2(S**), 并 利 x; 一 S**zxi 十 0s 二 Fn 十 GP， 
再 注意 到 5** 一 $$。 所 以 #2 一 Sa 十 Qa 十 Fn; 二 GP 

总 结 上 面 证 明 的 结果 ， 就 得 到 对 十 有 十 和 十 和 6 多 (4), 

并 且 还 直接 地 得 到 
At(z 十 有 十 二 十 刀 ) 一 2 十 2 十 ma 十 所 
oS#e 十 4NGi 一 下 *g 天 十 pt 
十 如 #z 训 十 Szi 十 @zk 十 Fa 十 Gp 
一 4(z 十 zi 十 2 十 所)， 
下 面 证 明 (2.6): 用 小 -| 表示 正则 分 解 交 一 及- 人 BH 所 导出 
的 范 数 ,其 中 -DN, Hi>P. 用 上 出 表 示 (Z,《*, ">), (2Z*， 
《*，*)) 上 范 数 , 上 站 在 2,.Z* 上 的 诱导 范 数 与 小 小 是 等 价 的 . 
证 (a(S)UolS*))Col4); 事实 上 ,如 果 4€0.(3)， 那 末 存 
在 {zo}CZ, lzzli 一 1,n 一 1,2,.…， 壬 得 
js 一 247)x,l > O(n 一 co)。 

有 从 而 人 4 一 21)zwl 一 0(rz 一 020), 并且 存在 常数 > 0， 
za 之 mo Cn = 1,2, +:), 

即 4€ oo.(A). 

如 果 4€o,(S)， 那 未 必 有 Xe op(S*), 并 且 Xe p(S)， 所 以 

存在 非 零 向 量 六 , 使 得 《38* 一 41)z# 一 0, 并且 
(A— NTI) + (Ay — XI IF — (Ap — XI) G28 
(S — LI) — Qa¥ — F(A — XI)-'F*ae 
+ GlAp 一) Go)] 一 0， 
即 XEop(A4)Co(4). 因为 a(4) 关于 实 轴 是 对 称 的 ( 见 第 二 章 
$1 定理 1.6 的 (Gv)), 所 以 4€al(4). 

因为 1 

oS™*)— {XlAE alS)}, olS) = (0(S) Ua(S)) col 4), 
而 且 o(4) 关于 实 轴 对 称 , 所 以 又 有 oe(5S*)Co(4)。 
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再 证 o(Aw) JalAp)Co(4)。 事 实 上 , 如 果 4€Eo(dw) 一 ol5)， 
那 末 必 有 {nwjCN, lnwll 一 1，m 一 1, 2,*…-， 使 得 
HAx CO— A nall ~ Om 一 co)。 
取 so 一 (5 一 41) Fn ，m 一 1,，2,**-。 显 然 
am 一 nl, m= 1,2,."*, 
二 | 
(A— iA)(n, Om— 3) = {Any— Ain me 1,2,*……:, 
由 此 可 知 14 一 X47)(nm 一 se) 川 一 0 一 co)， 从 而 126e(4)， 
同样 可 证 ; 当 4€o(4p) 一 ol5) 时 , 4 € a(4). 
这 禅 ,我 们 就 得 到 o(5) Uo(S*) Uo(4w)Ua(A)Col4). 
反之 ,对 任何 2€0(5)Uo(S*) UatlAw) Uc(Ap)、 我 们 可 类 似 
于 第 三 章 中 $43 引 理 4.7, 直接 算出 
(A — A) := {Ch — 5) , A ~ An)’, (Al — Ap) 
(一 SF 一 4 
(1 一 SG(0T 一 4) (41 — 5S)-1[O 
— FO — Av) IF*+ Ga — Ap)-G*] 
x (47 — Ss*)-!} | (2.13) 
由 于 《1 一 3 (Xi Aw), (AT — Ap)T', (21 5S*)!, 0, 
F,G 都 是 有 界 算 子 ,所 以 (4i 一 4) 也 是 有 界 的 , 即 4ea(4)， 
从 而 (2.6) 成 立 。 证 毕 . 
在 定理 2.2 中 , 为 了 得 到 谱 的 等 式 (2.6)， 对 于 S$ 具有 和 琵 余 谱 
( 即 w(S) 夫 乡 ) 时 ,我 们 假设 了 {X14€ o,(s)}Cp(S)， 下 面 的 酌 
于 说明 这 个 条 件 是 不 可 少 的 ， 
例 2.1 设 有 1 一 H-DHi,Hs 一 了, {e#} 分 别 是 (Hi, 土 (*,*)) 
中 完备 就 范 直 交 系 , 令 | 
= (ef 十 et), 2* 一 元 (—e7 十 ef) i 1,2,... 
记 Z 一 span{z}，2* 一 spao{z*}， 显然 ,在 对 侦 族 {2:), {2*} 
下 ，{Z ，Z*} 成 为 H.D. 对 .出 它们 产生 的 Hilbert 空间 (2Z， 
《…，' 7，(2* 《7) 上 拓 盾 分 别 与 召 在 Z。2Z* 上 诱导 的 拓 


27 卫 。 


BF m 


扑 等 价 。 假设 0 是 (Z ,《+，*)) 在 基 {zi} 下 的 单 向 平移 算 子 ， 
当 Z* 视 为 Z 的 对 偶 时 ,过 在 {21} 的 对 偶 基 {x?} 下 满足 


Ud a my 0 ， Uvay gE 人 ms 2 3， ) 


再 假定 2* 氏 工 的 有 界线 性 算 于 9 如 下 ; 
9 > bia¥ = bi (> lb < oo 上 (2.14) 


显然 8 一 9*. 今 作 开 二 Z 十 Z” 上 算 子 4 如 下 : 

A(z + 2*) = Uz + Uz* + Oa*, gE€ Z, 2*€ Z*, {2.15) 
根据 定理 2.2， 4 是 了 上 自 共 示 算 子 ， 而 且 是 有 界 的 。 显然 
0e olUo)， 然 而 下 面 我 们 可 证 明 0e p(44). 

事实 上 ,因为 
2 一 > oo 人 1 az <%), z* 一 >» biz* (Dap < %), 


im=l 


所 以 
A(z 十 #*)C— py qrzitr 十 > bra 二 Bis, (2.16) 
i=1 i 


出 于 zx 十 z* 一 0 的 充 要 条 件 是 4 一 0, 一 0 (i 一 1,2,.…*)， 
由 (2.16) 可 知 4 是 一 对 一 的 ,并 且 4 一 如 .。 根据 逆 算 子 定理 ， 
0€ ptA4), 可见 ol 4) glU) Uo DOF). 

我 们 还 应 该 注意 ,虽然 按 定理 2.2 所 获得 的 一 类 自 共 罗 算 子 是 
开 空间 上 特殊 的 自 共 轿 算 子 类 , 同时 ， 它 们 也 是 以 说 明 也 空间 自 
共 入 算 子 远 比 17x 空间 的 自 共 斩 算 子 复 杂 【《 在 第 二 章 $3 例 3.1 中 
已 指出 ,即使 豆 是 可 析 的 ， 世 有 如 上 自 共 罗 算 子 的 特征 值 是 整个 
复 平 面 ). 现在 ,将 再 用 定理 2.2 来 说 明 总 空 间 上 的 自 共 斩 算 子 谱 
的 有 界 性 、 算 子 的 有 界 狂 以 及 乘 方 运算 的 复杂 性 ， 

例 22 第 三 章 $2 定理 2.12 已 证 明 ex 上 自 共 思 算 子 是 有 界 
的 ,等 价 于 它 的 谱 是 有 界 集 .本 例 要 说 明 卫 空间 上 存在 全 平面 都 是 
正则 点 的 自 夫 斩 算 子 ( 当 然 必 是 无 界 的 )。 
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,HH4,Z ,Z* 等 都 与 鲍 2.1 中 相同 .在 Hitbert 空间 {Z ,人力 
任 取 禾 定 闭 算 子 5, 但 要 求 c(3) 一 人 (这 种 算 子 是 存在 的 , 例如 
BB 是 Hilbert 空间 (Z ,《(*,，)) 上 有 办 的 具有 币值 域 并 且 是 一 对 
一 的 广义 等 零 算 子 , 令 3 一 了 -:， 那 末 3 便 是 (1Z,(…，'》) 上 的 
笛 定 闭 算 子 :并且 ot5) 一 98), 显然 ol5*) 一 8。 作 刀 上 的 条 
定 线性 算 子 4 

Alz + 2*) = Sz 9*2*, os EZ, gs*€ Z*, {2.17) 

根据 定理 2.2，4 是 本 上 的 自 共 绒 算 子 ， 

如 记 正 则 分 解 卫 = 了 .人 BH 所 产生 的 内 积 是 [*,*]。 显 然 ， 
Z,Z* 按 [',。*] 是 直 交 的 ， 由 此 ,根据 (2.17), 有 

oA) = oa(S)UolsS*) 一 Z. 

例 23 第 三 章 $ 3 定理 3.3 证 明了 7k 上 自 共 殊 算 子 4 的 邓 
方 4"(w 一 1, 2，……) 仍 都 是 x 上 自 共 斩 算 子 。 本 例 要 说 明史 
空间 上 自 未 遍 算 子 4 的 4 可 能 不 是 稠 定 算 子 (其实 还 可 做 到 
DBA) = {0}). 

D7, Hi, {zi} {z7},，(Z,《*，*))，(Z*,《*。，*)) 等 都 与 
例 2.1 中 相同 。 令 ?是 Hilbert 空间 (Z,《*,*，)) 上 如 下 的 线性 
算 子 : 


Zlp) 一 1 > 好 age 


S) | 如 十 >) Jeanl’ < 00, 
r=0 


k=1 


p > fn3n “一 >) G4132K+1 村 > 《2 不 )aakzat ys Danzs < Dlp), 
#=1 二 0 [4 | Hal 


(2.18) 
显然 ,P 是 (Z,《:,"》) 上 自 共 罗 算 子 。 记 
Zi 一 span{zxrlt 守 0}, Zs 一 span{za lt > 1}), 
则 有 ZBZ; 一 Z， 并且 2Z, 约 化 p, 而 plz, 一 TI， 令 U 是 (Z， 
《> 到 《2Z,,《*，*》) 的 西 算 子 ,例如 取 恕 是 满足 : 
Ugs = gnu(# = 1 2 .1)， 


易 知 算 子 了 一 Up 是 (Z ,《，,，》) 上 的 稠 定 闭 算 子 。 
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将 基 {sot} 拆 成 可 数 个 互 不 相交 的 可 数 集 
[at 一 1 
对 每 个 集 tau1; 一 1 2，.…} 《国定 4) 作 一 相应 的 向 量 
这 里 站 
BD ler <1, 


LL 
>) 1nras® = 250， 


即 enE 妇 (p). 令 Zo 一 span{enl# 一 1, 2，…}， 显 然 Z,CZ,， 
并 且 2。 中 任何 非 零 元 m 都 不 属于 幻 (p)， 事实 上 ,如 果 


Z0 一 六 drtey 
并 且 xe gB(p), 那 末 必 有 


2 2 luaoafo| < oo， 


n=] f=1 


但 由 于 


3 lw? ~ oo， 
f= 
所 以 只 有 gp 呈 0 {n= 13 2， … 外 “0 一 0。 
令 刀 是 Hilbert 空间 (2Z,《*-,，…)) 到 (Zu 《，，.》) 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 并 且 3 也 是 有 界 的 。 作 (Z ,《.，"》) 算 子 8 如 
下 : 


1) 这 里 下 标 9 视 为 二 指标 (> 人 的 下 标 ; 同 时 全 站 fm } 全 体 
正 是 偶数 全 体 ， 
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5 一 了 十 了 BS) = DIT) = Dlp). 《2.19) 
由 于 工 是 稠 定 闭 算 子 ，3 是 连续 的 ， 从 而 5S 是 称 定 闭 算 子 。 当 
s€ (5S), zs0 时 , 必 有 Bzxzs0. 注意 到 
RITICZITCH PP) = DH), RIB) = Zo， 
而 Zo。L2Z1，Zo 人 多 (p) 一 49}， 从 币 对 任何 ze 玫 (3S)。= 天 0， 
必 有 Sz 去 09， 并 且 5zxEJB(p) 一 号 (03S)， 换 句 话 说， 
DH) = {0}. 
作 间 上 稀 定 算 子 4: . 
Alz Tt 2*) = Sr++ Ste*, 2sE BS), 2*€ BCS*), (2.20) 
根据 定理 2.2，4 是 了 上 咎 共 辊 算 子 显然， 多 (CBO(5*)， 
所 以 到 不 是 身 定 的 。 从 上 面 对 4 的 假定 可 见 ， 如 果 将 (2.19) 中 
算 子 B 取 得 适当 一 点 (依赖 于 UU 的 选取 ), 还 豆 做 到 由 (2.20) 所 定 
义 的 算 子 满足 儿 (47) 一 {01. 
类 似 于 定理 2.2, 对 Kpeim 空间 厅 上 西 算 于 有 如 下 定理 ， 
定理 2.3 设 用 = N@{Z 十 Z*6BP 是 Kpgi 空间 用 的 
一 个 标准 分 解 , 并 且 {Z，2Z*} 在 对 假 族 {zi} ，{s} 下 构成 HH. 
D. 对 。 记 由 zi，{z#} 分 别 在 Z,Z* 上 产生 的 内 积 为 《+ ,*')、 
《*，"'》* (为 简单 起 见 ， 仍 用 《" ,表示 《+，，)*)， 设 它们 在 Z， 
Z* 上 产生 的 拓扑 和 总 上 拓扑 在 2，Z* 上 诱导 的 拓扑 分 别 等 价 。 
又 设 有 六 个 线性 算 子 {S,，Uw, Up, C，D, Ty, 其 中 S$ 是 (2Z， 
《*,*)) 上 有 界 算 子 , 并 且 0e p(5),Uw 是 (N, 一 (，',-)) 上 西 算 
子 ,Up 是 (P,《，, ，)) 上 西 算 子 ,， C,D, 了 是 (2*,《.，,*，》) 分 
别 到 (N, 一 CG,-))，(P,(*,'))，、(Z,《*,*》) 的 有 界 算 子 ， 
并 且 了 = 一 7T*， 规定 下 上 线性 算 子 已 如 下 ; 
Uz— $x, rE€ 2, 
Un = Unn + Fn, F = SC*UN, Hn€EN, 
Up— Upp + Gp, GE — SD*Up, peP,. (2.21) 
Ug* eo SC 


8 一 了 SCC*C 一 Dr*D) + ST, 
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那 末 了 是 了 上 西 算 子 ,并 且 
cfUIca(S)Lo(CS )UctD Uel Un, 
当 ols) = olr) 或 


入 eiee 


时 ,还 有 
ao(U) = oS) Ua(Ss ™*) Ua Un) Uo(Ur). (2.22) 
本 定理 中 有 关 UU 蚌 西 算 子 的 结论 可 仿 IIx 空间 铺 癌 直 赚 加 以 
验证 ， 这 里 从 略 。 等 式 (2.22) 的 证 明 的 关键 一 步 是 证 
o(S)CalU), 
其 证 明 如 下 : 当 1e or(S) 时 ,由 假设 ,显然 有 121 关上 并 且 


四 E op 5S-1*), 


所 以 有 s*E2Z*, 地 天 0, 且 有 


即 于 e os(U)。 再 利用 cD) 关于 单位 圆 局 对 称 性 ， 就 得 到 


4€ olU)。 等 式 《2.22) 的 其 余部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 2.2。 
这 里 也 从 了 略 ， 
当 6 p(U》 时 , 预 解 式 (41 一 U) ! 的 表达 式 如 下 ; 
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(D141) 's = {SC— 1) ls, s€Z2, 
(CU a) Us Mn (S40) FU — 121)-™, 
人 F= SC*U,, n€EN, 
(Ua pe (UA) pS — G6(U, — 411), 
Go—= —SD*Up, PE P,(2.23) 
(CU — A) is = (S71 1) Ts* + Be* + C's* + D'z™, 
.oa*€ Z*, 
CC 一 一 (8 — MICCS* —o 41), 一 一 (1D 一 2) 
X(S- 一 0 和 7 一， 
B' 一 一 (S 一 11)-{fB(S- 呈 一 1 PFC 二 GD']， 


‘B= SCC*C 一 D*DD) 十 ST. 


从 定理 2.2, 2.3 可 见 ,即使 象 定理 2.2, 2.3 所 规定 的 一 类 特殊 
的 自 共 辆 算 子 和 丁 算 子 , 都 包 食 了 一 个 (一 般 说 来 ) 无 限 维 Hilbert 
空间 (Z,《:,，》) 上 相当 任意 的 算 子 5, 所 以 不 能 在 Kpeia 空间 
中 企 求 建立 相当 一 般 的 自 共 辊 和 西 算 子 的 谱 论 :为 站 ,我 们 引 人 如 
下 定义 。 

定义 2.1 称 由 定理 2.2 和 定理 2.3 所 定义 的 自 共 辊 算 子 和 西 
算 子 是 其 有 标准 分 钱 的 自 共 轿 算 子 和 具有 标准 分 解 的 西 算 子 . 

自然 , 感 兴趣 的 是 对 具有 标准 分 解 的 自 共 罗 和 西 算 子 , $ 究竟 
应 满足 怎样 的 条 件 就 能 建立 起 此 类 算 子 的 较 满意 殉 谱 论 ， 但 我 们 
更 感 兴趣 的 是 怎样 的 自 共 轿 算 子 和 西 算 子 才 是 具有 标准 分 解 的 ， 
这 是 本 节 中 主要 讨论 的 问题 。 鉴于 Kpeia 空间 上 西 算 子 必 是 有 
界 的， 在 处 理 上 较 ( 无 界 ) 自 共 斩 算 子 有 某 些 方便 《虽然 不 是 本 质 
的 ), 所 以 下 面 主要 讨论 本 算 子 情况 . 

2 熏 相让 共 轿 算 子 一 般 形 式 正如 第 一 小 节 中 所 指出 的 ， 要 想 
给 出 Kpeia 空间 上 一 般 的 西 算 子 和 上 自 共 氟 算 子 的 广泛 而 有 效 的 
模型 是 困难 的 。 但 在 本 小 节 中 ， 我 们 仍 要 给 出 西 算 子 和 自 共 统 算 
子 的 菜 种 一 般 的 形式 ,以 使 以 后 的 讨论 ，。 

下 面 先 给 出 Hilhert 空间 上 算 子 的 一 个 性 质 。 
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引 理 2.4 设 并 是 Hilbert 空间 (她 ，[. ，.])》 到 Hitbert 空 
司 〈 已 ,[- ，:]) 的 有 界线 性 算 子 ， 那 未 对 【一 oo, ce) 上 任何 
Borel 可 测 函数 f(z), 必 有 
TAHITI 一 HTT*)T. {2.24) 
进一步 ， 如 果 0 是 c(7*7)》 的 珠 立 点 或 f(z?) 在 0 的 某 个 这 旁 
[0,a] (ge 汪 > 0) 上 有 界 , 那 末 
THCT*T) = 1(TT*)T7. {2.25) 
证 因为 T(T*T) 一 《TT*)T， 所 以 对 任何 多 项 式 Pp 他)， 
TP(T*T) = p(TT*)T, 
以 而 对 任何 连续 洒 数 f (只 要 在 [0, 7 上 连续 )，(2.25) 成 
立 。 由 此 易 知 , 对 任何 有 界 Borel 可 测 医 数 (只 要 在 [0.1 下 ] 
上 有 界 )，(2.25) 成 立 . 
假设 了 是非 负 实 值 Borel 可 测 函 数 , 令 
Es {1f02) Sn) ,fs = fx 
(这 里 是 自然 数 ), 显 然 天 二 所 三 … 二 1 所, 并且 
mf 一 £0), 
令 {EP)，{E) 分 别 是 T* 了 TT，TT* 的 谱系 。 如 果 
rE DITT)), 
那 末 


{ li FacEr, #) < oo, 


由 此 易 知 ，ffa(T* 了 )x} 是 基本 点 列 ， 从 而 {THA(T*T)x}《 即 
{fTT*)T.)) 是 基本 点 列 。 利用 这 个 事实 ， 羽 及 Levi 积分 定 
再 ,就 有 Txze 多 (f(TT*)), 并 且 
THT*T)x = lim Tf(T*T)xr = limfn( TT)Tx 一 HTT™)Tx, 
即 TAT*T)CHATTY)T, 

反之 ,如 果 Txe BD(1(7T*))， 则 易 知 {Ti,(7T*T)x} 便 是 


1) 4 表示 算 子 4 的 景 小 闭 扩 张 。 
2) Xs 表示 舍 台 的 特征 函数 . 
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基本 点 列 、 从 而 存在 M > 0, 使 得 
{el Pa Ez, 一 MT7HCTeT)rEE< Mn 一 12 
因而 对 任何 gc> 0， 


[iC Pa egos, *) 所 插 ， #8=1,2,..., 


令 z 一 00, 就 得 到 ， 
上 lH) Pa EDx, x) < ¥. (2.26) 


由 (2.26) 可 知 , 当 0 是 oT7*T) 的 弧 立 点 或 f 在 基 个 [0,m1 上 有 
界 时 , 必 有 
人 tf haa, #) < 0%, 

如 ze BB(f(T*T))。 这 就 是 说 , BG(TT*)T)yCB(TIH(T*T))， 
从 而 《2.25) 成 立 。 

剩 下 的 只 要 证 明 (2.24)， 首 先 注意 ,由 于 f(T 了 7T*) 是 闭 算 子 ， 
了 是 有 界 的 , 易 知 信 TT*)T 是 闭 算 子 .又 因 为 已 知 | 

THATYST)CH TT)T, 

则 只 要 证 明 : 如 果 了 zxe 多 (f(TT*)), 那 未 必 有 {x, TT*)Tx} 
属于 ZKT*7) 的 图 象 的 闭 包 。 

当 了 xfE 多 (fTT*)) 了 时， 上 面 已 经 证 明了 {Tfh,(T*7T)x} 
是 基本 点 列 ,并 且 

lm Tf,( T*T)z 一 Hmf(TT*) Tx = (TT*)Tx. (2.27) 
但 是 TIX*T)x 一 Tf(T*T)XE,《T*T)x， 恕 令 
xz 一 Xe (TTYx, 

显然 ，xnE 名 (THT* 了 )), 并 且 limxs 一 +。 这 就 是 说 ,，H x 亚 
上 点 {x，fHTT*)7Tx} 是 点 列 {{xs，T 了 fT* 了 TT)xn}} 的 极限 ,证 
毕 . 

定理 2.5 设 本 一 H_. 儿 H,， 是 Kpeiith 空间 亲 的 正则 分 解 ， 
P+，P- 分 别 是 如 在 如 |,H- 上 的 投影 。 又 设 U 是 上 的 西 算 子 ， 
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奢 末 占 的 一 般 形式 是 
VT 十 USUN)t VUSUY 
Vs CG (了 + UUS)tU )， 
其 中 - 
VT + UU) = PUP,, VUSU# = P_UP,, 
(T+ DDN 一 PP 、 Us, = PUP., 
V ,和 VU, 分 别 是 Hilbert 空间 (Bj 一 (',:)) 和 (FH,,(*,')] 上 
的 西 算 子 . 
证 因为 U 为 了 了 上 西 算 子 的 充 要 条 件 是 UU? 一 ZI 一 T， 
如 果 记 Ui 一 P_UP_，Us 一 P_UP;,， Un 一 PiUP,;、 那 末 
BID 一 TD 一 


(2.28) 


等 价 于 下 列 方 程 组 成 立 : 
(0) UUR = 1 + UUS, (i)} UU = 1 + USU,, 
(i) UU$ = U0, (iy) UU 一 1 十 UnDUR, 


(v) UsUs — 1 + UBUs, (vi) USUG 一 UU,. 
确定 品 的 一 般 形 式 ,就 是 给 出 适合 (i) 一 (vi) 的 所 有 解 U4， Us， 
Ua 以 及 Us. 

由, Un 一 VAI 十 UXUw)t, 其 中 VV, 是 (8-, 一 (.,.:)) 

上 保 距 算 子 . 根据 (i)， 
VT 十 Et 一 了 十 UU , (2.29) 
注意 到 缀 (7 十 Us05) 一 召 -， 所 以 弦 (V1) 一 日. 这样, V, 便 
是 (HH-, 一 (-，.)) 上 西 算 于 ,由 (2.29) 就 得 到 
V .URUAV* = UU 
据 此 ， 存 在 《 弦 (D3),(',.)) 到 【( 绽 (D0#),(.,.)) 的 西 算 于 
Fo， 使 得 号 喜 iss VoUaV¥, 

类 似 地 , 由 (iv)， 梧 一 DCL 十 Us5%， 其 中 可 是 ( 玉 ;， 
(-。-)) 上 保 耻 算 子 。 再 根据 (v), U, 便 是 (8;,(:,.)) 上 西 算 
子 * 并 且 应 适合 
UU UNUY 一 Da 《2.307 : 
从 (vi), 我 们 有 
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ToDaPsPCT 十 URUN)E = UI 十 Un UE)EU,,, 
利用 引 理 2.4( 这 里 的 Ua 作为 引 理 2.4 中 的 T), 由 上 式 得 到 
VoUy 一 UU , (2.31) 
即 Vol gw,, en Ui\gw,, 这 样 UB 二 VoUaV? 一 UUaV?, 显然 ， 
如 此 解 出 的 Us 一 FUSD# 适合 所 要 求 的 (2.30)。 
反之 ， 对 于 已 解 出 的 (用 U,V, 表达 的 ) Un, Vw, Un 的 
形式 ,利用 引 理 2.4 不 难 直接 验证 它们 适合 (iD 一 (iv)， 这 就 是 说 ， 
《2.28) 是 西 算 子 的 一 般 形 式 .。 证 毕 . 
下 面 再 提供 定理 2.5 的 另 一 个 证 明 . 
证 令 正 则 分 解 豆 一 -BH 所 产生 的 内 积 是 [*,*】， 
了 一 PP 一 P-， 
那 未 ， 品 为 (7 ,(*，:)) 上 丁 算 子 的 充 要 条 人 性 是 
JUJ = UT. {2.32) 
这 里 “*” 是 《下 , [,，']) 上 共 斩 运算 又 令 U 一 Wp 是 U 在 
(本, 上 -,*]) 上 极 分 解 , 则 (2.32) 变 成 7p 丈 7 一 pW"!。 利用 
5 > 0 和 极 分 解 的 唯一 些 , 从 jpW 7!JW 一 pg"! 中 得 到 
JW UW eI, Jpl = po (2.33) 
从 上 面 第 一 式 得 到 了 与 玉 可 交换 ,所 以 
w=—(” , ) 太一 于 | BE 一 本 | (2.34) 
0 Ur 3 人 
7 UY 分 别 是 (日 -, 一 (,:)), (人 (，:)) 上 西 算 子 ， 在 分 解 
一 HDBH, 下 , 令 
A Pu 
ee CG Pa 
因为 (2.33) 的 第 二 式 等 价 于 pyp 一 J， 即 
一 pl + pon 一 pup¥ 十 ppyy —10 
人 Papuy 十 papa — Pap ph ) oI ) C35 
所 以 成 二 工 十 p 久 px， ph 二 了 十 Pno。 因 为 p >> 0, 所 以 
pu 之 0，pn 守 0. 
从 而 pn 一 《I 十 Ppn)3，pw 一 (十 pxp 才 二 击 引 理 2.4, 显 执 
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) (pa BS, 克 志 站 中 


有 
一 ou 六 十 pfipn = 0, — pnpu 十 pop 一 0 
所 以 上 上 西 算 守 的 一 般 形式 是 ， 
7， 0 NGT 二 phpa) Ee 
ep ( | Pal 《7 十 pup ) ): C0 
其 中 1 分 别 是 (万 - ,一 (， “))， (Hs {., ')) 上 西 算 子 .而 
CE We (1 jy# ) 吕 知 区 是 (17，(，-)) 上 西 算 子 ， 
也 是 (有,[-,-]) 上 自 共 园 算 于 。 
如 果 在 一 般 形 式 (2.36) 中 , 作 变 元 变换 pa 一 Fa ， 立 即 可 
将 (2.36) 化 成 (2.28) 的 形式 ， 证 毕 . 
定理 2.6 在 正则 分 解 也 一 也 -人 引 日 : 下 , 算 子 4 为 凡 上 有 蜡 
自 共 印 算 子 的 充 要 条 件 是 
2 一 4 
区 二 (> pe (2.37) 
其 中 A444, A 分 别 是 {及 -一 《-,…)), (8H;,(*,')) 上 有 界 自 共 
氏 算 子 ，4z 是 (B-, 一 (，*)) 到 (H4(*、:)) 的 有 界线 性 算 
下 | 
.证 【:,*], Pz, J 等 记号 如 定理 2.5 的 证 明 中 所 交待 ， 和 | 用 
41 一 4 的 充 又 条 件 是 j4*) 一 4 《这 里 *” 是 (7,[*,*]) 上 
共 轿 返 算 ), 立即 可 知 (2.37) 是 及 上 有 界 自 共 施 算 子 的 一 般 形式 ，。 
3. 极 大 半 负 的 不 变 子 空间 下 一 小 节 将 讨论 具有 标准 分 解 的 
西 、 自 共 弧 算 子 的 充分 条 件 . 为 此 首先 注意 ,假如 召 是 具有 标准 分 
解 的 西 算 子 ， ee {I= NOIZ T Z*}BP, 使 得 
— {5S, Un, Urs, C, D, 7}, - 
尿 末 N@BZ 并 且 是 对 如 不 变 的 子 空间 ,不仅 如 此 ， 
而 县 六 多 2Z 也 是 U7 的 不 变 子 空间 ， 所 以 ， 若 要 给 出 具有 标准 
分 解 的 本 牌子 的 充分 条 件 。 首 先是 要 研究 对 西 算 子 局 及 其 道 ~ 
的 被 大 半 负 的 不 变 子 空间 的 存在 ， 其 次 ,如 果 也 一 H- 田 8H 是 正 
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则 分 解 。 那 末 且 中 一 切 极 大 半 负 子 空间 的 形式 是 二 4， 其 中 4 是 
(日 -, 一 (*，*)) 到 (HF;,《*,*)) 的 压缩 算 子 ( 见 第 一 章 $3 引 理 
3.2 的 (iy)). 

下 列 引 理 是 显然 的 . 

引 理 2.7 设 品 是 Kbps 和 空间 了 上 的 有 界线 性 算 子 , 其 在 标 
准 分 解 了 一 有 - 命 H， 下 的 2 Xx 2 矩阵 表示 是 


Uu Un 五 _ 
(> se HB.’ C2.38) 
那 末 极 大 半 负 子 空间 工 , 为 上 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ， 
La 十 UnAd = A(Un + Uy ). {2.39) 
当 避 是 西 算 子 时 , L4 为 U0"! 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 
— Ui++ UA= A(UF — UA). {2.40) 


下 面 就 是 要 利用 如 的 一 般 形式 以 及 引 理 2.7, 给 出 到 是 具有 标 
准 分 解 的 某 些 充分 条 件 , 并 给 出 诺 的 关系 式 。 当然 ， 对 于 如 上 更 
算 子 上, 即使 找到 对 UU, U7! 都 不 变 的 极 大 半 负 子 空间 ,也 未 必 就 
能 断定 存在 标准 分 解 .下 面 就 是 一 例 ， 
例 24 设 一 H_BH,, Hs 一 7[0, 11. 作 吕 上 算 子 
ds (2.41) 
T (028) HH,’ 
其 中 5 满足 《5 站) 一 :f(z), fe L101]. 根据 定理 2.6, 4 是 了 
上 自 共 恩 算 子 , 并 且 是 有 界 的 。 令 
Lo=i{{r, (21— 5) x}?|r€ H-), 
由 于 (27 一 Sr 之 xll(x 和 0)》， 所 以 工 是 由 中 极 大 负 、 闭 子 
空间 ( 抑 第 一 章 $3 引 理 3.2 的 (证 ))， 
当 12】 > 3 时 ,容易 直接 算出 


(2— WI—S = 这 
a 2 一 人 了 一 (27 一 5 一 ,小 


1 这 里 工 革 031 中 的 (2 世 一 3 xz 是 呈 + 中 的 向 昊 ， 
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RON 一 (2 一 5 一 得 I 
Se 加 | | Be 
B= {I+ + (2 SOG (2 0. 
利用 引 理 2.7。 易 直接 验证 大 是 4 一 A，(4 一季) 的 公共 的 

不 变 子 空间 
再 证 明 4 一 4 不 再 有 其 它 极 大 半 仙 不 变 子 空间 。 如果 不 对 ， 
那 末 必 有 ( 互 -, 一 (人 )) 到 全 )) 的 压缩 算 子 人 (人 47z 委 
jzlxe 五 )， 天 一 上 是 4 一 4 的 不 变 子 空间 ,根据 引 理 2.7， 
A' 适合 
I— (21— SYA — At21—5)+ 47—0. {2.42) 
由 《2.42)， 立 即 可 得 
(一 4(21 一 SC 一 (27 58)14) = 0. (2.43) 
对 任何 x€ 如 [0,1],， 当 4'r+ s 关 0 了 时 ,显然 
27 ~— SY A'x) < Arh ll. 
因此 ，1 一 (21 一 $8)"'4”' 是 单 射 。 又 因为 
((27 — SA)* 一 A*(27 — 3)-, 
通过 类 似 的 证 明 可 知 ，T 一 4*(27 一 3) 也 是 单身 ,从 而 7? 一 
(21 一 S) 4 具有 称 什 域 ， 从 {2.43) 就 得 到 
1— 4'(21 — 5) = 0, 
好 4 一 (21 一 5)"*。 这 就 是 说 ，(A4 一 1) 只 有 唯一 的 极 大 半 
负 不 变 子 空间 (其 实 是 极 大 负 闭 子 空间 ). 
因为 1€ ol(21 一 5) 一 )， 显 然 , 对 于 工 ， 决 不 会 有 正则 分 解 
如一 H.@BH',, 使 得 环卫 工 . 
任 取 1121 > 3 的 非 实 复数 1, 显然 , 工 是 如 上 西 算 子 
U = (A (4 — 0)! 
以 及 它 的 逆 大: 的 公共 不 变 子 空间 ， 伍 决 不 能 把 工 扩张 成 标准 分 
解 . 
注意 ”如 果 将 (2.41) 中 21 一 3 换 以 好, 并 要 求 如 -是 严格 
压缩 算 子 , 虽 对 任何 xe€ [0, 1]， 当 xs 兰 0 时 ，| 了 -xl < zl 
成 立 ， 那 末 例 2.4 所 指出 的 事实 就 对 算 子 〈 这 时 了 未 必 是 自 共 板 
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的 ) 
了 一 汪 (2.44) 
仍然 成 立即 工 一 {fx,B x}ljxE-} 是 了 一 41,(T 一 21)” 
(14| > 1181 十 1) 的 公共 的 极 大 负 团子 空间 ， 并 且 工 不 再 有 其 
它 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 。 _ 
4. 具有 标准 分 解 的 西 、 自 共 轿 算 子 的 充分 条 件 ”在 本 小 节 中 ， 
将 利用 西 和 和 钥 共 辑 算 子 的 一 般 形 式 给 出 具有 标准 分 解 的 某 些 充分 
条 件 ( 讨 论 仅 限于 画 算 子 )。 
设 上 = 日 -BH 是 正则 分 解 , 根 据 定理 2.5， 好 上 再 算 子 的 
一 般 形 式 ( 见 (2.36), 并 以 Us 代替 《2.36) 中 px) 是 
a | VT 十 U#U,)i VOR J 
\ UtUn Dr(T + UnUN)E/H, 
其 中 如， 妈 分 别 是 (B14,(*,*)),，(H-, 一 (',*")) 上 西 算 子 ， 
Uy 是 (及 ,一 (',*)) 到 (H+, (*,*)) 的 有 界线 性 算 子 。 根据 
引 理 2,7， 极 大 半 负 子 空间 C4 (4 是 (H- 一 (，')) 到 (Hj， 
('`:，')) 的 压缩 算 子 ) 为 乙 , gz 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ; 
AV[{T + UU + USAT 一 LED 廿 (FT 十 TD3) 二 4]， 
(2.46) 


{2.45) 


A[(T + UNUA) EV — UXU LA] = —UnV¥ 
十 (7 十 UUA)UA. (2.47) 
对 (2.46) 左 乘 U0,, (2.47) 右 履 VV, 分别 得 
UAV A + USUA)F 4 UAT = Un +t (1 + UUS)EA, (2.48) 
4[(7 + 了 Co) 一 TS 一 一 Za 二 (CI 
十 UUN)IU AV,, (2.49) 
方程 (2.48}, (2.49) 是 下 面 研究 的 出 发 点 ， 
引 理 2.68。 必 存 在 ( 旦 ,一 人， )) 到 ( 召 |/,，(*，。*")) 的 压 
缩 算 子 4 ,满足 
4[(7 十 za] 二 十 UA = Ua + (1 UaU$)SA, (2.50) 
ALCI + URUN)E — UA] 一 一 Da 十 (十 UUM)A, (2.51) 
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如 果 令 zh 一 Tap 是 极 分 解 , 那 末 (2.50), (2.51) 的 通 解 是 
__ 统 (V0) 人 网 _ 久 (p) + 
RV \O A! Nl(p) 
其 中 4 一 Vojo, jo 是 任何 与 可 交换 的 {HH_， (，， )) 上 茎 
是 丁 又 是 自 共 箔 的 算 子 ， 而 4 是 任何 (Np)， 一 (+-，*)) 到 
(至 (Fo )) 的 压 纵 算 子 ， 
证 显然 (2.50)，(2.51) 等 价 于 
AUSA = Uys, A(T 二 28) 二 一 (十 ED 区) 业 4。 (2.53) 
{1) 解 4U84 一 Un， 因为 4oV#4 一 Fop， 所 以 当 x6 
.Jr(p)+y zs0 时 ，Pacrun4x 半 0( 这 里 Pi 表示 Hilbert 空间 在 闭 
线性 子 空间 工 上 投影 ), 即 算 子 4 一 Pacro41rmx 是 单 射 ， 利 用 
4 是 单 击 ,从 方程 4pV#4 一 Vop 中 又 可 得 到 4A (pp)CCB(V0)+. 
从 而 按 分 解 H-==.7V (p11 田 A (p)，Hi4 一 过 (Vo) 斩 直 (Vo)+ 有 
_ 多 (V0) (2 » Np) 
RV \A, As/! Np) 
令 B 一 V#4， 因 为 4 所 1， 所 以 e181 志 1. 根据 
ApV§ 4 = Vop, 
有 p= 二 BpB。 从 (2.54) 还 可 得 到 B|p 一 0， 显然 , .Nr{p) 约 化 
8B8, 当 视 B 为 .AV(p)+ 到 .1(p)+ 的 算 子 时 ,由 p 一 BpB 就 得 到 
B*pB* = p, BB*pB*B—p, B*BpBB* 一 p， 
从 而 P 与 B*B，BB* 都 可 交换 vt, 并且 有 
BB*B*B| ro 一 了 (2.55) 
但 是 , BB8*, B*8 都 是 正 压 缩 算 子 ,由 (2.55), 立即 得 到 
BB*|ypt = B*B|I ot = 1, 
从 而 8 必 是 {AV (lp)*， 一 《*,*')) 上 西 算 子 。 又 因为 
P= BrpB*BpB = B*pB, 
所 以 户 与 丁 算 子 B 可 交换 ,从 而 5 与 B 可 交换 。 这样 就 得 到 
户 一 BpB 一 B’p. 


， (2.52) 


A (2.54) 


1) 这 里 应 用 了 于 ilbert 空 同 中 熟知 的 Putnam-Fuglede 定理 的 推广 形式 的 结论 ， 
这 种 推广 的 形式 的 证 明 可 见 本 书 附 录 B 的 定 介 4 
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再 根据 极 分 解 的 唯一 性 ,立即 有 B: 一 1, 所 以 下 是 让 共 媒 的 ， 

由 于 妊 一 了 #4 在 .Ar(o)- 上 是 丁 算 子 , 并 且 4 是 压缩 的 ,所 
以 只 有 A,= 0. 取 no 一 8B, 那 末 Al- Vojo, 

(2) 解 407 二 LED (IT 二 Da。 将 (1) 中 已 解 
得 的 4 代入 方程 4(7 十 Da) 让 一 ( 工 十 203)t4， 并 注意 到 
A, 一 0， 立即 可 知 方程 4(L 十 U8Uw)3 一 (1 十 UaU%)34 等 价 
于 

4( + UNV op 一 《十 Un UEAN ye. 
显然 ,任何 (AN(p), 一 C,)) 到 ( 弦 (Vo)+:,《，,")) 的 算 子 4 
都 是 上 述 方 程 的 解 。 为 了 保证 {2.54) 中 的 4 的 压缩 性 ,所 以 4; 只 
要 是 压 案 算 子 就 可 以 了 .证 毕 . 

注意 当 过 (7,) = 日 ,Nt{p) 二 {0} 时 ， 必 一 0。 疝 时 

引 理 2.8 实质 上 给 出 了 ( 末 ,(' ,*)) 特殊 的 西 算 子 
(IT URUA) UU# 
i ( Da (1 十 0 
及 其 逆 U0! 的 一 切 公共 的 极 大 并 人 负 不 变 子 空间 . 

引 理 2.9 如果 存在 单位 圆周 C, 上 有 界 Borel 可 测 函 数 f(z)， 

使 得 
UV Ne Vo lV), (2.56) 
其 中 加 是 (2.45) 中 Da 的 极 分 解 的 保 距 部 分 。 那 末 ， 

(i) NP), EA 分 别 约 化 1(V,), Ui, 并 且 (VP,) | revot 
是 (NVo), 一 (-,*)) 上 西 算 子 。 

(iD 如果 记 VYU4 二 wf， PawiU14 二， 那 末 方程 
(2.48),(2.49) 分 别 等 价 于 下 列 方程 组 : 

LotJapf(P er + A VAT + po) 
— (T+ pi(V) a 一 一 0 (2.57) 
BV + p+ pV ] — UF (2.58) 


1) 7 表示 的 复数 共 柏 。 
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HV pt Vt (1 + Pr, — FOV,) , 
x .exr( 十 六 一 p 一 0 (2.59) 
Ut BI + PI pt] = BV (2.60) 

证 (i) 对 任何 f, (7,) 是 正常 算 子 。 根据 Putnam-Fuglede 
型 定理 ( 见 附录 B 的 定理 5),， Povoy 与 f(V1) 可 交换 ，Patr。 与 
如 可 交换 ,并 且 

VU avoVo = FOO) | oot, 
从 而 PP) 是 (NAVo)+!， 一 (+,')) 上 西 算 子 , 即 有 
(VD) | revo 2 FOV FV) | yw = {2.61) 
(ii) 令 UA4 一 B， 方程 (2.48) 化 成 
BV [C(I + op) + pVEUFB] = Vlpt (1 + pp)$ 
x VEUFB] + PawvwiUtB, 
其 中 Vop 是 Da 的 极 分 解 . 显然 ,上 述 方程 等 价 于 下 列 方 程 组 

J + P+ ovViUtB]— p+ (1 + ptVIUYB, 

qv BV [CT + po)t + pV$UFB] 一 Paw UtB. 
再 令 .ey 一 VB， 效 一 Pawvwy+:B， 并 注意 到 

Ti = Kv)VS, 
立即 可 知 上 荀 方 程 组 就 是 (2.57), (2.58). 

同样 可 证 ,方程 (2.49) 等 价 于 (2.59) 和 (2.30)。 证 毕 , 

根据 Putnam-Fuglede 型 定理 的 知识 ( 见 附录 B 的 定理 4), 下 
列 引 理 是 显然 的 ， 

引 理 2.10 (i) 如 果 入 是 方程 咏 42P 一 4 的 一 个 特 解 , 那 
末 对 任何 与 V 可 交换 的 有 界线 性 算 子 $5、 二 A 多 必 也 是 

rd42P = A; 
的 解 。 

(i) 方程 UA;V, 一 4， 具有 非 零 特 解 的 充 要 条 件 是 分 别 有 
U,V 的 非 零 约 化 于 空间 工 +(CB)， 工 (CD) 以 及 【〔( 工 .， 
一 《*，")) 到 〈 工 +，( ，')) 的 丁 算 子 冯 ,使 得 

Vl = V*U| P。 
利用 引 埋 2.8 一 引 理 2,10 可 给 出 基本 定理 及 其 推论 。 
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定理 2.11 设 在 正则 分 解 有 一 琅 _ 抱 用: 下 , 西 算 子 

pe (Rr 十 USU2)3 VU 

U¥U,, UF 十 UUR)E/H, ” 

其 中 ,Vi 分 别 是 《及 ;,《*,*))，(H-, 一 ("，*)) 上 西 算 子 ， 

Ua 是 (8H-.， 一 《*，*)) 到 (Hi，("',。*')) 的 有 界线 性 算 子 . 

Un 一 Vop 是 极 分 解 。 如果 存在 单位 圆周 Co 上 有 界 Borel 可 测 函 
数 1(x)， 使 得 


(2.45) 


TV。 一 Vf(V), (2.56) 
并 且 存 在 《8-, 一 (*，*)) 上 与 ? 可 交换 的 自 共 罗 且 西 的 算 于 
天 ， 使 得 

KV ,= f(V)K, (2.62) 
那 末 必 存在 U, U7"' 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 工 4: 

Nt A Md te 
RV \ OO 4 Nt{p) 

其 中 4 是 《A(p), 一 (',:)) 到 ( 统 (V0)+,(:,*)) 任何 适合 
UA4zV 1 一 4， 的 压缩 算 子 ， 并 且 由 《2.63)》 所 产生 的 上 4 是 适合 
UAV ;ww 4 的 全 部 极 大 半 人 负 公 共 不 变 子 空间 . 

证 因为 天 与 可 交换 ， 所 以 .NH(p)! 约 化 K。 又 因为 
.0p) 也 约 作 万 PD《 砚 引 理 29 的 (iD)， 由 (2.62) 可 知 
Ap) 约 化 VV, 一 K-TPDK， 

取 .ez 一 KVY， 人 了 从 (2.62) 立即 得 到 

天 Po = FV KV 一 天 一 oy 'V,, (2.64} 
利用 天 与 可 交换 的 性 质 , 易 知 .er 必 是 (2.57)，(2.59) 的 解 。 

令 .or 一 wy 'Prwpyt+， 显 然 , .ey 也 是 (2.57)，(2.59) 的 解 ， 
并 且 .ex 作为 (A(p)+， 一 (*,，)) 上 算 子 是 西 算 子 。 根据 U4 
应 是 (8-, 一 (+,，*)) 到 {( 吾 ;,(*，*)) 的 压缩 算 子 的 要 求 , 即 对 任 
何 rE H-, 应 有 .rx 十 Bz 上 P 和 HxlP, 因而 只 有 

2 [wnt =—= 0D. 
因此 下 面 就 在 假设 铬 | woyt 一 0 的 情况 下 解 (2.58), (2.60). 
在 {2.58), {2.60) 中 , 令 各! 一 笋 | wn, B= [rn, 按 
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假设 ， 肛 ,一 0， 这 时 (2.58), (2.60) 在 .人 (p)! 自动 地 成 立 。 而 
(2.58),， (2.60) 在 .入 (p) 工 等 价 于 下 列 方程 
BV 一 U4;. (2.65} 
由 于 
天 :一 By — PeavyiU i Avo = UiPacwt4 oy 一 /1, 
所 以 疡 ;适合 (2.65) 等 价 于 如 适合 U14sV 一 4。 再 根据 4 的 
压缩 性 要 求 ， .4; 还 应 是 压缩 算 子 . 
根据 (2.62)，f(V,) 必 是 西 算 子 , 即 (KT)) 一 HVW)。 由 
引 理 2.9 可 知 ， | 
PavoAl yt 一 UVo ey | wep 一 UFVoOKDY | yep 
— UFVof(V KI pt = VoK |ript, 
所 以 4 的 形式 是 (2.63). 
显然 , 形 为 (2.63) 的 解 必 适合 DAV, 二 4 根据 引 理 2.8 及 
其 后 面 所 提 到 的 注意 ， 形 如 (2.63) 的 解 正 是 适合 UA4V; 一 4 的 
对 UU，U™ 都 不 变 的 极 大 半 人 负 不 变 子 空间 全 体 . 证 毕 .。 
下 面 给 几 个 重要 的 推论 . 
推论 2.12 满足 定理 2.11 条 件 的 Kpeta 空间 盯 上 的 西 算 子 
了 1 必 是 具有 标准 分 解 的 算 子 ， 并 且 对 定理 ?.11 中 任何 一 个 满足 
有 4 过 1 的 算 子 4, 必 有 相应 的 标准 分 解 
N= NOB{Z + Z*}BP, 
其 中 
Z={{x,VoKr}lrE H(Ap)},Z*={{— KVEY,y}1y € RV)}, 
= {{x Aart lx €E Hp P= {{A4y ,7 } ly € RV }. 
| (2.66) 
在 上 述 标准 分 解 下 ,0 = {5S, Uw, Up,C,D,T}, 
f ~ VT + p+ pK)T yt Un = Vw Us = Ut lacwvots 
C 一 0, 卫 一 0, 了 一 0， 
(2.67) 


1) 根据 引 理 2.9 的 (i)， PqevptU) 一 UPacvnpte 


9 da925 


而 olU) 一 c(S) Uo(Uv) Vol(Up) USs* 
证 因为 U0,4AdsV 一 用 至 少 丰 解 如一 0 适合 1 4 天 1， 
但 凡是 由 [4: < 1 的 解 4; 所 得 到 (2.63) 的 4, 按 (2.66) 所 作 的 
四 个 子 空间 Z, Z*, N,P 等 显然 构成 一 个 标准 分 解 。 现 在 要 说 明 
在 这 个 分 解 下 , U 具有 (2.67) 的 形式 . ; 
下 面 的 计算 除了 用 (2.56), (2.62) 外 , 还 要 用 到 K? 一 了 《 因 
为 K 是 Hilbert 空间 上 自 共 轿 昌 西 的 算 子 )， 
UA = As, VY = HV) 
等 ， 
对 任何 x € .7 (p)*，z 一 {x,VoKx}， 由 (2.45) 可 知 
Uz = {Vl + ptrt VipViV Kx, Ut(V pr 
十 (7 十 VoVvt)iV Kx)}, (2.68) 
由 于 
VTi pdr+t VpViy Rr = VA + P+ pKR)r, (2.69) 
U¥(Vopx + (1T + Vopr VtVoKz) = UtVo(p + (1 + pSK)+ 
= Vf(V)(p+ (Tt PK)r = VoKKICV )(p 
十 (7 十 piK)x = VKV (pK + (T+ pr)t)x, (2.70) 
所 以 5 一 VACT 十 PP) 二 十 pK )| wp). 
对 任何 x 《Np)， #8 二 {rx',4x'}， 由 《2.45) 可 知 
Un = {Vx’, UtAx’} = {Vir’, AsV x’)}. (2.71) 
因为 AV(p) 约 化 V， 所 以 从 (2.71) 可 知 Uw 一 Vi| yw 并且 
UNCN, 
同样 ,对 任何 多 E 弦 (V0)+,p 一 {一 A$y ,y》, 由 (2.45) 可 知 
Up = {VA#y’, UY¥y} = { AFUty’, UP¥y’}. (2.72) 
因为 统 4V0) 约 化 VU, 所 以 从 (2.72) 可 知 Up 一 U*|gwvw+。 并且 
UPCP. 
从 UNCN, UpCP, 可 .C=0,D= 0, 
对 任何 y€ 弦 (V0), 2* 一 {一 KV#y,y}, 由 (2.45) 可 知 。 
Da 一 一 PC 十 PDB VipV#y, UF(— VopkV$ 
十 Vl 十 pVE)Y), 
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由 于 
—V FoR pVEy= V+ ot pKR)KVYY, 
{2.73) 
UV oR t (T+ oi)vViy = VKV(—p 

tto)iK)Viy = VKV((I + ot 

一 pK)KV*#y, (2.74) 
注意 到 .AN(p)+ 约 化 V((T 十 pi)$ 一 pK)K, VoKV((I 十 所) 计 一 
PK)KV# 是 绽 (Vo) 到 鹃 (加 ) 的 算 子 ,并 且 

KY¥VoK .pt wu 

所 以 从 (2.73),(2.74) 就 得 到 UZ*CZ*， 所 以 了 一 0( 由 此 也 可 
断言 C 一 0, D 一 0) 这样, 就 得 到 (2.67). 

用 [*，*] 表示 正则 分 解 如 一 H_- 人 BH 所 产生 的 内 积 。 从 
Hilbert 空间 (7 了 7, [+,*]) 来 看 , 子 空间 Z,2Z*, N,P 彼 此 相互 直 
交 ,根据 C 一 0, D 一 0, 了 7 一 0, 立即 得 到 

olU) = olS)Uo(S*) Uo(Uy) Vol Uy). 
证 毕 ， 
注意 ”如 果 令 天 Ptgy 一 x 并 把 Z* 中 向 量 {一 x,， VoKx} 


与 Z 中 商量 i {x, VoKx} 视 为 同一 (这 是 作为 8H.D. 对 所 要 求 


做 到 约 ), 那 末 (2.73), (2.74) 恰恰 表示 Ux* 一 S71*s*， 其 中 
So VT + pF pk)| pool. 

推论 2.13 设 KpeiiH 空间 上 西 算 子 口 满足 Fire 一 VV， 
那 末 上 必 是 具有 标准 分 解 的 西 算 子 。 当 取 (2.63) 中 一 土 1， 
4 一 0 时 ,由 (2.63) 所 定 出 的 工 : 就 是 站，5 的 公共 的 极 大 半 
负 不 变 子 空间 ,并 且 推 论 2.12 的 结论 成 立 ， 

证 只 要 取 1(z) 一 #,， 易 知 由 本 推论 假设 可 得 到 (2.56)， 
(2.62).。 刺 下 的 只 要 用 定理 2.11 和 推论 2.12 的 结论 就 得 到 本 推 
论 的 结论 ， 证 毕 ， 

推论 2.14 设 Kpeits 空间 凡 上 酉 算 子 也 满足 7 二 一 P,U#U,， 
那 末 推论 2.12 的 结论 全 部 成 立 , 并 且 当 z 一 +, VoKx}e Z, 规定 


，294 。 


《zy xy) 一 子 (*， *) 


时 , S 是 Hilbert 空间 (Z,《",'》) 上 正常 算 子 . 

证 由 U3 VUAU 可 以 得 到 Pp UU 与 V, 可 交换 ， 
了 op = UnU 与 Ui 可 交换 ,从 而 ANH(p),E(V) 分 别 约 化 V,, 
U,, 

由 Uy 一 UUaV, 叉 可 得 到 Fop = Top 一 UVoVp, 因 
而 Vo 一 Qi, 成 立 ， 即 此 时 满足 推论 2.12 的 条 件 ， 所 以 推论 
2.12 结论 成 立 , 由 于 WV 与 可 交换 ,所 以 由 (2.67) 式 所 定 出 的 算 
子 3 是 正常 算 子 。 证 毕 . 

推论 2.15 设 Kpei 空间 如 上 西 算 子 了 满足 UV 一 VV 
(或 (PiUP_)* 一 P_UP;， 此 处 Pz 是 如 在 Hi 上 投影 )， 并 且 存 
在 与 可 交换 的 自 共 箔 的 丁 算 子 天 , 使 得 KV, 一 VK。 那 末 ,由 
(2.63) 所 定义 的 Lz 必 是 口 ,， Um! 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 ， 
并 且 推 论 2.12 的 结论 成 立 。 

证 只 要 取 f(x) 一 >， 易 知 由 本 推论 假设 可 得 到 (2.56)， 
(2.62)。 其 余 的 部 分 是 显然 的 。 证 毕 。 

推论 2.16 设 U 是 Kpeia 空间 玉 上 酉 算 子 。 如 果 存 在 [0， 
pll] 上 有 办 Borel 可 测 函 数 gs,、 使 得 wo 一 ge)， 并 且 
P_UP_ 与 P,UP; 相似 (这 里 Pi 是 了 在 Hi 上 的 投影 )。 那 末 , 对 
与 可 交换 的 卢 共 斩 的 西 算 子 天 ,出 (2.63) 所 定 出 的 Lz 必 是 UU， 
UY 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 ,并 且 推 论 2.12 结论 成 立 ， 

证 根据 假设 ,存在 (8. ,一 人， )) 到 (B81; 《(',*)) 的 
西 算 子 WF, 使 得 

芭 WV(T 十 ESD 二 一 Tt + UnUR)BW, 《2.75) 
由 此 ,对 任何 x*t .VN(p)， 有 
zlP = WV + URU zlP ~ (UFC + UD#)#m «lp 
一 Vo 十 pSV#W zx) + |Pawyi Wl 
Pacrs 王 | 站 Pav yi x -ey Mw PF ye lIzlP?. 
可 见 ， xE (pp) 的 充 要 条 忻 是 Pav Wr 一 0， 这 样 ， 
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殉 (V) 人 -人 (p) (2.76) 


RV ‘OW Hp) 
从 而 方程 (2.75) 等 价 于 下 列 方程 组 
WVAT 十 pl yp = UFVT + PIVEW | oot, (2.77) 


WP vp 一 UFW | veny. (2.78) 
男 一 方面 ,根据 极 分 解 的 唯一 性 ,从 (2.75) 容易 得 到 
WV = UW, WM UWV mW. (2.79) 


显然 ,将 (2.79) 限制 在 .Np) 上 , 便 得 天 (2.78); 将 (2.79) 代 人 
{2.77), 便 得 到 
Wl + py 一 Vl 十 PVEW | yoy. 
由 此 可 知 ，(.AV(p)*， 一 (*,，*)) 上 西 算 子 VW ( 即 V8W) 与 
(1 十) 《从 而 与 p) 可 交换 ,自然 也 与 8g(p) 可 交换 . 令 
Ki = V#W,, 
这 样 
VK 0 
DO W, 
因为 六 | weo 一 红 ep)。 所 以 六 | ro 是 (.Ao)L 一 ( ，)) 
上 正常 算 子 ,而 且 .AN(p)! 是 VV, 的 不 变 子 空间 ,从 而 AN(p)+ 必 
约 化 VV。 将 焉 的 上 述 形 式 代入 (2.79) 后 ,就 得 到 
UVV = Vo, UWaV = Ws (2.80) 
外 此 有 UV 一 To， 并 且 NP) 上 任何 与 Pp 可 交换 的 自 共 
轿 的 枉 算 子 KK 必 成 立 天 太一 ViK， 根据 定理 2.11， 易 知 本 推论 
成 立 , 并 且 (2.63) 中 4; 可 以 取 为 画 ,4;， 只 要 4; 与 Vi 可 交换 即 
可 。 证 毕 ， 
定理 2.17 设 在 正则 分 解 了 7 = _@BH, 下 ， 西 算 子 
ed (ws UU,,)E VD ) H- 
| UU UCT + Ta 入) 本/ 五， 
Us 一 Vop 是 极 分 解 ,如 果 存 在 单位 圆 胃 C, 上 有 界 Borel 可 测 函 
数 fs) ， 和 使 得 


w -( 上 Ki 一 pr 


UV ee VV,), 
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并 日 P_UP_ 是 (8H., 一 ('，')) 上 正常 算 子 (P_ 是 用 在 BB- 上 
投影 )， 那 末 U,VU7! 必 具有 如 下 形式 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空 
间 工 4: 
_ 雪 (V,) 人 . N{(p) 
VO) 0 4/ NP) 
其 中 .oz 是 与 PUP_ 可 交换 的 压缩 算 子 , 并 且 是 方程 (2.57) 的 
解 ,而 4; 是 满足 V1.4sV, 一 4; 的 任 一 压缩 算 子 。 
进一步 ,如 果 对 《2.81) 中 的 .oz ， 还 存在 (YCp9i ,一 (*,*)) 
到 《( 绝 (Vo)+, 《+，,*)) 的 部 分 保 距 算 子 W,， 使 得 
WV +t p+ pf (VT) ] = UW,, (2.82) 
那 末 必 存在 如 下 形式 的 也 , 5 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 
本 RV) (0 | Np) 
RV \ UB 4! NP) 
其 中 多 ,一 WoB, 而 8B 是 NW(Wo)t+ 上 与 (1 Pi 十 p 
(V4) )》 可 交换 的 任 一 满足 
ee rl tBu < llr € H-) 
的 算 子 ， 和 而 /A 是 满足 UAdV 一 /A;, 并 使 (2.83) 的 4 成 为 压缩 
算 子 的 算 子 (例如 小 一 0 总 是 满足 的 ). 
证 和 艰 据 引 理 2.9， 蕊 4 为 了，!r 公 共 的 极 大 半 负 不 变 子 空 
闻 的 充 要 条 件 是 .o 一 Cd， 殉 一 PawvwyiUiA 适合 方程 组 
(2.57)—(2,60). 
如 果 下 面 考察 的 是 .ez 与 了 和 p 可 交换 的 情况 (因为 P_UP_ 
是 正常 的 ,这 等 价 于 .ez 与 P_UP_ 一 VL.(I 十 Pp 可 交换 ), 那 未 ， 
《2.57) 与 (2.59) 就 变 成 同一 个 方程 , 它 等 价 于 
rt THP IAP) VI VI)VE=0 (在 Nr(p)+ 上 ), 
(2.84) 
ef Vi (VV ) er (在 Np) 上 ), (2.85) 
显然 ， 取 er |r 一 0,(2.85) 就 被 满足 ， 因 此 , 只 人 须 解 
(2.84)。 由 于 VDVY 在 (A(p)+, 一 (…、)) 上 是 西 算 子 ,因此 
易 知 (2.84) 必 有 、 并 且 是 唯一 地 有 满足 er 委 工 的 解 ,这 个 解 
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4 (2.81) 


4 (2.83) 


a 


” 可 以 表示 成 mi, p 的 函数 | 
将 所 得 的 解 er ， 代入 (2.58), {2.60), 并 取 委 1wpL 一 0， 
再 利用 .er, e, 7 等 彼此 可 交换 ， 易 知 方程 (2.58)，(2.60) 等 价 
于 
BT = Ut BA Bi = Bp)). (2.86) 
显然 , 必 存 在 压缩 算 子 (例如 到 . 络 ; 一 0) 适合 (2.86)。 游 上 
到 已 取 有 王 | 一 0， 所 以 页 一 Pairncdlwoon 一 Drz 有 (注意 ， 
腕 (Fu 约 化 UU, 参见 引 理 2.9 的 (i))， 因 为 绥 , 适合 (2.86), 所 
以 /3 就 适合 UAsV! = A;, 
这 样 ,由 (2.81) 所 定 的 工 4 是 U,U7! 的 公共 的 极 大 半 负 不 变 
子 空间 . 
进一步 ， 如 果 对 2.84) 中 解 出 的 .ar ， 还 夺 在 部 分 保 距 算 子 
Wy,, 使 得 (2.82) 成 立 , 那 末 , 由 于 上 *, VI[(T 十 Pp) 十 pf(V1) oy] 
都 是 正常 算 子 ,根据 附录 8B 的 推论 3 和 定理 5 便 得 到 :，.V(W)， 
坎 (W,) 分 别 约 化 Vi[(T 十 pg) 十 pf(V1)ef] 和 U#, 并 且 TV 
[二 PE 十 pV or]lwwot 是 (NW) —(', ") 上 
十 算 子 。 再 利用 .ex 是 (2.57), (2.59) 的 解 , 易 知 在 召 - 上 下 式 成 
立 
PD[(T + pt + of(V er T+ Pt pf VV = 1, 
(2.87) 
即 VC 十 PD 十 pj(V ef]，[(I1 十 Pp) 一 py VV* 是 互 
道 的 ;因而 [人 十 PE 一 pyVIV# 也 是 (NV(W0)+, 一 (+, *)) 
上 西 算 子 ,于 是 ,从 (2.82) 得 于 
UW =— Le 十 py a pe VV. 
由 上 式 和 (2.82) 易 知 ,任何 (.A(W6)*, 一 (+,')) 上 有 界线 
性 算 子 ,如 果 与 .人 (Wo)+ 上 西 算 子 V[(1 十 p93 十 pf(V,)ey] 
可 交换 ， 那 末 ，、 当 取 有 静 :,( 一 狗 1ropi) 一 WoB 上 时， 种 | 就 适合 
{2.58), (2.60), 
为 了 保证 (2.83) 所 定 出 的 4 的 压缩 性 、 首 先 要 适当 选择 8， 
使 得 上 ey x 六 十 有 多 ;xP 才 人 区 ze 五-) 成 立 , 然 后 适当 选择 4 


» 298* 


使 得 4 成 为 压缩 算 子 .证 毕 . 
下 面 给 出 某 些 重要 推论 ， 
推论 2.18 设 Kpei 空间 上 西 算 子 满足 
{PUP_)* = P_UP,, 
那 示 下列 命题 成 立 ， 


GD 算 子 2 一 二 (一 PCT 十 oj 是 (AH(p)!+, 一 (， 


.)) 上 自 共 罗 算 子 。 
(ii) 令 E,， E; 分 别 表示 侣 在 [一 1， 1] 以 及 (— oo， oo) 一 
[一 1, 1] 上 谱 子 空间 , 则 U,U-! 必 存在 形 如 (2.81) 的 公共 的 极 
大 半 负 不 变 子 空 间 ,其 中 
一 | | 一 Vi 《十 9 让 
2 
+ 人 一 (= a + (在 El 上 ) (2.88) 
;| Vi— V+ 2 各 人 -一 Vy 
| ee (7 Tp ?7)? 士 (人 三 
x (二 op 一 有 | (在 已 上 ) C2.89) 


在 FE: 上 “ 士 “ 号 的 选取 随 妇 的 情况 而 定 ， 为 的 是 保证 1.er| 么 1. 
而 4; 是 满足 UAsV, 一 4 的 任何 压缩 算 子 ， 
《iii) 如 果 存 在 《Es, 一 (…，')) 到 (如 (Vo),《: ,*)) 的 保 
距 算 子 Wo 使 (2.82) 在 ;上 上 成立, 并且 o( 8) 由 (( 一 %,%) 一 
[一 1, 1]) 与 { 士 1} 有 正 工 离 a, 那 末 上 ,U7! 必 有 形 如 (2.83) 的 
公共 的 极 大 半 负 不 变 子 空间 ， 此 时 , (2.83) 中 乡 ,, 4A; 可 以 都 是 
非 零 算 子 。 
证 由 假设 VpV# 一 (UY*Vop)*， 立 即 得 到 
VipVt mp, VpVi = UVop Vv, {2.90) 
即 P_UP.， PiUP: 分 别 是 (H-， (:, *)), (H,, (…， *)) 上 正 
常 算 子 。 利 用 与 V, 可 交换 (从 而 .N(p)!+ 约 化 VV,) 以 及 假设 ,有 
eV Vi VpVt ~ pVit. 
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由 此 ,立即 得 到 UYV, 一 mt， 即 UV, = 共有 成 立 。 取 定理 
2.17 中 的 f(z) 一 z， 并 注意 到 (2.88)，(2.89) 所 表达 的 .ez 是 
(2.57), 《2.59) 的 解 。 剩 下 只 要 利用 定理 2.17 的 结论 就 可 得 到 本 
推论 的 (i) 和 (i). 

现在 证 明 (说 )， 由 (2.88) 可 知 , .er 在 5， 上 是 Bi (2, 
")) 上 本 算 子 。 显然 ,为 了 保证 4 的 压缩 性 ,在 (2.83) 中 ,必须 有 


入 ;|5, fr 0， 
即 多 可 仅仅 视 为 BE 到 鹏 (To 六 的 算 子 。 
根据 (2.89), 在 E， 上 ， 


VE 十 p+ pV ] = Vl + p+ puof 
LA t Vr 二 PTV l 加 一 一 1 
(十 由 +i|( = ) GE 二 四 o| 


_ 十 pp)3 +i|1 ~ (Et) 


x 0 十 内] ， 


即 信 [CI 十 p) 主 十 op 也 .ar] 是 (Ex 一 ('，*)) .上 次 算 子 .由 
假设 ,存在 W。, 使 (2.82) 成 立 。 当 取 .家 ,一 征 ,8 (8 是 任何 与 
LC 十 PP 十 pf(V1).ef] 可 交换 的 有 界线 性 算 子 )， 家 ,就 适 
合 (2.58), (2.60), 

最 后 再 证 明 必 能 适当 选取 杀 ,， 4, 使 得 (2.83) 所 定 出 的 4 
是 (H-, 一 (*',*…)) 到 (Hi,(-,*)) 的 压缩 算 子 . 

事实 上 ,因为 oe(8) 由 (一 00,%) 一 [一 1, 1]) 与 { 土 1) 的 
距离 2 0, 而 在 (BE:， 一 (:,')) 上 
lr l= — | — Ili~ [ol + |0: F477 », 
从 而 | 
因此 ,只 要 取 B 是 BE 上 与 VE(I 十 站) 去 十 of ex] 可 交换 ， 


| .er | 科 


1) |T| 表示 算 于 了 的 《T*T)1A。 


300 。 


并 且 


1B| < 一 二 1， 


十 22 
而 取 4 满足 UAV) = 4 并 且 


1 
dal < 一 
2 


的 任何 线性 算 子 : 则 由 《2.83) 所 定 出 的 4 对 任何 z.€ Ei1, x € Es 
?ec .fp)+ ， 有 
HACn + 十 Pe + ee 
+ Ur .Bx 十 437 | 
一 | 李 十 |‖aro 下 士 由 用: 下 十 147 了 
十 RN A1y) 


< tl + 2 .nl + 47) 


i 
一 


< | 人 二 pp zs 士 zy 


|x 十 x 十 | » 
即 L4 是 极 大 半 负 的 .证 毕 . 
推论 2.19 设 Kpeitln 空间 .上 西 算 子 品 满足 
(PUP)* 一 PTP_， 


Eo (Ot ono)N (0, 0) —[— 1,1)) 


与 { 土 1) 有 正 距 离 。 那 末 ,U 必 是 具有 标准 分 解 的 , 且 存 在 标准 分 
解 一 N@{Z 十 Z*}@BP， 其 中 

2 一 1， UrVo erix} I+ € BE}, 

2Z2*={{— et VV, y}|y € UVo eB}, 
N= {{x', Ur Vo ey sr [xz E.} DIlx”, At € Nl{p)}, 
已 一 Tax y}ly’ € UNV fs Ea} 

D4", yy € RV) +}, 

其 中 E,、E; 分 别 是 


= $01" 


0 
2 


在 【一 上 1， 《一 oo co) 一 [一 1s 1] 上 的 谱 子 空间 。 而 .or 
.ex: 是 .oz 分 别 在 电 ,E， 上 限制 ( 见 (2.88)5,(2.39)) ,4 一 1。 
在 这 个 标准 分 解 下 , U 一 {5, Un, Up, C ,DD,T}, 其 中 


so LiratrAi+t|e -urn], 


Ls 二 全 (ro ate)—el|, 


Uy et 


Vl| Hip) 


y, = (二 pi(( 乌 3 


21 
\ 雪 
x (I + Pp) —P) | | Bs 


Ur [gwvot 
C=e0, D2=0, T= 0, 

并 且 oD) = ol5) Uo(S*) Ua(Uw) Uot Uy)., 

证 事实 上 ,在 本 推论 的 假设 下 ,根据 推论 2.18 的 (过) 知道 ， 
必 有 形 如 (2.83) 的 极 大 半 负 于 空间 L4 是 对 口 , U7! 都 不 变 的 。 
特别 取 绍 , 一 0, i4 < 1， 那 就 得 到 本 推论 中 所 给 出 的 标准 分 
解 ， 余 下 的 可 纺 推论 2.12 的 计算 (当然 比 推论 2.12 情况 要 复杂 得 
多 :但 没有 本 质 困难 ) 来 直接 证 明 本 推论 结论 ,这 里 从 略 。 


$3 压缩 算 子 


设 工 是 Hilbert 空间 (Ho，[*，'1o) 上 压缩 算 于 ， P. RR. 
Halmos 证 有 明 ， 了 了 必 可 脱 胀 成 西 算 子 , 即 存在 Hilbert 空间 (HH,， 
[以 及 Hilbert 空间 (2H 鲜 可, [，、，' js 人 B[*"，' 有) 上 西 算 子 


1) 为 确定 起 见 , 把 (2.68) 取 “ 十 ”时 的 算 子 作为 .zt 
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U, 使 得 
T = PU|m, (3.1) 
其 中 了 是 古人 儿 H， 在 Ho 上 投影 。 后 来 B. Sz-Nagy 推广 上 述 结 果 
成 为 下 式 成 立 
Te 一 PU"|mr，m 一 0,1,2，-…,， (3.2) 
显然 ， 从 (3.2) 还 可 以 得 到 T** 一 PL aa 一 1:2,…). 
这 通常 分 别称 为 压缩 算 了 于 的 Halmos 意义 和 Nagy 意义 下 的 西 陪 ， 
胀 。 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 一 艇 的 完备 的 不 定 度 规 空间 上 的 压缩 
算 子 的 西周 胀 问题 . 
1. 压缩 算 子 和 正则 压缩 算 子 
定义 3.1 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (有,，(',:)) 上 线性 
算 子 ,如 果 下 式 成 立 
(Tx, Tx) (x, x), rE TD(T), {3.3) 
那 末 称 了 是 〈 九 , ('，-)) 上 上 压缩 算 子 . 
Hilbert 空间 上 压缩 算 子 奸 连 续 的 ,但 〈 刀 ,('，.)) 上 压缩 算 
子 确实 可 能 是 无 界 的 (即使 它 的 定义 域 是 全 空间 ).。 
定义 3.2 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (有 ,(', ')) 上 称 定 
闭 压 缩 算 子 .如果 在 在 正则 分 解 了 一 妃 - 息 叫 |, 使 得 H_CB(T)， 
并 且 
N= TH.O(TH.Y 
成 立 , 那 末 称 工 是 正则 压缩 算 子 . 
事实 上 ,定义 3.2 的 分 解 万 一 了 玉 _B(TH_)+ 中 的 
TH_= TH.. 
这 是 因为 H-C 纪 (7T), (Tx, Tx) 所 (x, +)， 所 以 TH_ 必 是 负 
的 闭 线性 子 空间 , 因此 
TH = TH.. 
后 面 我 们 将 证 明科 定 压缩 算 子 是 不 是 正则 水 缩 的 并 不 依 首 于 
上 述 楼 求 (区 吾 -CB(T)) 的 正则 分 解 。 现在, 先 给 出 正则 压缩 算 
子 的 连续 性 方 而 的 结果 ， 
定理 3.1 如 果 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,，(., :)) 上 正 
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则 压缩 算 子 , 那 术 了 必 是 连续 和 的 ,并 有 可 唯一 地 延 拓 成 全 空间 定义 
的 正则 压缩 算 子 -. 
证 根据 假设 ,有 正则 分 解 1 二 -BH-:，H-_C 多 (T), 使 
得 
1 = TH_O(TH_Y)., {3.4) 
正则 分 解 末 一 妊 - 四 用 ， 了 一 了 -四 7 所 产生 的 内 积 、 范 数 
分 别 表示 为 【.，.], 有. 150， 1 
信 Ta_ 一 了 | 7 一 Pra_Tls,, Ts— PraiT ly,, 显然 ， 
我 们 只 要 证 明 它 们 都 是 人 47, [. 1) 到 (2 和， 1]) 的 连续 映射 
就 可 以 了 。 下 面 分 三 步 来 证 明 这 一 点 . | 
(1) 因为 〖Tp-zxh 写 上 (x ), 所 以 Ty- 是 H- 到 Tn 
的 双 射 。 但 是 ，T5 是 有 界 的 ， 根 据 逆 算 子 定理 ， Tj 是 有 界 
的 。 
(2)》 如 果实 是 无 界 的 ， 那 末 存 在 点 列 {yw} 生 HH 站 多 (7T)， 
使 得 ys 一 0(n-> oo0), 但 上 Ty 一 1, 2 一 12 
我 们 不 妨 认为 
lmlTa Ty =g0 


《否则 选取 一 个 子 点 列 ), 令 


Yn = 一 了 也 了 yn 十 ya( A = 1,2, ), 
显然 
[mt(sw， za] nn lm[ (Th Ty,, Th! TY,) 十 (yn, yo) 
SS (3.5) 
lm( Tn, Tz5) Tr lim (739, Ty ne) 之 0， (3.6) 
这 与 了 是 压缩 算 子 的 假设 祖 矛 厦 ,， 所 以 工 在 HiN 多 (7T) 上 有 


界 . 

(3) 如 果 7 是 无 界 的 ， 那 未 也 存在 {7,}CHiN 多 (7)， 
中 一 1, # 二 1,，2，…。 但 473yslh 一 colr 一 00)， 类 似 干 
(2), 定义 #4 一 一 了 ETys 十 yo 人 一 1，2,、*…), 仍然 可 从 Th_， 
Ti 和 7, 的 有 界 性 得 到 {(z。， x。,)) 是 有 界 数列 。 另 一 方面 ,又 有 
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(av，z) (Tos, 了 zs) — (Tyn, Ta7。] = [Ty —> oo， 
这 和 {(z,。zs)} 是 有 界 的 相 矛 盾 . 所 以 ,7, 也 在 HN 多 (了 T) 
上 有 界 . 

从 (1), (2), (3) 可 知 ,T 在 名 (7T) 上 连续 ， 因 而 可 唯一 地 
延 拓 成 定义 在 全 空间 的 连续 的 压 纺 算 子 。 显 然 ， 延 拓 后 的 算 子 仍 
是 正则 还 缩 的 . 
不 失 一 般 福 。 今 后 把 正则 压 绽 算 子 总 是 理解 为 定义 在 全 空间 
的 . 
2 正则 压缩 算 子 的 一 般 形式 ” 先 给 一 个 引 理 . 
引 型 3.2 设 工 是 Hilbert 空间 (8,['，*]) 上 有 界线 性 算 
子 。 Et。E't 分 别 是 1 一 T*T。 一 了 TT* 的 正 负 谱 子 空间 。 
令 Eo 一 AN(T 一 T*T), Bi 一 NA(I1 一 TT*)， 那 末 
(i) 对 任何 在 点 + 一 1 的 某 个 环境 中 有 界 的 Borel 可 测 函 数 
1(z)， 有 
TI — TT*) = (1 — T*T)T*, 
TOT — T*T) = (1 ~ TT*)T. (3.7) 
《这 ) T*E, = Eo, TE, — E;; T*E’+CE+i, TE+CE’t, 
证 (iD 在 $2 引 理 2.4 中 取 f#) 为 1 一 2, 立即 得 到 (3.7) 
的 第 二 式 . 再 用 T* 代替 引 理 2.4 中 的 TT 了， 就 又 得 第 一 式 ， 
(ii) 从 等 式 
了 Y(7 — TT*#) 一 【了 一 T*T)T* _ 
立即 可 得 T*EsCE。， 反 之 , 对 任何 x € Eo 一 .fr 人 一 T*T))， 
立即 有 zx 一 了 *7Tz， 从 而 (1 一 了 TT*)Tzs 一 0, 即 Tz€ Es 这 
样 ,就 得 到 ze T*E6， 从 而 T*Es 一 EE。 
同样 ,还 可 以 证 明 TE。 一 EE. 
令 x(z) 是 (一 co ,1] 的 特征 函数 ,从 (3.7) 有 
T*X(7 — TT*) = X(T 一 T*T)T*, (3.8) 
当 XE€ E+ 时 ,由 上 式 可 知 , 0 一 X(T 一 T*T)T*x, BI T*r€ E+. 
这 样 就 得 到 T*E'*+CE+。 类 似 可 证 明 T*E“~CE-. 
换 T 为 T*, 就 得 到 TE+CEt， 证 毕 . 
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rd -一 ~ 一 一 一 -= 一 


为 叙述 方便 ,我 们 引入 如 下 记号 . 设 
HT= HOH:, = HODH, 

是 两 个 正则 分 解 ,如 果 Tn_，T;，7T, 是 三 个 有 界线 性 算 子 , 它们 
分 别 是 7Tp_: 妃 - 一 五 -To Hi 一片-; T,: Hi 一 Hi， 那 末 由 它 
们 生成 的 了 上 线性 算 子 

| THs 在 H_ 上 

TL 十 T,, 在 HH, 上 

显然 也 是 有 界 的 。 我们 常 表示 工 为 {Thn_, 7T,, 7T,}, 并 用 VR 表示 
Tp。 的 极 分 解 。 

引 理 3.3 在 正则 分 解 7 一 H_@BH;, 一 HL.@H; 下 ,有 界 
线性 算 子 荆 一 {Tg_, TI，T2} 为 (了,(",*)) 上 压缩 算 子 的 充 
训 条 件 是 

() R21. 

(ii) 对 任何 ye H,， 

OR — Dtv*ryl < + 了 PT 一 TT,)y), 
此 处 了 是 Hilbert 空间 (8 , 一 (，',*…)) 在 闭 子 空间 HO 弦 (V) 
上 的 投影 . 

证 必要 性 如 果 工 是 压缩 的 , 那 末 (i) 是 显然 的 。 下 面 证 
明 (5) 成 立 . 

显然 ,了 为 压缩 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 x 土 € Hs， 

-一 [CT 让 Ta — I)x_, x*+_]— [Te_x_。、7axz+] 
— [Txt, TH_x.]’ — [TT,xr,, x+l] 
[CT — TT,)r,, x+] 《3.9) 
此 处 [-，*],【-,，] 分别 是 由 正则 分 解 
T=H_@H, N= HQOH', 
所 产生 的 内 积 ( 相 应 的 范 数 分 别 记 为 ‖.‖ ,1.1 
先 证 明 弦 (V*T,)CB((CR? ~-- 1)-1), 设 
~ of am, 
是 谱 分 解 , 令 Pi 是 (HH-, 一 (,,…)) 在 闭 子 空间 .br(R 一 站 上 
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的 投影 《可 能 Pi 一 0)， 如 果 有 x+ H,, 使 得 PP7*Tir+ «0, 
那 末 固定 x+,， 了 到 x- 一 aP.V*Tixr (人 ac 是 复数 )， 队 (3.9) 使 得 到 
— 2Rea[l PV*T x V*Tx4] — [T#Txy, x+] 

< [( 了 一 TT)x+, *+], (3.10) 
因为 T,, 7T; 是 有 界 的 , o 是 任意 的 复数 ,显然 (3.10) 不 能 成 立 . 由 
此 可 知 ， 对 任何 XEH+s PV*Tx 一 0。 即 
V*TIH:CN(R — 1)+. 
如 果 有 r+EH1， 使 得 V*TixED((R’ 一 1)-#), 那 未 必 存 在 
正 数 s > 0, 使 得 


| 外 
| (BF — -ialEyl > Met (THTxs, ri (3.11) 


1+a 
此 处 六 一 V*Tixrt, Mo 一 [(7 一 了 #T,)x;,x+]。 男 一 方面 , 如 记 
I(xrs x_) = Oo [CR I)r_, x ]~— [Rx_, V*Tx,] 
一 [FT7aiz+sRRx-] 一 [TYTix+yz+]， 
根据 (3.9)， 应 有 
Sup 了 (x+， 4 ) < Mo, (3.12) 


特别 ， 当 取 ys = (Bign 一 Bure)yi, x 一 一 RUR 一 门 -2 时 ， 
由 (3.11) 就 得 到 
I(x+3 — R(R’ ~ I).) = JRCR: — I)-ty.) 
一 [了 Try ++] > Mo, (3.13} 
显然 , 它 与 (3.12) 矛盾 ， 因 此 VET,H,CB((R' 一 1)-3), 
再 证 明 (Gi); 因为 VTCB((R 一 1)-#), 所 以 对 任何 
xaE Hi4， 我 们 有 


Txtyr-) = — {IR — Tir + RCR 一 了 -Try 四 
+ |(R?— TO-#y*7T,r lp — [T¥PTIx:, +4] 
委 [G 一 TY¥T)x4 ,++], (3.14) 


但 是 , (R 一 73 是 在 互 -的 闭 线 狂 子 空间 R(R 一 1)-V*T, 日 ， 
中 稠密 的 ,所 以 由 (3.14) 可 知 ，(ii) 成 立 。 

充分 性 ”如 果 (iD,(i) 成 立 , 那 末 (3.14) 便 成 立 。 从 而 (3.9) 
成 立 , 即 了 一 {TH_, 了 1 T,} 是 正 缩 算 工 。 证 毕 . 
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下 面 证 明 压 缩 算 子 的 正则 性 不 依赖 于 正则 分 解 7 一 H_OH; 
的 选取 。 
定理 3.4 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 上 正则 压缩 算 子 。 那 
未 ,对 任何 正则 分 解 也 一 -人 BH 都 必 有 二 TH.@@(TH)+. 
证 显然 ,我 们 只 须 证 明 TH 是 极 大 负 的 ,并 旦 有 分 解 
T= TH@(TH). 
根据 正则 还 缩 算 子 的 定义 ,存在 正则 分 解 及 二 二-BH, 使 
得 一 了 H._ 全 (TH_)+ 成 立 。 因 而 ,对 于 正则 分 解 
N= HOH,, 
以 及 
= TH_O@TH):, T= {TH_, Ti, Ts} 
(其 中 Tp: H_ 一 TH_; Ti; 一 TB Ti: Hi (TH NY. 
又 显然 存在 《HH., 一 (+,*…)) 到 《HH;,(，，')) 的 压缩 算 子 
4，|4 委 <1 (a 是 数 ), 使 得 HA 一 工 :， 这 样 ， 
TH ~ 7T{{x, Ar}|rE H_} 
— {{THx+ TiAx, Tdrhlr EH_}, 
这 里 和 x, x4]1 和 {x..， x4} 一 样 ,不 过 是 对 正则 分 解 
= TH_@(TH) 
而 言 的 ,向 量 x 十 x+ 的 另 一 种 表示 方式 。 
证 明 7 五 ~ 是 航 大 负 的 ,并 且 太一 THB(TH')! 成 立 ， 显 
然 等 分 于 证 明 下 面 (i)，{ii) 成 立 . 
(i) 算 子 B= 了 Tn_ 十 TA4 是 (RE 一 (，.)) 到 (TH.， 
一 (，。*)) 的 双 射 ， 
Gi) HT,4B7) < 1. 
因为 对 任何 rE 日 .， x 关 0。 向量 {+，Ax} 是 负 的 ,根据 
的 压缩 性 ，ZTa_ 十 T,4 必 是 单 射 。 又 根据 工 的 正则 压缩 性 ， 
Wy Tus_H-_ = 7TH., 
并 且 视 Tn 是 (H-_， 一 (.，.)) 到 (TH_, 一 (.,:)) 的 算 子 
时 ， 
[Ey 之 1, 
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所 以 ,对 和 任何 x€ H_， 本 
TaTAx) = 和 RTM4z = |R-(R? 一 DS(R 
— iV*T dr) < N(R — I)-#V*T .Axl, (3.15) 
此 处 算 子 了 各 入 是 极 分 解 Ts_ 一 VR 中 的 VF, R。 根据 引 理 3.3 
的 (i), 由 (3.15) 得 到 
Ta T Ax) < HT + 了 已 和 一 了 了) < 1A 
即 FT 玉 TS < 之 1。 这 样 ，B 一 了 yp_(I 十 了 TTI4) 全 是 
日 - 到 了 TH_ 的 双 射 , 即 (i) 成 并 , 
根据 工 的 正则 压缩 性 ,对 任何 x & H.， 
Bz — TA4zl > lx ~— li4 xl, 
其 中 站 "小 是 由 正则 分 解 刀 一 了 -外 CT- 六 所 产生 的 范 数 。 因 
此 ,对 入 何 ?< 了 1_， 
yo IT4AB yl By ~ A487 yh 


= [1— A*4A)tB yl. (3.16) 
因为 上 外 二 a < 1， 所 以 必 存 在 正 数 7Y (不 妨 设 > < 1), 使 得 
(1 一 A*A4)tB-Yy1 > ly lbh. (3.17) 


由 (3.16)，(3.17) 立即 得 到 
T7548B79R (1 CO— rlly, 
即 (i) 成 立 . 
由 干 闭 线 性 子 空间 TH( = ZL) 相对 于 正则 分 解 
T= THO(TH): 
的 图 象 表示 是 Lr,as-!: 一 {{y,， TA BY}yETH_}. 由 (i) (ii) 
可 知 , 7TH- 是 极 大 负 的 ,并 且 是 完备 子 空间 ,从 而 有 
f= TH -BB(TH’). 
由 引 理 3.3 和 定理 3.4 可 立即 得 如 下 的 推论 ， 
推论 3.5 设 了 是 完 各 的 不 定 度 规 空间 ( 开 ,(*,.)) 上 正则 
正 缩 算 子 , 那 末 在 任何 正则 分 解 人 二 HH-_@H. 下 , T 有 表示 


a [Co ( 即 了 二 {Tp_, T,, 工 
(TH_)+ 0 T, H, H-» +15 11)， 
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如 令 Ta_ 一 VR 是 极 分 饼 , 由 必 有 

RT VV 是 (fj, 一 CG,")) 到 (TH. 一 (',，*)) 
的 丁 算 子 . 

(ii) 对 任何 ye H;， 

HR 一 7) tp*Tyl < (一 了 7 让。 

《因为 工 是 正则 压缩 的 ,所 以 引 理 3.3 的 (让 中 的 P 为 零 )。 

推论 3.6 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 〈1，('，')) 上 正则 
和 压缩 算 子 ， 在 正则 分 解 了 一 H_@BH_ 下 ,TT 一 {Tgp_, Ti, 7;}. 
那 末 ， 算 子 六 一 (R? 一 了 -3V*T,(1 一 T#T,)-* 是 Hilbert 空间 
(一 737TD)H4,(,*)) 到 Hilbert 空间 ((R 一 1)H-, 一 (*,*)) 
的 压缩 算 子 . 

推论 3.5、3.6 是 显然 的 ,证 明 从 赂 ， 

下 面 给 出 一 个 非 正 则 的 有 界 压 缩 算 子 ， 

例 3.1 设 也 一 已 - 引 刀 :五 :一 请 假设 {ei:}(i = 一 1， 
一 2 …)，!e0 一 0，1，2，…) 分 别 是 (8_， 一 (，，))， 
(Hi,，《*，')) 的 完备 就 范 直 父系 ,并 设 T 是 耳 在 基 {erG 一 0， 
土 1, 士 2, ……) 下 的 左 移 算 子 :Ye = eli 一 0, 土 1, 十 2， “ 
显然 ;了 是 六 上 有 界 的 压缩 算 子 , 但 TH 就 不 是 极 大 俯 子 空间 ， 
所 以 了 不 可 能 是 正则 压缩 的 . 

3. 正则 压缩 的 本 膨胀 

定义 3.3 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空 间 (17,(:,-)) 上 于 缩 算 
子 ， 锚 (7T) 一 (Hi, 上 *', 1)(i 一 1,2) 是 两 个 Hilbert 空间 ， 
如 果 世 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7 命 瑟 ,《*,*) 狼 [:,]1) 到 完备 
的 不 定 度 规 空间 《17 向 可, (…，.) 巾 [., .]) 上 的 西 算 子 , 使 得 

， 了 一 PUly, 
此 处 了 是 了 鲜 H, 在 1 上 的 投影 。 那 末 , 称 (U, 再， 也 ) 是 工 的 
Haimos 意义 下 的 西 膨胀 。 如 果 于 == 本 , [', 一 [.，.];， 并 
且 
T" 一 PUzlnz 一 0, 1, 2，...， 
那 末 称 (U, Hi, 也 ) 是 工 的 Nagy 意义 下 的 西 膨胀 。 
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引 理 3.7 ” 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (0，(-，')?) 上 的 线 
性 算 子 ， 红 (7T) 一 刀 ， 下 列 命题 成 立 

(i) 如 果 工 是 压缩 (或 正则 压缩 ) 算 子 ， 那 未 对 任何 (7， 
("，*)) 上 廿 算 子 U, UT 仍 是 压缩 (或 正则 压缩 ) 算 子 ， 

(ii) 如 果 在 正则 分 解 刀 一 如 -四 开 ， 下 ;正则 压缩 算 子 

1 {TH_, 了 1 T,}, 
那 末 必 存 企 《 末 ,(-,*)) 上 西 算 子 上, 使 得 

a)} TTH_= HH.; 

5) 如 果 (TU, Hi, Hi) 是 工 的 Halmos 意义 下 的 西 脱 账 , 那 末 
(UU, ,HH) 也 是 章 T 的 Halmos 意义 下 的 酉 膨胀 ,此 处 

U’ = HOI 

c) 如 果 (DU, Hi, 有 H;) 是 DT 的 Halmos 意义 下 的 丁 脱 号 , 那 
末 (UU, 可, 三 ) 也 是 工 的 Halmos 意义 下 的 西 膨胀。 

引 理 3.7 是 显而易见 的 ,证 明 从 赂 . 

引 理 3.7 表明 ， 要 找 出 (有 ,《*，*)) 上 正则 压缩 算 子 工 药 一 
切 廿 脱 胀 ， 等 价 于 只 要 考虑 具有 下 列 性 质 的 正则 压缩 算 子 工 的 一 
切 酉 膨胀 ,存在 正则 分 解 了 一 HBH:，TH_ 一 日 .。 下 面 给 出 
正则 压缩 算 子 工 的 Halmos 意义 下 的 一 切 西 脱 胀 的 形式 ， 

定理 3.8 ” 设 在 正则 分 解 1 二 H_ 细 Ht 下 ,正则 压缩 算 子 

T= {TH_，, Ti, Ta}), 
并 满足 TH_ = H_. 令 Tg_ 二 VR 是 极 分 解 , 那 末了 必 有 Halmos 
意义 下 的 西 巾 胀 ,并 且 本 了 影 胀 〈《D。 可,, 本) 的 一 般 形 式 是 


下 PA 7 Y H_ 
了 一 五 ， O T: (7 一 rr H: ， 
H, DR 一 I)$ xX Zz H, 
X=—UR— I) iRVIT + Vl — KK)S(CT 一 TYT,)#, 
Y= 一 TT TTE) HUF + POR — DiC 一 K*KYEV#, 


Zo—— [URK+ VI— K+K)IITHU 
[URC 一 KK — VKR*IV* + W, 
并 且 两 个 Hilbert 空间 也 , 妃 有 如 下 直 交 分 解 : 
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项 = 铬 ( 世 四 次 ( 访 ) 全 ( 觅 (o) 惫 宏 (7))+， 
所 二 入 (0) 鲜红 (7)) 国 ( 吏 (U0) 旬 (V +， 
此 处 其 汪 《一 了 3V*TJ(1 一 TT 是 (0 一 T7735);， 
(1)) 到 (CR 一 了 HH-, 一 (+:,*)) 的 压缩 算 子 , 而 U4, Ua, V;， 
V,, WV 都 是 保 距 双 射 . 
UR TT, ~ ,RUD), {2); 
Ul HR(I — TT,), (., ")) 一 {到 (UU,)， 1， ].); 
Vs:( 这 (7 天 8 天 (7 一 TT,)#), (+, *)) 
OT), Cs) 
Vi(RT— KESR — 1)#), — (., *)) 
= (RBF), [1); 
W:((R(U) DBRT !, [:, :1) 
= (RUIDROTN):, [', £1). 
证 将 所 变 求 出 的 如 表示 成 3 x 3 昨 阵 。 
H_ /Ty Ti A,\H. 
5 0 I, | 
于 4，4 AIH 
显然 , 算 子 U 已 满足 方程 T 一 PU1z, 其 中 P 是 (TI@H;, 1:,*] 
[E'，*]) 在 用 上 的 投影 。 所 以 , 剩 下 的 只 是 癌 避 是 否 可 以 在 适 
当选 取 有 界 算 子 4， 羽 ，4;，44 和 4 时 ， 可 使 它 成 为 《四 中， 
(-， 四 [. .1) 到 〈 开 四 有 下，( 四 […, 1) 的 西 算 子 。 一 
然 ， 口 为 西 算 子 的 充 要 条 件 是 UU+ 一 Tnen,s UU 一 Ihnen,» 即 
(2) T_TH_— A#A, = In 
(DD’ 一 Tp_T$_ + TT*+ AA Oe Ig_; 
(i) 一 TTI+ TT TT AY Ad; = Tp,, 
(Ci)’ TT# 十 AA¥ = Ta; 
{iii) — AtA, 十 A¥A, 十 A#A, 二 Tn, 
(十 )” — AAF + AsA# + AsA# = Ta 
(iv) TS_T, 一 A¥A,= 0, 
liv) TT + AA¥ = 0; 
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(vy) T# A,— A#A4, = 1, 

(vy) — Tuy_A¥ + TA* + AA* 0; 

(vi) — T#As +t TA, + A#A, = 0, 

(vi)’ TA* + AsA# = 0. 

下 面 就 是 可 分 许多 步 解 出 适合 外 一 Vi)，(i)' 一 (wi)” 的 所 
有 可 能 的 解 ， 为 了 方便 ,我 们 将 省 去 7 的 下 标 (在 有 可 能 引起 混淆 
时 ,再 将 相应 于 茶 个 空间 上 的 单位 算 子 附 上 相应 下 标 ). i 

4) 解 (让 因 Ta = VR 是 极 分 解 ， R? 守 1， 并 且 V 是 
( 吾 -, 一 《+,*)) 上 西 算 子 ,由 (i) 可 得 

A'— U(R:— 1)t, (3.18) 

此 处 加 是 ( 统 ( 展 一 门 , 一 (*,*)) 到 ( 完 (0),[*,*],) 的 西 算 
地: 

2) 解 (iv). 根据 (3.18) 方程 (iv) 化 成 

RV*T,— (R:— I)iU*A,— 0, 

利用 骂 (V*T)CB((R 一 1) 4) ( 见 引 理 3.2 的 证 明 ), 我 们 得 
到 


RCR 一 I)-V*T, + UA;,= 0, 
办 此， 4; 的 一 般 形式 是 
4 = A, RATCNU), RACNUN)!, 
i 一 URCR’— 1)-#V*7,., 
因为 Ki 一 《Ra 一 1)-3V*T， 是 有 界线 性 算 子 ( 见 引 理 3.3 或 推论 
3.5), 所 以 盘 是 有 界 的 ,并 且 4* 一 KRUY。 
c) 解 (i)。 因为 弦 (49) 与 鹃 (4 是 (本 ,，[*,，*];) 中 
两 个 直 交 的 线性 子 空间 ,所 以 4#4, 一 4 疆 久 十 4 所， 但 是 
TT, = THVV*T, 一 KR 一 IT)K, = A Al— KYK,, 
因此 (ii) 化 成 下 列 方程 
AYAI 一 《了 一 TT,) 一 K*K,. 
这 样 , 根 据 推论 (3.6), 对 任何 xe 妃 :， 易 知 
tasxlF = HO — K*K)S(T 一 YT) sx, 
也 就 是 说 ， 存 在 ( 统 ((1 一 K*K)(T 一 了 TT,))*), (:,:)) 到 
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{3.19) 


OO 


(i 器 […， :1,) 的 西 算 子 V,, 使 得 
和 一 Pi 一 天 + 天 ) 计 一 了 7 BVIC NUE), (3.20) 
4) 解 人 7 类似 于 oa)，4 一 1( 一 Tizy) 寺 此 处 妃 是 
(天 人 一 和 7 (.，-)) 到 (多 (D0,),[',。:]1) 的 西 算 子 . 
=*) 解 (iv} ,如果 ze NCA) ( 即 (7 一 了 7T¥)x 一 0), 那 
末 《I 一 了 37;)TYx 一 0。 因 此 ,根据 推论 3.5 的 (i), 有 
(RI— I) iV*TT$x 一 0, rE N(At), 
注意 到 站 是 西 算 子 ,由 上 式 得 到 ,对 任何 
xzE。r 4 TTHr = 0. 
这 样 , (iv)' 可 以 被 4# 除 , 所 以 有 
4 一 Ai 十 Al, BWA) ee. 县 (4 yl (0D,)(CH,)，, 
D(AI) = RV) TCH,), (3.21) 
Al~ — TT 一 TT ti. 
根据 引 理 3.2， 
A — TT THT,) IT#UY = 一 VKTHUY, 
此 处 Ki 一 V*T(I 一 了 #7T,) t，K, 是 有 界 的 。 从 而 41 有 界 . 
力 解 (因为 多 (4 L(A1),， 所 以 
AAF = AlA FAVAY. 
从 -fr 人 一 THT)CNTVIT), BOVITICHRECR — 站- 和。 


并 且 TY*T(L 一 了 3T,) 是 (六 0 二 T3753),(',-:)) 到 

( 统 (R 一 门 , 一 (.,)) 的 有 界 算 子 , 易 知 (I 一 T4T,)-3T#y 

也 是 有 界 算 子 ( 从 〔 统 (R' 二 门 , 一 (.,-)) 到 (地 (T 二 T3775); 

〈《'，*))。 再 注意 到 PT wu- 于 rz 二 0 ( 见 引 理 3.3 的 (让)， 就 
有 


TT = VVSTITEVVY oo VERKSV* — VRTHT KS, 
由 于 


D(A) = HAN ~ RU,), 
并 且 
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BO) 一 RT TATOOR(TIKY),Y 

所 以 
AlA* 一 VRITHEUFU TRAV = VRATT KVS, 
这 样 ,方程 (i)' 化 成 
VEK*V* + AAW VOR DV", 
根据 推论 2.5, 2.6, 上 面 方程 是 可 解 的 ,并 且 有 如 下 解 ; 
人 [esp 一 0, APV | yan = Vl — KK*)t (CR — 1)i, 
碗 (4) 一 (VD)(C%(U,)). 


(3.22) 
此 处 7 是 ( 统 ((1 一 KK)R 一 3)， 一 (:，')) 到 
(家 (0 [-,:]1) 的 丁 算 子 . 
&g) 解 (*)。 根据 a),，(Y) 化 成 
— RV*A + (R'— TU4A4, 一 0; 
至 利用 (3.21), (3.22)， 上 式 化 成 
— RI— KAT}U + (R*— I)t(T — KK*)SV#*] 
+ (R— 1)U¥A, = (0. 
显然 ,上 面 方程 中 可 以 在 左边 消去 因子 (R? 一 1)t, 得 到 
RETUY 一 R(T 一 天 天 * 二 让 + UYA, 一 0. 
易 知 ,上 方程 是 可 解 的 ,并 且 有 解 如 下 .。 
f A+ Al, Al = UR(R 一 Ti 一 TIR[CL- 


一 KK*)iVi 一 KTEUY]), (3.23) 
RAD = NO), RUANTCANUN = RV)). 
站) 解 (vi)”, 应 用 已 经 部 分 被 解 出 的 4; 和 已 解 出 的 4，, 和 43 
的 表达 式 到 方程 《vi'， 它 被 化 成 
TAAN + KERUF) + (IT 一 TTH)tUY( A 


1) 因为 K; 一 V*T,(f 一 T¥T,) 上 是 有 界 的 ， 所以 对 任何 x EC 一 T8T,) 二， 
y€EH., CI 一 TYTD Ye, TI) = 一 (er CG TET Yr, yp) 2 Cs 
K#y), BT THVyE BC THT) YD), ¥ 有 (TET) HTpVy = KYy, 前 
根据 引 理 3,.2， 了 ,Re 二 了 (1 一 THT 373P 和 = 一 了 79) 地 ,TfV， 所 以 ， 

RU T TEIRCTKY). 
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一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 -一 -一 - 一 
TC- 


十 4yT(RR 一 门 -二 RISE 一 人 
根据 <)， 引 理 3.2 以 及 家 (7a49) 己 家 (一 T,T3)#)， 上 方程 
又 被 化 成 
TT 一 天 直下) 本 7 关 十 US A 一 0. 
由 此 ,可 解 得 4 的 一 般 形 式 是 
| = A TT AL, A = — VA — KK)ETHUY, 
WBAN) = (VU), D(AY) 一 RV). 
2) 解 (vYY。 应 用 4，A43，4, 以 及 4 已 得 的 表达 式 代 人 
(v)', 我 们 得 到 
一 了 RCRz 一 TH 4 TTHV RER — 7) -3)U? 
十 AP) 十 ACAVRIR’ 一 站 -全 DY 十 A) 
呈 0; 
利用 一 了 Tg7% 十 TT# 十 44 一 一 7 得 到 
TT + AA* = VCR I)V+, 


(3.24) 


代入 上 式 就 得 到 
TA + AA = 10, 
它 等 价 于 下 面 的 方程 
(LT 十 AIAKYV = 0, (3.25) 
代入 43 和 A# 的 表达 式 , 得 到 
Vl 一 KK — TET ET#D oF A — U,TRYV*V 
+ Vl— KK*)3(R?— 1)#) = 0. (3.26) 


由 于 多 (4%) 一 绝 (0)+， 绝 (六 CC 过 (DU,)+， 所 以 由 (3.26)， 
得 到 

VT 一 K*K)M(T 一 TT STV + VT -一 K*KR)STT,KY 

+ AV(T — KK*)SCR?: 一 1)# 0, 
即 
[VT 一 K*KOSR* + AYV A(T — KRY](R? 一 1)t =0, 
(3.27) 
利用 (1 一 K*K)3K* 一 K*(] — KK*)3, 
BU) = BT — KEKER — 1)), 
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a A mn 


ei 


BV = RT — KK — THT,)1), 
易 知 上 面 方程 的 解 的 形式 如 下 。 
eg A 十 Ao, 4 = 一 区 大 FF 
(do) 一 RV ), BL Am) 一 RD), 
四 解 ()'。 应 用 帮 ，A;，A4，4; 的 表达 式 到 方程 (ii)', Giii) 
就 化 成 下 列 两 个 方程 . 
—U(R— DU 十 DR — I) ET TTHTS_(R’ 一 门 -人 [7 
十 UR — -3TE AAYTH (RI— I) -SU* + 94 + 人 过 
= [evs (3.29) 
AIAN + AMA + AA + ALA Ta, (3.30) 
基于 方程 《iD ， 易 知 (3.29) 等 价 于 
MA + 14 一 0 (或 AA + AiAd 0),. (3.31) 
用 省, 4 表达 式 代 人 上 面 插 号 中 的 公式 , 即 得 
URCR — I) IV*T A + URCGR — I)-3V*AAN =— 0. 
显然 , 因 (3.25) 成 立 ， 上 式 也 将 自动 成 立 ， 再 利用 (3.31) 成 立 ， 
(3.30) 就 化 成 


| {3.28) 


， :AA 十 ANAS 一 Tov, (3.32) 
由 于 DA ) 与 多 (A4%) 以 及 名 (A3w) 是 如 中 相互 直 交 的 钱 
性 子 空间 , 所 以 方程 (3.32) 化 成 
VV 十 A3m4 镀 一 Taw ls 
所 以 4 名 必 是 (HDSAN(V,)， 上 ,:];) 到 (多 (A3)+ 
日 统 ( 了 0),【*, :了 1) 的 保 了 距 算 子 。 
《) 解 (vi)， 因 为 
V*4d ~— VT — TT,)- 3T¥U# 十 i 
一 Dt 一 KK*)tV?, 
所 以 弦 (V*4,)CB((R' 一 1)-3), 并 且 
TRA 一 THVV*A, = THV(R’ 一 1)-#(CR? 
一 门 (R — I)-Yy*A, 
w= KARUUY(R? — 1)-$RV*A, 
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一 开交 Ra 一 I)-tv*A, 


一 -44 一 民 #(RR 一 了) 二 到 二 4 (3.33) 
另 一 方面 ， 
了 4 十 Ah = 了 4 十 4 一 区 AT 一 K*K)ITEUY 
一 VR*V* 十 Ago). (3.34) 


根据 (3.33)、(3.34) 以 及 有 关 算 子 定义 域 的 直 交 性 ， (vi 化 成 下 
列 方程 组 : 


4 一 0， (3.35) 
T¥A2— ASV(T — K*K)ST UF — KYKTHUY oo 0, (3.36) 
一 AVK*V* + KY(T — KK*)iV* = 0, (3.37) 


根据 V3V; 是 妇 ((1 一 K*K)(1 一 73¥7,)#) 上 单位 算 子 ， 易 知 
(3.36) 自然 成 立 。 再 注意 到 V3V; 也 是 如 (K*V*) 上 单位 算 子 ， 
易 知 (3.37) 亦 自然 成 立 .. 这样， 我 们 仅 需 解 方程 (3 35), 根据 
(3.35), 有 
(AICHRV), 3.38) 
1!) 解 ( 说 )。 将 4.,，4;,，A; 的 表达 式 代 和 人 (让 )， 并 隶 个 将 方 
. 程 (二 ) 分 别 限 制 在 纪 (U,) 和 比 (U,)+， 于 是 (说 ) 化 成 两 个 方 
程式 ;然后 ,对 每 个 方程 式 按 值 城 是 否 昨 于 家 (4)， 灾 人 43) 六 分 
成 两 个 方程 。 这 样 ,(iii) 被 化 成 四 个 方程 ， 但 有 一 对 是 互相 共 辆 
的 , 折 以 实际 上 得 到 如 下 三 个 方程 。 
I 一 4xJ(Rz 一 站 -二 (Ra 一 了) 二 4 一 A}A, 


?Cd 和 
一 4 如 一 0， (3.39) 
一 4 二 PK Ra 一 了 站 及 — 1)-iy*4, 
一 (Cd 十 dx 一 0， (3.40) 
Ta 一 APVOR — DD AR — I) ip*A 
一 (4 和 十 49)*( 4 十 Lo) 一 0. (3.41) 


容易 直接 验证 ，(3.39),。{3.40) 自动 地 成 立 , 因 而 仅 须 解 (3.41). 
由 于 

Ta — APV(R’ 一 I)-iR:— 1) ea 一 4 号 do 一 0， 
”从 而 (3.41) 化 成 ; 
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1 xa! em 一 4 巾 4 和 一 4 号 iw 一 A 站 A3m 一 0， (3.42) 
但 是 4 和 一 一 VK*V# ,A 中 A 一 0, 以 及 4 好 A 一 0( 见 (3.28)， 
(3.35)), 因此 (3.42) 等 价 于 | 

Ta 上 eaty) ™— A /AY {3.43) 
因为 A 名 已 是 保 距 算 子 ( 见 门 )。 因此 ，4 和 是 ( 统 (A3)* 
BR(OVD), [1) 到 (AN(U#)ANTVs), [*,*) 的 西 算 子 . 

这 样 。 定 理 中 所 指出 44，4;，-…-，4, 的 形式 以 及 空间 已， 
H,; 的 分 解 形式 已 全 部 被 证 得 《WV 一 4w， 移 (4A 站 = 过 (U,)). 

反之 , 如果 所 给 出 的 41,， 4A;，-**，A; 满 足 定理 的 要 求 ， 易 知 
按 定理 所 作 的 上 U 必 是 西 算 子 ,并 是 是 了 的 Halmos 意义 下 的 西 膨 
胀 。 证 毕 . 

定义 3.4 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 上 的 于 缩 算 子 。 

BT)- 1 
(U, Hl, Hi) 是 T 的 Haimos 党 义 下 的 西联 胀 。 如 果 不 存 在 (H;， 
[-;…]) (i 一 1!，2) 的 非 空 闭 线 性 子 空间 Li 一 4, 2)、 使 得 
UD 是 工 ,到 工 ; 的 西 算 子 ， 那 未 称 (U, H,, Hi) 是 TT 的 极 小 西 脱 
了 胀 ， 汪 负 
.应 用 极 小 西 膨胀 的 概念 ,由 定理 3.8 立即 得 下 列 推论 ，- 
“推论 3.9 设 了 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (有,，(*, ~)) 上 正则 
压缩 算 子 , 那 末 工 必 有 Halmos 意义 下 的 西 脱 胀 , 而 且 工 的 极 小 西 
肛 胀 必 彼 此 西 等 价 ， 即 假如 (UV, BED， 8?) Gi 一 1, 2) 是 了 了 的 
两 个 极 小 西 脱 胀 ,如 果 用 【*,，] 表示 正则 分 解 1 ~ 日 -@H， 所 
产生 的 内 积 ，H?(i 一 1，2; 7 一 1，2) 上 内 积分 别 为 【-，…] 售 
GG 二 1,2;j 一 1, 2), 那 末 必 有 (HPL 1) 到 (HP [*:,*] 户 ) 
的 西 算 子 Wi(i = 1, 2)， 使 得 
U, 一 Wr7UW, {3.44) 

证 按 定理 3.8, 对 于 满足 TH_ 一 已 - 的 正则 压缩 算 子 , (U， 
Hi, Hi) 为 工 的 极 小 西 脱 胀 的 充 要 条 件 显 然 是 W 一 0， 即 

H= RUN)DBDROTV), H= RVI DROT,), 

从 给 出 的 一 切 西 肢 胀 的 形式 易 知 ， 两 个 极 小 西 膨胀 必 有 西 等 价 关 
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系 (3.44)。 
对 于 一 般 的 正则 压缩 算 子 ， 利 用 引 理 3.7， 也 易 知 本 推 论 :成 
立 。 汪 毕 。 
-下面 讨论 正则 压 交 算 子 在 Nagy 意义 下 的 西 膨胀， 为 方便 起 
见 , 我 们 将 口 写 成 2 x 2 矩阵 的 形式 ， 
H/T RNI A 
vu—, ( a B, 一 (> B; = (4, 4s) 
定理 3.10 ” 设 正 则 乐 缩 算 子 了 在 正则 分 解 刀 一 H_@H., 下， 
了 一 {Ta mi 7 ， 令 站 是 (z (.，-)) 上 任何 满足 
UTH_= H. 
的 西 算 子 ， 那 末 , 7 的 在 Nagy 意义 下 的 西 脱 胀 的 一 般 形 小 是 
万 一 ls )} 天 元 入 (站 Bi — (A,, 4,) (3.45) 
B, A, A, 
此 处 41,'……， 4, 如 定理 3.8， 但 是 按 正 则 压缩 算 子 区 了 所 给 出 的 ， 
并 且 HH, 一 HH 必 表 示 成 如 下 形式 ， 


ul WRU) ORV, Veet emo 


t=1 
BIRUIDR(V) OD |[@ WR(U,) 
kz 


BR(V)) OH, (4.46) 
及 W 正 是 上 西 算 子 ， 
证 显然 ,方程 (下面 P 是 (I@H,,(:，)@[:， .]) 在 万 
上 的 投影 ) 
T= Pain 
等 价 于 
BiB, 一 0。 C4.47) 
因为 


1) 算 子 包 见 定理 3.8. 
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BA BA) = BA =H, DBA) = HIORA), 
DA) Hi D(A,), HORIUANG ee 3, 4,.5), 
以 及 全 是 (7,(',*)) -上 的 西 算 子 , 易 知 方程 (4.47) 等 价 于 
Adi= AA 0, Ady AA,— 0, 
这 样 ,就 得 到 宠 (F)， 爱 (FJ)， 静 (0) 以 及 碗 (UJ) 等 被 此 相 
互 直 交 , 即 
一 [入 (DV)DBR(VN) GINRUU ORV)IOD,. 
类 似 地 ,方程 | 
T= PDD 
等 价 于 WB, 一 0。 显然、 这 又 等 价 于 4AW Ai 一 0, i 一 1, 2， 
i 一 4, 5。 也 就 是 说 ,WV 必 是 如 下 形式 ， 
一 [FUIBRV)NBLRUIORTY) OE, 
= { 统 (U)@R(V BWIR(U)BR(V)] | 
{入 (0,) 甸 (VD,1. 
ms 我 位 有 dB 4i 一 0, i 一 1,2;j 一 4， 3 n= 2， 
. 这 样 就 得 到 


= [2(0)@Fr)G [OD wR ORVN|® | 
ee | 
由 一 信 wi 
.BI[ 交 (本 条 完 (V1. 
如 果 再 考 开 到 方程 (41W"4i)* 一 0， 一 1,2 于 一 和 5 
一 2， 3,"…。 则 不 淮 得 到 本 定理 的 结论 .证 毕 ， 
我 们 再 引入 如 下 定义 
定义 “ 设 了 是 完备 的 不 定 度 失 空间 (用 (77 上 的 压 编 和 
于 ,p(T) 一 1。 如 果 (U, HH, H,) 是 T 的 Nagy 意义 下 的 本 
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彤 胀 ,并 且 不 存在 ,的 闭 线 性 子 空间 是 U 的 约 化 子 空间 ， 那 末 称 
LU, 占 , Hi) 是 极 小 的 《Nagy 之 义 的 ) 西 脱 胀 ， 

类 似 于 推论 3.9, 定理 3.10 有 如 下 推论 ， 

推论 3.11 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (7,《*,，*)) 上 正则 
压缩 算 子 , 那 末 I 工 必 有 Nagy 意义 的 征 脱 了 胀 ,而 且 了 的 Nagy 意义 
的 极 小 西 踪 胀 必 梓 泡 西 等 价 ， 

证 按 定理 3.10， 正 出 压缩 算 子 必 有 Nagy 意义 的 西 膨胀 . 
从 一 般 形 式 可 知 , 当 (4.46) 中 五 一 (0} 时 ,定理 3.10 所 得 的 正 膨 
胀 是 Nagy 意义 的 极 小 西 脱 胀 。 由 此 易 知 ,它们 彼此 是 丁 等 价 的 ， 

4. 具有 西 味 胀 的 压缩 算 子 ”在 第 三 小 节 中 我 们 指出 ， 正 则 压 
缩 算 子 必 有 本 膨胀 ,而 且 给 出 了 一 切 查 膨 张 的 形式 . 本 节 中 我 们 
将 要 证 明 具 有 丁 陪 了 胀 的 压缩 算 子 妆 是 正则 的 ， 而 且 正 则 簿 缩 算 子 
的 共 轿 算 子 也 是 正则 压 弧 的 . 

定理 3.12 设 工 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (1,，(:，")) 上 有 
界线 性 算 子 , 下 列 命题 彼此 等 价 ， 

(i) 了 是 正则 压缩 算 子 。 

(ii) 了 具有 Halmos 意义 的 西联 胀 。 

《ii) T+ 是 正则 压缩 算 子 。 

证 出 定理 3.8 和 推论 3.9 可 知 ， (i) 必 可 推出 (ii). 

反之 ,如 果 命 题 (ii) 成 立 , 即 了 有 Halmos 意义 的 廿 脑 胀 (U， 
瑟 ，H;)， 那 末 对 任何 +E 全 ， 由 于 (Hi, [*，,*]s) 是 Hilbert 空 
闻 , 所 以 有 
(Tr, Tx) = (PUx, PUxX) < (Ux, Ux); 一 《xir)0， 

因此 了 是 压缩 算 子 .下面 证 明了 还 是 正则 压缩 算 子 . 

事实 上 ,因为 - 采 狼 二 一 日 _ 终 (Hi 儿 ) 是 正则 分 解 , 因此 

/BH,= UH_BU(H,DH,), 

并 且 也 是 正则 分 解 ,因而 5H 是 极 大 负 的 闭 线 性 子 空间 。 因而 


1) 这 里 《ja 一 (  ，) 中 5 1 
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存在 (及 -一 《,*)) 到 (时 由 比 ，( ，- ) 约 [.，.]) 压缩 算 子 
4， 女 (4) 一 H_, |4i| < 1， 使 得 UH 一 Lj. 令 P+， Pu 是 
于, 名 Hi 分 别 在 H;, Hi 上 投影 。 显 然 , 有 
A= /Ait A, At = PPA, A= PPA, 
因为 腕 (4 上 家 (4)， 所 以 
maxt| .44 和 < lA < 1. (3,48) 
从 (3.48) 以 及 下 列 等 式 
TH_ = PUH_ = PLs — {{x., BA la €H_} 
= {{r-, A+rxr-ylx-. EH_}, 
立 奸 可知 TR 是 极 大 负 , 闭 线 福 子 空间 、， 并 且 是 如 的 完 和 甸子 空 
疗 。 从 而 了 是 正则 压缩 算 子 ， 
这 样 ,就 证 明了 (i) 与 《ii) 的 等 价 性 ， 
显然 ,对 有 界线 性 算 子 ,存在 《U ,Fi, H;)， 使 得 
T 一 PU1r 
成 立 的 充 要 条 件 是 : 
T+ = PU' |yy, 
即 (U, Hi, H,) 为 和 的 (Halmor 意义 的 ) 西 及 联 的 完 要 条 件 是 ， 
(Ut,。 昌 ， 所) 是 T? 的 《Halmos 意义 的 ) 西 膨 腾 。 

而 人) 与 (i) 的 等 价 柱 已 垃 证 月 ， 申 此 可 知 (i) 与 〈( 证 ) 起 是 
等 价 的 ， 证 毕 。 

5. 了 Ix 空 旬 上 球 缩 算 子 ”这 一 小 节 中 ,我 们 要 指出 x 空间 上 
任何 笛 定 的 压缩 算 子 必 是 正则 压缩 的 ， 从 而 本 节 中 第 一 到 第 四 小 
节 有 关 正 则 压 编 算 子 的 结果 对 于 /7x 上 压缩 算 子 (定义 在 全 Hx 
上 成 立 。 

定理 3.13 设 7 了 是 Jx 上 黎 定 压缩 算 子 ， 那 末 了 必 是 正则 于 
缩 算 子 。 从 而 定义 在 全 x 上 的 压缩 算 子 有 下 列 性 质 .. 

(i) 工 必 是 有 界 的 ， 

(ii) 工具 有 Halmos 辣 义 和 Nagy 间 义 下 的 町 影 胀 ， 而 且 一 
切 极 小 西联 胀 彼此 西 等 价 . 

(ii) Y+ 必 是 压缩 算 子 。 


证 次 为 鲍 (7] = 7x， 所 以 在 多 (tT) 中 必 合 有 K 维 负 的 
子 空间 入 ， 由 于 对 任何 n€ NN， 
(Tn, Tn) < (2, #), 
所 以 TN 也 是 J2x 的 天 维 负 子 空间 ,因而 必 有 分 解 
Txr = TNODO(TN):, 
这 就 是 说 , 工 是 要 x 上 正则 还 缩 算 子 . 
利 思 定 束 3.1, 推论 3.9， 推 论 3.11， 定理 3.12 立即 得 到 本 定 
理 中 的 申 ，(i，( 入 )， 证 毕 . 


$4 亚 正 常 算 子 


1. 亚 正常 算 子 ”Hilbert 空间 上 亚 正 常 算 子 已 作 了 较 多 的 
研究 ， 并 县 相当 广泛 地 把 亚 正 常 算 子 的 许多 基本 结果 推广 到 半 亚 
正常 算 子 的 情况 ( 详 见 本 蔬 第 一 般 )， 然 而 ,不 定 度 规 空间 上 “ 亚 正 
常 算 子 ”还 完全 是 空白 区 ， 本 节 中 仅 给 出 这 方面 极 初步 的 结果 ， 

定义 41 设 如 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (2 ,(:,:)) 上 有 界线 
性 算 子 。 如 果 对 任何 x 《 开 ， 当 2r 关 0 时 ，(2r, z)>>0,， 则 
称 人 为 上 正 算 子 ; 设 w,v 是 杂 上 令 

台 一 其 xp — vu), 
如 果 8 二 0 或 对 每 个 xE 刀 (oOx, xz) 之 0, 或 是 正 算 子 , 那 末 
相应 地 称 了 一 #% 十 如 是 正常 算 子 , 亚 正 常 算 子 , 强 亚 正常 算 子 ; 


如 果 工 是 7x 上 有 界线 性 算 子 ， 二 《7 十 77) 是 正 算 子 , 那 末 称 了 


是 耗 散 算 子 。 
显然, 厅 上 正 算 子 必 是 好 上 自 共 斩 算 子 。 如 果 了 是 刀 上 ( 强 ) 
亚 正常 算 子 , 那 末 对 和 任何 复数 1，Y 一 1 也 是 刀 上 ( 强 ) 亚 正常 算 
子 。 

五 空间 上 亚 正 常 算 子 和 Hilbert 空间 上 亚 正 常 算 子 的 定义 完 
全 类 似 , 但 实质 上 是 有 本 质 区 别 的 ， 例 如 ,有 限 维 Hilbert 空间 中 ， 
不 在 在 非 正 常 的 亚 正常 算 子 ,然而 在 有 限 维 不 定 度 规 空间 上 , 存在 
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非 正 常 的 亚 正常 算 子 . 
例 41 设 开 是 两 维 空间 ,ee-, c+ 是 负 \ 正 商量, 并 
和 {es e-) 一 1 一 《e+ e+)。 (ce_， e+) 一 0。 
在 基 {e-,e+} 下 , 易 知 


0 工 0 # 
人 o "一 人 1 
是 及 上 两 个 自 共 狗 算 子 , 而 且 
| 一 2 0 

0 

是 采 , 上 正 算 子 , 即 T 一 4 十 iv 是 休 , 亚 正常 算 子 ， 但 贝子 
HV Se VVH, 

所 以 工 不 是 有 上 正常 算 子 《而且 也 不 是 亲 ， 的 任何 正则 分 解 所 产 
上 生 的 Hilbert 空间 上 的 正常 算 子 )。 : 

2. 不 变 子 空间 

定理 41 设 工 一 xz 十 ip 是 Kpeitn 空间 如 上 耗 散 的 强 亚 
正常 算 子 ,对 于 某 个 ze 也、 如 果 存 在 实数 < 和 自然 数 r ,使 得 “ 

(xz 一 al)rx 一 0， 
那 末 Qx 一 040 一 其 wp 一 vw)); 如 果 记 
Ze(x) = xilu 一 cx 一 0}， 

那 末 zBs(w)CBot#)， 即 多 (nx) 是 wy 的 公共 不 变 子 空间 .从 
而 *, ” 限制 在 Bolw) 上 是 可 交换 的 。 

证 对 和 任何 S>> 0, 由 于 . 
eisHyeisn gy a= | cuODefrady ~. (4.1) 
所 以 对 任何 x*€ 亲 ， | _ 

((e Sve 一 yA) 一 一 | 《Deer， ox) ds 过 < 0. (4.2) 
设 二 HH_ 二 是 一 个 正则 分 解 ， 由 它 产生 的 内 积 、 范 数 记 为 
Es,*1,)|: 令 7 二 Pi 一 P-_,Ps 是 上 在 Hi 上 投 是 。 由 (4.2) 得 


到 Hilbert ee (如, 【* ,*]) 上 上 正 算 了 于 Je"*vess* 的 范 数 有 如 
下 估计 ， 
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suplJe™sro es < sl. 
将 erzerenx 按 : 的 宪 级 数 展开 ,得 到 


jmsetm 
(Qc, eer-enr) 一 之 这 i 
xf(G(w — al)"r, (wo— ol)™"x). 
(4.3) 
利用 


| (Qe'wonr, cr ex dz 一 | (Qc Mr, er*xr)dt < 00, 
和 Jo 


对 (4.3) 逐 项 积分 , 就 得 到 
{Ol(# — eI) lx, (uO— ol) x) = 0. 
根据 0 的 正 钥 ， O(n 一 al)"! 一 0。 从 而 (4.3) 右边 和 式 中 最 高 
次 项 为 + 一 2 。 重复 上 述 讨论 , 则 得 到 
oO(e 一 ch 站 iz 一 0 一 一 2 10。 
再 利用 . 


rh 
(uC— cJ)rp — vuo— oI) = > (az 一 ar)rofxz — of) "i, 


: (4.4) 

立即 得 到 对 任何 *E @(4) ,vx € Ds,(w), 

因为 9x 一 0 (*e Bal(w))， 所 以 4， "限制 在 de) 上 是 
可 交换 的 。 证 毕 ， 
,推论 42 设 了 工 一 “十 ip 是 Kpeia 空间 刀 上 耗 散 的 强 亚 正 
常 算 子 。 如 果 oa(U)c( 一 co, 00), 并 且 “的 根子 空间 全 体 张 成 
药 闭 线性 子 空间 是 也, 那 末 8 一 0， 即 了 是 了 上 正常 的 . 

由 此 可 知 ,在 有 限 维 不 定 度 规 空间 中 ， 不 存在 实 部 仅 具有 实 庶 
的 非 正 常 的 强 亚 还 常 算 子 。 

-不 而 将 利用 定理 4.1 给 出 x 空间 上 交换 自 共 因 算 子 旗 必 有 
-公共 的 多 维 半山 不 变 子 空间 定理 的 推广 ， 

推论 43 设 {4。1lae A} 是 JJxk 上 一 族 仅 具有 实 谥 的 自 共 本 
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算 子 。 如 果 对 任何 a, BE A，0O6s 一 并 4o4s 一 Apdo) 或 一 Qo 
是 fx 上 正 算 子 , 那 末 {4,1a& 4} 必 有 公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空 
间 ， 

证 本 推论 可 以 仿 交 换 情 况 证 明 。 但 这 里 将 利用 定理 +.1 给 
出 它 的 直接 证 明 ， 

性 取 非 零 算 子 4o， 它 有 一 个 天 维 半 负 不 变 子 空间 2 。， 
4ajy 的 特征 值 为 2，…，ji， 相 应 的 根子 空间 xi(4o) 
(7 一 1，2，-…，?) 对 每 个 j, P(A4%) 一 N 四 Zr 四 六， 显然 ， 


2) dim(NIDZN) = K, 
j=1 


由 于 8:;(4。) 中 向 量 的 最 高 阶 数 是 有 限 的 ， 根 据 定理 4.1， 
多 (4A) 是 一 切 4; 的 不 变 了 于 空间 。 因 此 ,只 要 证 明 {4。la& A} 在 
BAs,) 中 有 公共 的 dim(NjBZ1) 维 半 负 不 变 子 空间 即 可 。 
由 于 9:;(4do) 对 一 切 4s 都 不 变 , 所 以 
Zi= BA ) ND Aa) 
也 是 一 切 4s 的 不 变 子 空间 ， 由 于 Zi 是 零 性 的 ,所 电 
《9 ,z) 一 0CzeZi). 
从 2.e 正 性 的 假设 ,只 有 8cslz; 一 0， 即 一 切 4s 在 Z; 上 是 可 交 
换 的 ， 
在 分 解 1,(4%) 一 Ni 申 B 申 Zi 下 ,每 个 4 可 表示 成 
4p 一 {Sp, Ap;s Per}B € A), 
其 中 2 一 4g]zj， Aa; = Pyj@r ,Aslnjepis Fol ™ PzsAsiniep;, 这 
里 Pyjee;, Pz) 是 在 分 解 Bi,(44) 一 NIBPBZi 在 Ni@BP， 
Zi 上 的 投影 。 类 似 地 ，Q。s 一 t0，2w，Fopsf}。 根 据 假设 ， 易 策 
i(AsiApi 一 AnAsi) 一 Con (4.5) 
并 且 Qsg; 是 NiBP: 上 正 算 子 ， 如 果 {4Ap18€ 4} 在 1x 型 窜 
间 Nj@BP: 上 有 公共 的 dimNi 维 半 负 不 变 于 空间 .F。j， 那 末 
儿 sj 田 Zi 便 是 {4riBE 4A} 公共 的 dim(NiB2;) 维 半 负 不 变 子 
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重复 上 述 过 程 ,不 难 知 道 可 不 访 假 设 一 切 4e(ee 4 们 在 人 x 上 
都 只 有 一 个 单 点 谱 ol 46) 一 {4c}, 并 且 7k == Bi,(Ao)( 即 全 JTk 
空间 是 46 的 根子 空间 )， 在 这 个 假设 下 ,由 定理 4.1 可 知 , {46。} 必 
是 可 交换 的 。 因 此 ,它们 存在 公共 的 天 维 半 负 不 变 子 空间 .证 申 ， 

3. 谱 分 割 人 
。 定理 44 设 T 一 w+iv 是 Hx 空间 上 亚 正 常 算 子 ,C(x) 
是 {了 的 实 部 )w 的 广义 临界 点 全 体 ， 如 果实 数 a€ olw) 一 C04)， 
那 末 必 存 在 实数 8, 使 得 “十 好 ec(7). 

证 设 {8} 是 w 在 Ix 空间 上 的 谱系 , 任 取 开 区 间 和 A, 使 得 
caEA, 到 站 CCa) 一 他， 在 空间 了 Bax 上 考察 算 子 

Ta 一 EaT Ig Va™ Envleank. s 

显然 ，Ts 一 《十 iva。 是 Hilbert 空间 (EsJTx,，('， 站 ) 上 亚 正 
常 算 子 。 利 用 Hilbert 空间 上 亚 正 常 算 子 的 性 质 不 难得 到 本 定理 

定义 42 设 了 一 xx 十 zaiz 是 完备 的 不 定 度 规 空间 (也 ， 
《.…，')) 上 两 个 有 界 自 共 斩 算 子 ，9 一 i(we 一 vw)， 又 设 

万 “万 _ 中 五 ， 
是 正则 分 解 ,由 它 产生 的 内 积 、 范 数 分 别 为 ["，*], :省 ”如 果 存 
在 常数 M > 0， 使 得 
log(T — ye M, 2<p(7)， (4.6) 

则 称 了 满足 对 压缩 条 件 ， 

全 4.2 设 厅 一 了， 对 任何 

xz 一 【xi xa) Fp ED, 
取 刀 上 度 规 为 


(zy) 一 一 xy 十 > yi 
作 算 子 工 如 下 
了 : xz 一 (zx 
显然 ， 
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+ 一 -一 一 -一 --- -一 一 一 一 一 一 -一 


Tt yx 一 《zxe x a ), 
因为 (T+T 一 7 了 YT)x 一 《一 mi，2z，0,0,.…)， 所 以 工 是 如 
上 亚 正 常 算 子 。 下 面 验 证 它 满足 MM 压缩 条 件 . 
视 P 为 Hardy 空间 于 算 子 工 相应 于 下 上 算 子 们 ， 
(#P(z) 一 zfs), ，1ze 下 
因为 cl) = {4|14| 委 1}， 所 以 当 |4| 1 时 ， 


Ql — ?= fn). 


由 直接 计算 可 知 ， - 
[RE 一 和 DG — FN 一 一 全 0 十 2 


由 此 ,对 | 
(TIT ~— TT — T)- 一 (一 ,2 (名 


十 忆 )， 0, 0, …), 

因此 TtT — TT+)C1 一 -了 7)-! *| 专 引 xl| 对 16 A) 成 立 ， 
即 T 具 有 3- 压缩 性 质 . 

定理 4.5 设 工 是 n 上 具有 MM 压 贸 条 件 的 算 子 ， 如 果 了 是 紧 
算 子 , 那 末 工 必 是 有 上 正常 算 子 . 

证 对 Banach 空间 X 上 年 何 两 个 算 子 4, 8, 如果 存 在 常数 
M > 0, 对 一 切 %€ p( 4)， 

[BCA — 141) |M., (4.7) 

又 如 果 a(4) 只 有 有 限 个 极限 点 ,由 (4.7) 可 以 除 掉 算 子 值 解析 了 沙 
数 B{A 一 47)" 的 孤立 非常 点 ， 再 利用 解析 中 数 的 Liouville 定 
理 , 必 可 推出 刀 盖 0 .. 特别 , 当 次 一同, 4 一 了 吾 一 有 时, 利 
用 工 是 紧 算 子 的 假设 ,立即 得 到 7 是 也 上 正常 算 子 。 证 毕 ， 

定理 4.6 设 工 一 # 十 2 是 好 kx 空间 上 满足 好 压缩 条 件 的 亚 
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正常 算 子 ,并 且 olw), olo) 仅 具 有 实 谱 , 那 末 对 任何 
1 一 & 十 地 EdalT)， 
必然 有 wm&€a(w), BE a(v). 

证 显然 ,可 不 妨 设 4 是 o(T) 的 边界 8c(C7) 上 的 点 . 

(0D 设 4€60o(T)NNop(T)}。， 令 9(7) 是 相应 的 特征 子 空 
词 。 由 于 存在 $4。& p(T), 使 得 lima, 4. 所 以 ,对 x€ Bu(T)， 
由 对 压 缩 条 件 可 以 得 到 118zxllla 一 41 才 Mz, 从 而 8x 一 0. 
这 样 就 有 71+g9ua(C7TJCGa7)， 即 Bn(T) 是 xz 的 公共 的 不 变 
子 空间 ， 并 且 ,vr 在 Bu(T) 上 是 可 交换 的 . 

设 BT 一介 Z: 徙 下。 如 果 din(N 申 zx) 关 0， 易 知 
u,v 在 Bu(T) 上 必 有 公共 特征 向 量 *， 因 而 * 也 是 7 的 特征 向 
量 。 由 假设 ，a(s)，ckzy) 是 实 的 , 则 易 知 只 有 

(ze 一 ax 一 0 (一 B)xz 一 0. 
如 果 dim(CV: 申 Zi) 一 ， 那 末 工 便 是 普通 Hilbert 空间 (P,(.，)) 
上 的 亚 正 常 算 子 ,根据 已 知 的 结果 也 有 ceo(x)， polv). 

(ID 设 4€6a(T) 一 op(T)， 由 于 sc(7T) 中 点 必 是 工 的 近 

似 谱 点 ,所 以 存在 {4f}; 上 ,| 一 1,5 ==1,2,……-， 
1K7 一 173 一 0 一 oo). 

由 于 tT 所 以 {f,} 中 不 存在 收敛 的 子 序 列 。 然 而 从 
HT — 47)frll —> 0(n — 00) 

得 到 i 

(Cu — oI)(fs CO— fn), (uO— al)(f, — fm)) 

+t ((v — BTID), — fn), (ov — BI), — fn,)) 

+ (Olfe —1s), (fo — fm))—>0 (n,m->00), (4.8) 
即 | 

piu — oT) (fs FN + PyCv — BIT), — 1»)P 
+ {QF, — 1), (fo — fm)) — lpn — ol), 
~ foP— lp — PI — fr) —>0 
(n,m 00),. (4.9) 
因为 忆 是 有 限 秩 算 子 , 所 以 可 从 {f} 中 抽出 子 序列 ， 不妨 设 为 
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本 身 ,使 得 
lp_(# — oI)(fs — fa) + PCo — BI 
一 如) 下 一 0 一 co). 
由 于 {有 } 是 没有 基本 于 序列 和 的， 所 以 存在 某 个 8 > 0, 和 一 个 
子 序列 {jo}; 有 一 ford 守 ECR 二 1，2,、…')。 将 (4.9) 中 
{fs} 用 子 序 如 (fo.} 代 直 , 便 知 ck olw)。 BE olv), 证 毕 。 i 
显然 有 下 列 推论 . 
推论 4.7 设 T 了 一 4 十 iv 是 /Tx 上 下 正常 算 子 ， se), (7) 
都 是 实数 集 , 那 末 
(i) 对 任何 4 二 a 十 绍 Eo(T) 一 ov(T)， 必 存在 一 列 ty; 
好 中 一 1， 5 一 1,2,、.…; 并 且 fj &€ EsJTk,， 使 得 nn 一 co 时 ， 
(x — of)f, —> 0, 2 — BI ~—>0, (T ~ 47)f,. ~ 0. (4.10) 
这 里 {E,} 是 在 fx 上 的 谱系 ,A 是 含有 zx 狗 开 区 间 ， 
(ii) 如 果 工 还 满足 M 压 第 条 件 , 那 末 对 征 何 
Ecof77，1 一 5 十 胡 ， Sa 
必 存 在 一 列 {fs}, ol = 1, fo€E ENks 9 一 1,2, .使 (410) 
成 立 . | 
只 要 取 定 理 4.6 证 明 中 的 {j,} 为 {Eaf,|Esfsl!}， 易 知 扒 
ee 2 ~ 
定理 46 中 关于 olw)， cz 是 实数 集 的 假设 是 不 能 
a 
例 4.3 设 " 。 是 7 上 自 共 罗 算 子 ， 1 土 iE orlv), 并 且 v 不 
再 有 其 它 非 实 的 特征 值 ， 又 假设 3ge(p)。 和 ua 是 ”相应 于 
1 十 :的 特征 子 空间 令 了 一 纪 十 zi。 这 样 , TT 是 /x 上 正常 算 
子 , 并 且 Bafz)j 是 了 ,好 .相应 于 一 1] 士 3 2 1 十 1 的 特征 
子 空间 ， 易 知 一 1 sa(o?) 〔 否 则 将 发 生 十 是 的 谱 )， 和 
人 
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第 五 章 “不 定 度 规 空间 理论 的 某 些 应 用 


Hilbert 空间 及 其 上 的 算 子 理论 在 分 析 数 学 的 各 个 分 支 以 及 
在 随机 过 程 , 控 制 论 数学 物理 ,近代 物理 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 ， 
这 已 是 人 熟知 的 . .显然 ,凡是 出 现 非 正定 双 线 性 也 ermite 泛 函 或 
它 的 变形 (如 条 件 正 定 函 数 )， 并 以 此 作为 主要 研究 对 象 或 出 发 点 
的 地 方 , 从 原则 上 讲 , 那 里 就 有 可 能 需要 不 定 度 规 空 间 及 其 上 的 算 
子 理论 - 相对论 中 的 “时 - 空 "就 是 典型 的 不 定 度 规 空间 ， 有 反映 “ 观 
察 者 "的 变更 的 数学 形式 一 一 ( 齐 次 ) Lorentz 群 实质 上 就 是 “时 - 
空 "这 个 不 定 度 规 空间 上 的 西 算 子 全 体 。 当然 ， 由 于 “时 - 空 ?是 有 
限 维 ( 空 间 三 维 , 时 间 一 维 , 计 四 维 ) 的 ， 所 以 它 不 是 泛 函 分 析 的 兴 
趣 所 在 , 罕 于 对 无 限 维 的 不 定 度 规 空间 的 研究 ， 从 历史 本 身 来 说 ， 
它 也 不 是 出 于 单纯 数学 上 的 定 度 规 向 不 定 窜 规 的 形式 推广 ， 甚 至 
也 不 是 直接 因 某 个 数学 问题 研究 的 需要 而 提出 的 .正如 引言 中 所 
操 到 的 , 最 初 是 由 理论 物理 学 家 Ditac 因 量子 理论 研究 的 需要 而 
提出 的 ;数学 家 【TosTpsrm 也 是 人 以 力学 问题 的 研究 需要 而 在 数学 
上 首先 进行 研究 的 。 可 见 不 定 误 夫 空 章 吾 论 是 有 着 户 泛 而 深 宕 的 
基础 的 .近代 许多 物理 学 家 、 数学 物理 学 家 对 它 都 感到 兴趣 就 不 
足 为 奇 了 ， 不 定 度 规 空间 理论 晶 已 获得 一 些 很 有 价值 的 应 用 ,但 
这 仅仅 是 个 开始 . 人 


$1 与 不 定 度 规 有 关 的 散射 理论 


1 引言 ” 李 政 道 和 G. C. Wick 提出 用 不 定 底 规 来 消除 竹子 
场 论 中 发 散 困 难 的 一 种 理论 ， 在 本 节 中 主要 是 给 李 -Wick 的 理论 
以 严格 的 数学 论证 ,并 给 出 散射 算 子 的 形式 . 

2- 散射 算 子 的 表达 式 和 它 的 么 正 性 
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rm am We < 


L'a 


设 ( 昌 ,[',*]) 是 Hilvert 空间 。 喇 +: 是 号 的 两 个 评 线 己 子 空 
间 , 并 且 吾 一 妃 - 四 呈 ， 有 天 分别 是 站 在 好。 上 的 投影 ,规定 
/一 P 一 忆 ， 
(x, 7) = [jr, y], x yEH. (1.1) 
又 设 H 是 ( 召 ,(* , *}) 上 自 共 思 算 子 ( 即 H? 一 氏 ) ， 并 且 
Z(H)= (BIDNH BDHNH,). 
如 令 | 
H, 一 PHP,, H_ = p-Hp-, T ~ p_Hp,, 
显然 ,由 于 日 是 (如 ,(:,。)) 自 共 轿 的 ， 所 以 Hs 分 别 是 (Hs.{…， 
")) 《或 (Ba [*,，'])) 上 让 共 斩 算 子 , 并 且 
6 一 (CG al (1.2) 
反之 ， 如 果 Ha 分 别 是 (日 :，[，，*"]) 上 自 共 固 算 子 , 是 
(Hy,L*,*]) 到 (EH_,1L*,*]) 的 稠 定 闭 算 子 , 且 多 (7) 了 2 多 (H.)， 
才 (T*) 忆 多 (H-), 那 未 由 (1.2) 所 定义 的 算 子 是 (8H, (*,*)) 上 
的 自 共 杨 算 子 。 
当 MEe(B+) 时 , 作 已 -中 算 子 
A = tT ~ H+ Tl 一 昌 )-Tso， (1.3) 
称 算 子 值 解析 函数 人 包 ，) 为 的 特征 隧 数 ， 
下 面 用 特征 泥 数 表达 了 HH 的 预 解 式 ， 设 4ér(H) 而 且 & 称 4)-! 存 
在 ;这 时 从 (41 一 H)y 一 x 可 得 
和 Xs (1.4) 
rT*y, + (1 一 H;)y; 一 ry (1.5) 


其 中 x 一 x 十 x yy 十 yr 4 EHi, yrE BH:)), 
并 且 有 
人 一 人 一 再 x+ 一 (7 一下) {1.6) 
yh(AY x +t AATITOT — Hi) Ti}, (1.7) 


1) 显然 ;此 式 中 出 现 的 戎 个 单位 算 于 1 分别 是 在 H4， RH- 空间 的 ， 
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从 而 
Ys + BT 一 再 -ez 
(1 一 H)-: ( E De. 
— Hr — Th(2)- tx} 

' (1.8) 
由 于 H 是 作为 总 Hamilton 量 , 而 在 量子 物 建 中 我 们 只 考虑 这 
样 的 态 ( 即 向 量 ), 它 是 相应 于 H 的 实 本 征 值 ( 即 特 征 值 ) 的 本 征 向 
景 { 即 特征 向 量 ) 的 闪 加 ，。 因 此 记 相 应 于 H 的 实 谱 的 谱 子 空间 为 
HH,, H 在 日 ,上 的 限制 Hig, 记 作 H,, 按 物理 通常 要 求 ，11 是 自 共 
二 的 . P, 表示 ( 吾 , 上 ，,*]) 在 8, 上 的 投影 。 在 有 量子 物理 学 中 就 是 

要 研究 如 下 的 算 子 UD)(1E (一 00, co))5: 当 x 《Hi 时 ， 
了 (xy = erHrpe HH (> ). (1.9) 


a 


利 岂 (1.8) 式 给 出 UGQ) 的 表达 式 如 下 : 对 任何 e > 0， 作 围 
道 了, 一 74 十 7 了 7-,。， 其 中 
Yr 8 一 + 十 ,xu 由 十 oo 变 到 -一 co 
7 2 一 + 一 16E,，* 由 一 09 变 到 十 oo 
又 设 存在 一 系列 6 一 0， 使 得 1e 77, 时 、 太 1)7! 存在 (最 然 , 这 时 
{41 一 H)™ 存在 )( 见 (1.8)), 那 末 ( 在 对 olH) 稍 加 限制 的 情形 
下 ) 


erHp, — lim 二 | eta — HB)-'a2, (1.10) 
e~>a 2Xf Jr, | 
由 此 可 知 ， 
U(x 一 lim 本 国 ef 一 H) cy ( a )2 
0 2xf T+ 


1》 当 自由 Hamilion 是 右 , 上 和 宫 共 蝗 算 子 肝 时 ,实际 上 应 该 考虑 的 是 > 
eHr Poe 一 4# UCNe' Hr Ho. 
但 是 因子 e Hte ”ie 不 涉及 到 不 定 度 规 , 故 可 按 通 常 场 论 方法 处 理 ， 如 果 记 
6: 一 lim e ite Ho , 那 末 散射 算 于 应 为 S92564, 而 Ss 是 (1.20) ( 见 后 面 )- 
但 因子 G4，8* 等 是 属 通 党 讨论 范围 故 将 略 去 ， 
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PACD He Hy 
@ — HH) — TT*A(A) TCT jd. 


ed 再 ， eM Hp rr 


w= lim -一 一 
0 rt Te 


, (1.11) 
在 场 论 的 问题 中 ， 一 般 可 不 妨 假 设 《 玉 ,[*，*] 《甚至 可 假设 
(五 [-，*])) 是 可 煌 的 ， 利 用 H; 的 谱 分 解 ,可 知 不 妨 认 为 H, 是 
取 值 于 某 个 可 析 Hilbert 空间 (s+,【*，*]) 的 强 可 测 并 且 平 方 
可 积 的 函数 空间 、 当 w(")e ,时 ， 
上 一 |， JeCo)eo, CH)Co) 一 op(o)， 
由 于 在 量子 场 论 中 所 采用 的 要 , 大 都 是 具有 良好 连续 性 的 谱 , 所 以 
这 里 的 dw 可 认为 是 通常 的 Lebesgue 测度 ， 对 有 离散 谱 ( 即 出 现 
东 继 态 ) 的 情况 可 作 类 似 讨 论 ,这 里 不 再 次 述 . 
我 们 再 假设 有 算 子 值 函 数 “(w) (也 容许 它 是 算 子 值 广义 函 
数 ), 当 wec(H) 时 ,5(o) 是 64 到 五 - 的 线性 算 子 ,并 且 
Pe wR tCw) pm)dw, (1.12) 
那 末 , 当 8 € 纪 (T*) 时 ， 


ro, 81 = [| soe(ozo 人 
= | CCop(o)，plaa 


= | ,[e(o)，5Co)*elaa， 
因此 
(CT*p)(o) = tw)*p. (1.13) 
此 时 容易 算出 (1.3) 的 表达 式 ; 
a4) = 11 -H+| E00) oo， (1.14) 


(村 +) 4 一 地 


以 及 当 p EH 时 的 U(r)g 表达 式 : 
Ti) 中 
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2 tow) {w) cil- 


oAH+) 4—w 


一 lim | cog) — (0) a) 放 
ey so) po)e ro ，/ 
| EE dio 4 一 in 
ol+) 1 


(1.15) 
现在 再 给 出 在 上 述 一 系列 假设 - 下 的 波 算 子 和 散射 算 子 的 表达 
式 ， 
和 Hilbert SN 和 样 , 称 另 ; 到 已 ,上 的 算 子 
Qs: ~ lim Uz) (1,16) 


为 疲 算 子 ( 这 里 是 强 和 极限 )。 由 于 (1.15) 可 以 写成 
Ul gq 一 


| | 上 LS et 『 h(x 2 i0)-! 
1 Je0H+) 2 ~ ‘+—i0—w 


~ 二 tlw)plwo) drdm 
i 1 f° h(x 一 i0)7! » (1.17) 
Po) eo) ow 2mz L(x—i0—w) (ri0—w) 
plx + 10)-! 


7 ， Kx 一 an 
| tw Ppl)e 
X dxrdw 


根据 Titchmarsh 定理 , 当 是 可 积 通 数 时 ,几乎 处 处 有 
im 二 | dz 一 Ka)， 


srt+m 2 4 XO— 0 

有, 1 is) E 

3 | 一 一 一 一 一 一 dx = 0 
i zi Jxz 十 和 一 了 


因此 , 当 4#(w 一 ?0)- 中 可 积 时 ,就 得 到 
1 ae SE i0) "(ww ) p(w) dw 


9(o) 一 ro hem 一 i0) ~ wp on)de | 


0—w 


品 _ 中 一 


(1.18) 
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| blw 十 i0) (wm) pm) dw 
Hr} 


fo) — co)* | hl + 10) (wo) Plo)dn | 


Ht) oO 二 0 一 w 


QPp = 


(1.19) 


和 和 Hilbert 空间 情况 一 样 , 称 算 子 
5S = Q+0, (1.20) 


为 散射 算 子 ， 先 算出 8+ 的 表达 式 : 记 
Qt () 一 中 ， 
那 末 , 当 9pE 万 + 时 ， 


em- 人 中 -ea 人) 


一 人 人 oo) 一 | 一 5 
[2 (edge 
“H+ oO—i0—(:) 
一 [人 Ke — i0) (0) pC)do) | 
一 {x;,”] 


J 外 有 Eh) bes 一 区 Co) te) 


X dw, vo dw 


— | ,Leo) he — i0) -ts_, plo) de. 
H+) 


{1.21) 
从 【1.3) 可 知 ，#(4)* 一 (7%),， 因此 
hw CO— 10) = to + 0) 
这 样 ,由 (1.21) 推 知 


+ 人) x) bh 十 10)- 
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0 本 
2 (:)—wti0 区 多 


寸 20)-z (1.22) 
现在 导出 5 的 表达 式 . 把 (1.19), 《1.22) 代入 《1.20)， 立 即 
得 到 
(Sp) (ww) 
bs ,A + 0 (0) pm)d0 
= Ot 宙 | -wm 
Pleo) — to)* J Ce ede 
一 9(o) — te0)* | hl 十 i0) Eo) pw) ade, 


er) 一 号 十 加 


一 oo + 1。 t i0) (on) pln) deo 


=H 


— tw) hw 二 io)™| CoDe(oD je， 


Ht — wT 0 


+ to)*h(w 十 2 ko)ttm) 
x | CACOL COLL ze i 
“H+) 023 一 人: 十 10 
由 (1.14) 可 知 
AA)— AM) 一 I -| tw)t( 0)* dw 
4 一 Mo)D Oo) 
以 4 一 w 圭 i0, 4 一 wi 十 i0 代 人 上 式 ， 并 利用 它 改写 (1.23) 
的 末 项 为 


一 上 (Oo 是 (Ko + 加) | 1 Ce + i0) 


-TH 0 一 0 


— (Cot i + 10) (0) p(w ) de 
十 上 (ww) 轧 (Cio 十 0 | ho + 和 0) 


vt 
X dlw) P(e) dm, 
从 而 
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一 


GSp)(o) 一 w(o) — so)* {ho + i0) EC) Pleo) 


-om 


1 1 2 
x | 一 一 二 | 

RE 1 
he) De Sw) po) | 一 上 十 可 

E 
Tf -| do (1.24) 
有 利用 下 面 广义 函数 论 中 公式 (或 Cauchy 抱 积 分 公式 ) 
1 1 


一 一 一 一 一 一 一 土 xfoktxz 一 2) 十 
x 一 (ez 士 各) ( ) x*—4 


对 (1.24) 进行 化 简 , 就 得 型 本 节 主 要 结果 之 一 , 即 散射 算 子 的 表达 
式 : 
(So = (T+ 2 这 (Co io 十 10) E(w) p(w), 
下 是 直列 算 子 
S(w) 一 了 十 2z 契 sf)iKow 十 和) 区 [Co)， (1.25) 
由 于 散射 算 子 的 么 正 性 ( 即 是 不 是 再 算 子 ) 等 价 于 S(o) 的 么 正 性 ， 
下面 证 明 5 的 么 正 性 , 即 证 明 
So)*Sto) 一 So)S(o) 一 了 (1.26) 
有 从 (1.25) 易 知 5S(@)* 一 了 一 2x 论 (w)*h(w 一 10)"t(w)、 因 此 
SCe)*Sfo) 一 了 十 ait (wo ht 10) CO— hlw — i0) Vr) 
— (2x Lo) ho 一 i0) (oo) to)* 
XxX Atwmtt 10) (Cw). 
但 从 (1.14) 可 知 ，#(@ 填 10) 一 oo 一 i0) = 一 2rit(w)t (0)*, 
将 它 代 人 上 式 最 后 一 项 :立即 可 得 S(w)*S(tw) = I， 同 理 可 得 
So)S(o) = 1. 
3. 李 -Wick 楼 型 ”现在 将 以 李 -Wick 模型 为 例子 来 说 明 第 2 
小 节 中 各 种 算 子 。 在 李 -Wick 模型 中 ,总 Hamilton 算 子 是 


HE 一 mV 十 {CR) er Ck) a kak 
+| gol RCV*NaCR) 十 VN*o*( kG, (1.27) 
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-一 一 -一 -一 -一 一 一 一 - ,-… 一 -一 -= 一 一 


一 


其 中 epo(R) 是 实 函 数 , o 是 了 粒子 的 静止 质量 ， 
nm(R) 一 Vv 下 十 下 
(R= (RR), RC CRY + RY + (RP, doko GAGE 。 
之 0, 而 ,Na 和 VV*,N*, a* 分 别 是 下 科 子 ,NN 粒子 ,9 粒子 
的 沽 灭 和 产生 算 子 ,而 且 满 足 交换 关系 和 反 交 换 关 系 
[aCR), a*(k')] 一 6(k — k'), (1.28) 
{N,N*}=1, {7,V*}=C—1, (1.29) 
这 里 [4,，B],{4,8) 分 别 表 示 48B 一 了 B4,4B8 十 BA4， 由 (1.29) 
中 的 {FP,，V*} 一 一 了 工 立 即 可 知 , 出 现 了 粒子 的 态 是 负 度 规 。 事 实 
上 ,如 果 外 表示 真空 态 , 那 末 [和 ,go] 一 1， 并 且 按 物 御 意义 内 
必 是 任何 粒子 的 沽 灭 算 子 的 零 向 量 。 从 而 由 反 交 换 关 系 
《FF 一 一 了 
有 
[及 YoF*+g] 一 【FF*G ,gp] 一 一 1 十 [一 +Fg，d 一 一 1 工 
即 单 了 粒子 态 了 *@ 是 负 度 规 。 更 确切 地 说 ,反映 反 交 换 关 系 
{V,V*}=—1 
的 数学 框架 不 能 用 Hilbert 空间 , 而 只 能 用 负 度 规 空间 .。 但 拭 述 
粒子 N, a 仍 是 Hilbert 空间 ,因而 措 述 PV, N、a 相互 作用 体系 的 
数学 框架 只 能 是 不 定 度 规 空间 ,为 此 ,用 (*，*) 表示 物理 态 之 间 
的 不 定 内 积 ,而 用 V1,N*, at 分别 代 赫 V*, N*,a*, 从 而 (1.28)， 
(1.29) 分 别 成 为 


Lak), a'(k)] ~ Ck — ke), C1.28) 
{N,N 1 VV) = — 1, G1.29) 

| V+(x—1)9 

容易 看 出 ， 形 如 (二 a ) 的 态 ( 即 全 有 ("一 1) 个 9 粒 于 


和 一 个 粒子 ， 以 及 合 有 ，” 个 8 粒子 和 一 个 六 粒子 的 合成 态 ) 全 
笨 所 成 的 态 空间 H'” 是 H 的 约 化 于 空间 。 现在 来 表 出 Bo， 及 
Hla. 

设 p( 蚊 ，…:，R) 是 殉 ，…， 开 的 平方 可 积 函数 ， 而 且 
关于 部，-…，&。 是 对 称 的 ， 作 Y 十 #6 型 态 向 量 . 
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Oo 一 No) 


X Ah- dD. (1.30) 
我 们 把 态 Bs 和 ?一致 化 ,这 种 礼 (或 8p) 全体 记 为 日 外, 这 时 由 交 
换 关 系 (1.28),(1.29)' 容易 算出 


C006, 00) = 1. ps, ke) dd, C1.31) 


记 (@,, D,) 汶 [qp， pl. 同样 设 中 (天 六 下 ,_,) 是 号， ,ko 
的 平方 可 积 函 数 , 并 且 关 于 妈 ，.… ,天 。: 对 称 ( 当 = 一 1 时 ,由 是 
常数 ), 作 态 向 最 


wo hs eh) 


X a (Re) dk -dR iDo. {1.32} 
这 种 态 全 体 记 为 HO ( 当 n ~ 1 时 ，H 只 是 一 维 复数 空间 )， 这 
时 


(Fo, 0) = — C0 — D1 ek, ha OF 


X dK dR (1.33} 
将 它 记 为 一 [%, %]， 那 末 , 显 然 有 
于 一 HVOBHY,, 
H", HY ,HY 就 是 上 一 小 节 中 的 H, BH_, H,。 


用 函数 对 (” ) 才 示 态 g， 十 多 ,把 也 在 He 上 表示 成 (12)， 
这 时 ， 


Ho (m1 + Doh)) GCs ss hea), (134) 


H+q 2 2 ol R,)}p( hk,, | RR,), (1,35) 
vot 


(Tp)(k,, 时 ks 1) nd "| p(kh,, 和 R._,, R,) pol Res) dk, , 
{1.36) 
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《Fr*w)( 开 ， ，，) 一 二 > sR,, rg kk,) 


X pol Ri). (1.37) 
这 里 名 表示 变 元 i; 不 出 现 。 容易 算出，T，F* 关 于 内 积 互 为 共 扬 
算 子 , 冯 此 对 它们 可 采用 第 2 小 节 的 方法 ， 
今后 简 记 wl 和 ) 为 wj, 记 ww 一 器 十 -… 十 w:。 用 7i 表 
示 单 位 向 量 ，ari 表示 单位 球面 的 面积 元 素 。 令 i 一 |i|7;， 
firn coif co ， 本 (fi, "fp-15 TiS "**y Te)’ 
dy 一 万 di I dtr, 太 (Ck,, “** ,RkR,), 旨 丰 es IT di, 
在 变数 变换 下 ~> (v,w%) 下 的 函数 行列 式 记 为 J/， 那 末 ， 
C4 Jadvaw, 
这 时 ep(4) 玉 可 视 为 和 的 函数 , 记 之 为 节 p，ow)。 取 e+ 为 关 
于 zz 平方 可 积 的 尼 > 为 变 元 的 表 数 空间 , 当 g & sj 时 ,规定 
lat ~ m1 | Isr) Pas, 


那 末 多 z, wo) 又 可 以 看 成 取信 于 64 的 薄 数 p(w)， 那 末 8 和 就 
是 取 值 于 6 的 向 量 值 函数 空间 ,而 且 
lol = vlan = ot {1gc han, 
{Hig)(%) = woqlw), 
此 处 0. 为 H 的 谱 集 [np,o0)， 再 作出 相应 于 (1.12) 中 的 多 oo): 
记 


s—1 
了 四 (91， ER 好 1) ， dq 一 I[F dgi, 


作 广 义 函数 
549, = Pp {hk gi) ah 


(1 — 工 ) 1 


= qs) po(R,)1#}, 
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这 里 多 {.……} 表 示 关 于 如,，-…, 中, 对称 化 后 所 得 各 项 之 和 ， 


由 于 奈 是 > 条 lo 的 轿 数 ,上 述 (2， 外) 可 以 看 成 9 Y, 如 的 函数 ， 
记 之 为 江 q,v, wo)， 作 算 子 值 函 数 如 下 : 


Co)plo) = lgs vs oPv, dv, (1.38) 
由 (1.36) 容易 验证 (1.38) 所 定义 的 (om) 满足 C1.12), 并 
eo) | ie », 0)(q)ag. (1.39) 
设 这 时 Mo + i0)-! 是 如 下 的 积分 算 子 ， 
Ho + io)"(g) 一 | Moi 9, 9)b(9)dg, (1.40) 


这 里 积分 核 XAw; 9，94 ) 可 以 是 广义 函数 。 那 末 ， 由 (1.25)， 
(1.38) 一 《1.40) 就 得 到 


(sg)(o) = Pr, 0) + AE | kg, », o)h 0; 9, 9') 
X dg,» mo)$(y’, 0)dy'dg'dq 
= Bl», 0) + Z| lq, », wo) 9, 9") 
X (9q 7 ob so) Bw — eo') dy'dg dgdo. 
理 把 它们 化 成 《的 函数 , 则 上 式 变 成 
Go) (CD = pO + EE 9 Ol; 4;4") 


X (9 , RY)PpR)Gm — wo dak dq'dag, (1.41) 
又 令 


8 人) 一 二 多 [8 如 一 若 )…8(h 一 起 ))， 
SK ) — Bk; K) + 2 (0 — oo') 
x ze， A)h(wm; 9, 9)5(49 ,Rk )dq'dg 
A 2 aCe 0) DD pl) pb) 
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X hlws 天 ， a Rs ss ,> 

中， 5 Rk, ) ， 
由 {1.41) 可 知 - 
(Sp){K) 一 | SC RY pO) 


因此 ,散射 算 子 的 计算 就 化 成 计算 SCX; 区 )， 而 关键 是 计算 并 oj; 
9，9)， 但 由 (1.40) 推 知 , h(w; 49， 9 ) 是 方程 

hlw + i0)h(0m; 9, 4 )— 4,4) (1.42) 
的 解 。 又 由 (1.3),(1.34) 一 (1.38), 应 该 有 


n—1 
AD4(9) — (2— mo — 5 lg) ) lq) 


a bg 和 , i, ey LACALAC HL 
> | ， 
i=1 4 一 Zoo(gi) 


(1.43) 
下 面 我 们 假设 gol 中 ) 只 是 | 天 | 的 函数 ,也 就 是 
中 一 W 十 | 

的 函数 ,并 记 为 c(e)， 又 记 

YY 一 《rr 一 (oo wa), 
那 末 大 的 函数 成 为 与 的 函数 ， 在 这 样 的 变数 变换 下 ， 

SA KR) = 6(r; rT)S(8; %'), 
又 因为 


56; 0) = 8830) + Lal — 0) 六 clone(oi) 
jt=l 


X 有 try ,Di ,Ons 
ob cos) 
由 (1.42),，(1.43) 可 知 函 数 
y= 0 07) = RS ol oo ct 
应 是 奇 性 识 分 方程 
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eC 


的 


a pw Vo Greatfciefasjan 
| 
j=t 二 0 一 >) op 

的 解 ， 因 此 s 矩阵 元 的 计算 就 化 为 解 上 述 积分 方程 。 

李 政 道 和 Wick 求 出 了 = 一 1 ( 即 N6 节 ) 和 w 一 2( 即 N68 
节 ) 对 散射 矩阵 的 元 ， 当 ”= 1 时 ,只 要 解 函数 方程 ; 当 ” 一 2 时 ， 
问题 归结 为 解 单个 变数 的 奇 性 积分 方程 。 对 于 之 3 时 ， 解 多 个 
变数 函数 的 奇 性 积分 方程 ， 将 有 本 质 上 困难 ， 对 于 一 3 ( 即 
N699 节 ) 我 们 给 出 奇 性 积分 方程 (144) 的 解 (此 方法 原则 上 可 应 
用 于 ” > 3 的 情况 ), 由 于 求解 积分 方程 问题 已 与 不 定 度 空 间 理论 
无 关 , 故 这 里 从 略 . 

4. 带 不 定 度 规 或 带 中 间 系 统 的 散射 问题 ”上面 所 粗略 讨论 的 
带 不 定 度 规 的 散射 问题 和 Jetmaf 所 研究 过 的 带 中 间 系 统 的 散射 
问题 有 着 十 分 密切 的 联系 。 然而 Jeman 的 理论 论证 中 有 些 地 
方 是 暧昧 不 清和 的 。 自 本 小 节 以 后 的 各 小 节 将 以 严格 的 定理 形式 将 
它 和 带 不 定 度 规 的 散射 问题 统一 地 加 以 论证 . 

问题 的 提 法 : 

带 不 定 度 规 散 射 间 题 ” 设 (如 ,(* ,*)) 是 不 定 度 规 空间 ， 

五 一 HBH, 

是 正则 分 解 ，dimH_ 一 丰 mB 一 No。 由 分 解 及 二 H_@BH, 产生 
的 内 积 为 1'，*]。 Ps 是 已 在 有 H: 上 的 投影 J 一 P, 一 P_ ,HH 是 
(H,(.,*)) 上 自 苍 算 子 , H' 是 本 的 约 化 子 空间 , 记 H’ = Hl|g,， 
H 在 站 上 只 有 实 谱 ( 这 是 物理 上 对 能 量 算 子 的 要 求 )。 考察 的 是 
以 可 为 散射 系统 的 物理 态 空 间 , 于 ' 为 《Hamilton) 算 子 (注意 ,在 
下 面 的 数学 论证 中 ,必要 时 规定 H 在 H+ 上 是 零 ) 的 如 下 散射 问 
题 : 是 否 对 一 切 风 E 下， 有 jw，gw &€ Ho， 使 得 


lim en 一 oiegall 一 0, 
fet 


(1.44) 


es 35 。 


lim Net’g 一 cotHgs| 一 0， {1.45) 


其 中 于 号 自由 Hamilton 算 子 ， 它 是 在 某 个 闭 子 空间 Hs 上 关于 
I.。'] 的 自 共 轰 算 子 。 如 果 (〈1.45) 满足 ,定义 波 算 子 
全 一 中 W_phs = Pp. . 
当 e “4 一 致 有 界 时 ,显然 有 
Ws ( 强 )lim cree. 
如 果 印 是 FH 虱 8 的 双 射 ,定义 散射 算 子 5 一 印 21W (显然 这 
与 (1.20) 是 一 致 的 ), 即 Sgs 一 gs。， 散 东 间 题 就 是 决定 5 的 存在 
性 ,机 性 及 其 表达 式 . 
本 文 若 察 如 下 两 种 情况 :【《 一 ) 假 定 FH 是 正 性 完备 子 空间 ,这 
时 取 瑟 ; 就 是 环 ， 负 而 
再 一 人 > (1.46) 
《有 关 工 的 假设 将 放 在 下 一 小 节 )、 再 乡 设 ( 强 ) 


lim era+e-rH 一 0 


tr 和 


存在 ,并且 是 及 ; 一 H,。 上古 算 子 。 这 在 通常 散 庙 理论 中 是 煞 知 
的 ,并 且 与 不 定 度 规 无 关 , 可 按 通 常 办 法 处 理 ,因而 可 扳 开 不 管 . 记 
7(D 一 全。Ta(a) 一 。 ar， 因此 散射 问题 化 为 求 如 下 波 算 子 

9s 一 ( 强 )jim COPe( 一 9. (1.47) 
由 此 可 见 ,散射 问题 化 为 9-:9， 的 存在 性 \ 丁 性 及 其 表达 式 。 下 
面 不 访 认 为 5 一 9-"9+ (只 要 不 误解 真实 的 散射 算 子 是 0-'S 人 )， 
(一 ) 及 一 日 ， 这 时 仍 作 分 解 (1.46)。 记 


H. O， 
了 一 人 ) 
O HH， 


假设 
| ( 强 ) lim eirHie-iHo 一 

存在 ,并 且 是 西 算 子 。 撒 开 它 , 记 多 (9 一 em。 散射 问题 化 为 
求 如 下 波 算 于 


,346° 


ED ie bm cee et eo eet mie 


04 一 ( 强 )imF(OPC 一 人， (1.48) 


以 及 散射 算 子 5 一 9-19; 的 存在 性 、 西 性 与 它 的 表达 式 ， 
”关于 下 再 作 如 下 说 明 , 设 xe 互 ， 如 有 上 、 下 开 半 平面 上 取 
值 于 互 的 解析 了 酌 数 x(1)， 使 得 〈H 一 21)x(4) 一 * 成 立 ,就 称 x 
关于 和 是 实 谱 的 ，x(,) 是 x 的 预 解 函数 。 五 中 关于 HH 是 实 谱 的 
向 党 的 全 体 记 为 日,( 示 必 是 闭 的 ), 称 为 瑞 的 实 谱 子 空间 ， 显 然 
CH 如果 (1.47) (或 (1.48)) 中 的 9+ 存在 , 且 为 好 (或 HH) 
到 的 有 界 的 双 射 , 易 知 
H 一 0+H497 (或 再 一 QHG+)， (1.49) 
由 于 我 们 只 考察 H, (或 H) 是 具有 全 连续 谱 的 情况 ,所 以 当 
x€ 及 | 时,(H; 一 41)-!x 作为 2 的 向 量 值 解析 函数 必 是 C 类 ?的 . 
瑟 : 中 C 类 全 体 记 为 Hi , 由 此 可 知 H CH, .今后 均 假 定 
H' = H;. 
带 中 间 系 统 的 散射 问题 设 玉 . 是 弹性 或 非 弹 性 碰撞 的 渐 近 
态 ( 二 如 粒子 a1, a; 碰撞)}， 把 碰撞 过 程 看 成 先 形成 中 同系 统 E( 复 
合 粒 子 ), 再 由 中 间 系 统 2 衰变 为 碰撞 渐 近 态 ( 例 如 a 十 4; -> 6 一 
qa 十 0)。 设 中 间 系 统 的 态 向 量 空间 是 Hilbert 空间 (H-,[:,'1)， 
其 自由 Hamilton 算 子 是 Hi((5H1, [*，*]) 上 自 共 斩 算 子 ) ,整个 
系统 的 态 空间 人 司 是 HH 一 六 -四 号 ，Hamilton 算 子 形式 为 
ee 人 
其 中 了 T, T* 分 别 描 达 中 间 系 统 的 形成 和 衰变 的 机 制 。 我 们 有 了 时 也 
研究 物理 态 空间 为 总 的 子 空 间 下 ( 即 了 H)、 而 Hamilton 算 子 为 
Hlx， 的 情况 。 对 于 带 中 间 系 统 散 射 问题 ， 我 们 也 只 考察 两 种 情 


1) 所 4) 是 定义 在 上 \ 下 开 半 平面 上 的 向 量 值 解析 迹 数 .如 果 对 全 何 向 量 *， 阔 数 
[C4),a] 可 表示 成 Cauchy 型 积分 ， 即 有 jeCo) EL ， 对 一 切 41mA 寺 0)， 


[KD = 到 | 闪 吕 dw， 就 称 厂 -) 是 C 美 ， 如 果 天- 满足 如 下 条 
2xrf 」 ww 


件 : so8 | je + Pipe=<oo， 就 称 了 是 万 " 类 。 


证 7 


况 : (一 ) 中 间 系 统 在 碰撞 前 不 出 规 , 在 磁 撞 后 被 衰变 掉 这 种 弹性 
散射 情况 , 渐 近 态 为 Hj. 记 VG) 二 eT 于, Vo 一 < H+ (H; 是 
和 让 出 Hamilton)， 这 时 要 求 对 一 切 4EH, 有 $s，gme 昌 | 使 
(1,45) 成 立 。 记 82 为 
0 一 出，9_da 一 中。 
对 93 仍 有 公式 (1.47), 仍 可 定义 散射 算 子 3 一 8-:98;。{ 二 ) 以 
互 为 渐 近 态 空间 (这 时 包括 弹性 和 非 弹 性 散射 )， 仍 可 引信 HU《 自 
由 Hamilton 算 子 ) 区 及 PCD 一 ea 按 (1.48) 定义 波 算 子 
等 
可 见 带 不 定 度 规 和 带 中 间 系 统 散射 问题 是 可 以 统一 的 ， 今 后 
对 带 不 定 度 规 的 ,规定 ? 一 一 1; 带 中 间 系 统 的 ,规定 14 一 1. 又 
令 T 一 nT*。 那 未 , (1.46)}, (4.50) 统一 成 
u(r a {1.51) 
下 面 和 第 2 小 节 一 样 ,对 (1.51) 引 人 算 子 { 称 为 特征 函数 )， 
HA = A — H+ rT(H, — XT (eo(H)), (1.52) 
它 是 8- 到 算 子 . 根据 (1.8), 对 任何 
2 
AA rr tA) TOAT — Hi) rr 
Qf 一 H)” 人 二 CE HI + Tk)-T1 ) 
一 Hz 十 Ph)-iz 
. (1.53) 
上 忒 对 使 得 其 中 每 个 式 子 都 有 意义 的 和 成立， 由 此 易 知 ， 
A = P21 — H)'P.. (1.54) 
5, 渐 近 太空 间 为 H; 的 情况 ”显然 ,散射 算 子 的 存在 性 、 西 性 
等 是 要 有 条 件 的 。 由 于 量子 场 论 中 真实 的 相互 作用 场 的 Hamilton 
算 子 迄今 无 法 完全 知道 ,因而 很 难说 应 对 耳 加 什么 条 件 是 恰当 的 ， 
而 下 面 所 加 的 条 件 只 能 说 从 物理 上 是 合理 的 (至 少 对 李 -Wick 模 
型 是 可 以 的 )。 
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设 H; 的 谱 具 有 全 连续 性 ,因而 可 不 妨 认 为 H+ 就 是 取 值 于 可 
析 Hilbert 空间 (84, [*,*]) 的 co(H4+) 上 平方 可 积 泥 数 p(') 的 
全 体 , 并 且 


ep 一 | ,lode, (Hp) (0) 一 og(o). 


(H+} 
”为 方便 起 见 , 设 开 _ 是 有 界 的 ,又 设 5(w) 当 w& olH+) 时 ， 
是 (4, 了 ",*]) 到 (下 _,[*,*]) 的 有 界线 性 算 子 ， 并 县 5(') 是 
在 olH;) 上 强 可 测 的 算 子 值 通 数 , 布 


ry = | 二 Co)p(o)aoy 


并 且 工 是 有 界线 性 算 子 ,这 等 价 于 
| |e) Paw < oo。 (1.55) 
JH+} 和 
再 设 有 4 之 2, 使 得 
a Bea < 00. (1.56) 
记 (Cw) 一 95(w)*， 那 未 易 知 , 当 8 &€ H_ 时 ， 
(re)(e) 一 5(o)p. 
因此 , 当 Xo(H;) 了 时， 
1 人 一 17 一 下 十 | Coo) ya. (1.57) 
oH woO—1 


对 上 、 下 开 半 平面 上 的 算 子 值 ( 向 量 值 ) 解析 函数 f(4)， 当 ww 是 实 
数 时 , 记 天 (w) 一 玉 w 土 0 )， 由 (1.57), 根据 Cauchy 型 积分 公式 
知道 ,如 果 对 几乎 所 有 实数 wEol(H)， 算 子 hz(o) 存在 , 则 
Bm) — Aw) = 27 (0), WEoH), {1.58) 
令 FB 表示 Fourier 变换 : 


(Srp = 翅 | ee(oao， 
Pus, 表示 L*( 一 oo, co) 上 的 投影 算 于 : 
Pus ~ Xu 
其 中 xww 是 区 间 《z。 5》 的 特征 函数 ， 当 p 之 1 时 , 作 工 (一 oo， 
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2 ) 上 算 子 
十 di 
Q+: BH> | pr 
易 知 , 当 1 委 < co 时 ， 
OQO= FP mR, 0 一 .多 Pom. 
因此 , 824 都 是 工 式 一 oo oo) (1 所 8 达 00) 上 极 影 ( 即 有 界 , 回 
等 算 子 ), 而 且 
0+:+ 0-.—1. 
定理 1.1 设 对 o(H;) 外 的 一 切实 数 4, hw) 存在 ;而且 对 
几乎 所 有 ww，h4(w)、hilwm) : 都 存在 ,对 每 个 a€ H.，. 
( 强 ) im Ara = ho)i 


对 几乎 所 有 。 成 立 。 又 设 办 (wo) "lw) 是 有 界 算 子 ， 


{lssC0) -ide < 00, (1.59) 
又 有 数 9 > 2， 使 得 
| as(omz(o)leao < o， (1.60) 
那 未 有 五 ; 到 已: 上 的 线性 算 子 04 满足 
a (| pb i 
: PIIritQrhr tg 
它 的 共 罗 算 子 01 ( 当 一 1 时 ，04 即 04) 是 有 界线 性 算 子 旦 满 
se 
a! (© ) 一 p+ Zitihi Ot + Chrto (1.62) 
四 下 之 千 下 名 3 
并 且 适 合 


O10 一 Ta QQ01 一 了 ， (1.63) 

904 是 瑟 ; 到 H, 的 丁 算 子 (一 一 1 时 , H, 按 不 定 度 规 ), 书 是 玖 

到 H; 的 投影 算 子 (一 一 1 时， 下 一 已)， 当 了 一 一 1 时 ,不 定 
度 规 在 有 H; 上 是 正定 的 , 而 且 

Hz ~ 902，F( 一 人 :ToCz)G3 (1.64) 
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gx: 就 是 散射 问题 的 波 算 子 : 
Ji IV op — Vo pl = 0, pg EH;, (1.65) 
lim |FCODx 一 TofOGtxrl = 0, x EH;:, {1.66) 
而 整个 渐 近 态 空间 就 是 HH;。 散 射 算 子 5 一 0219, 的 形式 是 
S:p() HF 5 ) 9g(), Slwo) 一 了 一 riti(ewo)h (wo) 全 (cj 
(1.67} 
S 是 日 | 到 万 ; 的 西 算 子 . 
此 外 ,如 果 满 足 条 和 件 4, 即 当 人 一 一 1 时 , 有 一 下 数列 fs-}， 
En -> 人 0, 使 得 人 Ca 十 i6n) +!, 而 有 不 管 和 本 土 1， 有 数 79》 有 


;> 
l<r <— 
32 十 2 


a 
:sup | (lao +ie) "+ lw + iso 人 


那 末 H; 一 开 ( 当 1 一 1 时 , 即 H; = HH). 
证 分 成 七 步 来 证 明 本 定理 。 
(I) 关于 9 的 有 界 和 保 距 性 。 简 记 有 (o]- 芯 (o) 为 工 x(o)， 


令 HV 二 {plq€ Hi;，suppp 有 界 ， BE 《一 0, 00)}, 
由 (1.59) 可 知 , 当 EH 时 ，L+9 EL'( 一 00, oo)， 玉 此 


p> Lipdo 
是 H; 一 昌 . 的 有 界线 性 算 子 . 设 pe .A , 那 末 
(of —H OL,9(o) e Leia(H;); H_), 
且 
ool — HL 一 (ol —H)9-Lip— | Livde. 
(1.68) 


由 于 瑚 + 也 + = 二， 所 以 
Qi— altH)Lr = 0 te — OQ-(wl — HL:p, (1.69) 
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由 (1.68 一 1.69) 以 及 0- 的 "让 共 斩 " 性 得 到 
In[Q_(h: — wl + H)Lip, Lp] 
~ In sp, Lip] 一 ToIC-(o — H.)Lip, Lr+p] 


-= nitp, LP] 一 了 cecoso|| (1.70) 


由 于 04Lrqg 是 上 半 开 平面 上 HH- 污 类 函数 的 境界 值 函数 ， 由 
(1.57) 和 条 件 《1.56)。 一 of 十 也 -一 29,5ti 也 是 上 举 开 


平面 上 Hf 类 中 瑟 数 的 境界 值 沙 数 ， a ja 
H -类 中 函数 境界 值 函 数 ， 由 ;> 1， 利用 五 -25 类 函数 


的 Cauchy 积分 公式 得 到 
一 后 [foam 
8 -+ OE | wm CO— (wm — 10) a 
(1.71) 
合并 (1.70 一 1.71) 并 利用 84 十 8 一 ,立即 得 到 
In[Q_(h4+— wl+ H_)0_Lig, Liq] ry In[O.tm, Lyp] 
i | 
-ee Wy 
类 似 于 上 述 讨论 可 知 ， 
Ch — ol + HI)OLip EL (— 0%0, 00), 
利用 8- 的 “ 自 共 罗 ”性 以 及 (1.58) 又 得 到 


InLO_(he 一 wiI+ H_)0_Lip, 工 +B] 
Tal (ho 一 of 十 H_)0.Lig, 0_Ligp] 


~ ol H)— (4-—ol 


+ H)}O-.Lip, 0-Lip] 
= qr)t OL Pl, (1.73) 
合并 (1.72 一 1.73), 当 qg EH 时 ,由 Q4 的 定义 (1.61) 得 到 


losplP ~ |) Lp) + hp — 2ReL2m 


a 3 了 352。 


x 中- 工 + 。，9] +4015.0..L :9 
~ oP + CQ—n stp (74) 


再 证 (1.74) 对 PE H; 也 成 立 。 任 取 p EH, 必 有 pwe 6， 
使 得 jp。 一 pl 一 9《 事 实 上 ,只 要 取 


Poo) = Xeno)p(o) f(t TIL) po) 
+ 二 Ip) ) 


就 可 以 了 )。 由 于 (174) 成 立 , 算 子 84 一 glv 在 .A2 上 是 有 界 
的 ;所 以 9+ 可 唯一 地 延 拓 成 五 : 上 有 界线 性 算 子 ， 延 拓 后 仍 记 为 
2@+， 只 要 证 明 0; 一 94, 就 可 知 84 是 有 界 的 了 , 而 且 由 于 (1.74) 
右边 也 是 ?的 连续 泛 孙 ,从 而 《1L74) 对 一 切 p& Hi 成立， 为 证 
OQ’ = QO., 
对 pg € 昌 ;:， 取 pn€ A ， 使 得 le 一 ph — 0. 作 
A {pispELTI 00, 00), $eEH,), 
任 取 四 et ,we 日 ., 那 未 从 (1.60), L*O_tfpe (一 oo, oo)， 


因此 
[ee -和 [we 
一 lm{[fL pado, a] 十 [pw $] 
一 2ri[E,.0_L._pa, $1]} 
= [| 39a, | + [q, 4] 


一 2rilp, LO_Ztp], 
然 硬 [9, L#0-28] 一 [50_Lip, 风 ], 而 且 228' 一 中， 由 此 
可 知 9+q9 一 9+p， 因此 Q4 是 有 界 算 子 ,而 且 对 一 著 p, (1.74) 成 
立 . 当 一 1 时, {1.74) 表明 94 是 保 距 算 子 ; 当 有 一 一 1 时 ,由 


(019,919) — laiplP — 2| Jrewaol| 
立 风 可 知 (94p, 049) 一 ql, 即 8; 是 保持 度 规 不 变 的。 对 8 
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可 一 样 讨论 ， 

GD 令 Ga = 94H;， 由 02 保持 度 规 不 变性 立即 知道 ，9。 
是 妃 , 到 G4 上 的 西 算 子 。 当 二 一 1 时 ,因为 Gz 是 Hilbert 空 
闻 (8+，[，,]) 经 保 焉 算 子 8; 映射 后 的 像 ， 所 以 (G4, (+ ，*)) 
是 Hilbert 空间 ,并 且 易 知 Ca 在 (H,(+,*)) 上 闭 包 Gs 中 必 不 含 
非 零 零 性 向 量 ( 事 实 上 ， 如 果 有 非 零 零 性 向 量 zc Gs、 必 存 在 
yc G+、 使 得 (ys 一 z，ys 一 2z)0， 从 而 {ys1 按 (*,*) 为 基 
本 的 ;但 84 是 保 降 的 ,并 且 是 单 射 , 所 以 831y, 成 为 (Hi[*,*]) 
上 基本 列 点 ,从 而 存在 极限 和 五 +， 因而 

(ya — Qixo, yr 一 @xr) 一 (Qxf(9zty 一 to)， 
Qu(Gxrlyn — 70)) :> 0. 
由 于 yp 一， 所 以 (ys Jo) 王 (Cz,，2) 一 0， 从 而 011yn 一 0， 
再 根据 84 的 连续 性 可 知 ，” 一 9x(gay) -> 0， 显 然 这 与 假 设 
ys 一 3 过 0 相 矛 盾 ). 根 据 第 一 章 $ 3 引 理 3.16,G: 是 (H,(*,*)) 
上 完备 子 空间 ,所 以 相应 于 G4 有 投影 算 子 Pec4:， 显 然 ， 
lo = Ty OO 一 Pi. (1.75) 
以 后 将 证 明 Gz 二 Hi. 
另外 , 可 仿 本 节 的 第 2 小 节 的 证 明 方 法 可 以 证 明 (1.62) 式 . 
(II)》 今 证 
Ho: DQ3H:. (1.76) 
任 取 mt€ 多 (Hi), 由 PE ，wp€ 有 Hi， 易 知 痕 数 
wPQ+rp = wlp — 2rit.0_Lip) 


一 wp— 2rit0 Liwp— ivao 


一 PQwp— | Lpdwm (1.77) 
属于 工 ( 一 oo %), 所 以 P,Q.pf 多 (H;),， 因此 24g€ 多 (H)，, 
又 由 (1.77) 及 (1.61) 立即 可 知 


Ho,e -= 中 | Liqpdw 十 sao 一 ee | 
Gog 


= 354. 


一 一 


然而 
H. | Liqpdc 十 ftpao 一 2 I 


区 face + 绅 一 2ai0CN5Ly9)da。 


利用 
、 有 一 of 一 HH 二 2zi0t， 
即 知 
P_HO,q 一 | [ol — bi)L+p +t taldw 
， 一 | L+wpdwm, 
这 样 就 有 


Horp = QHrp, ypE ZH), 
立即 得 到 (1.76)， 由 于 


-1 
I 一 He TE 
且 了 是 有 界 算 子 ,因此 , 当 |1»4| 充分 大 时 ， 
Gr Hi t= HDL 一 (一 于) CG :) 
具有 有 界 的 逆 算 子 (4 一 HH)"*。 又 由 (1.76), 有 
(47 一 H)Q4 O04 — H,), 
因此 当 1m4| 充分 大 时 ， 
QT 一 了 -DCT — H)} 9,, 
然而 上 式 两 边 都 是 有 界 算 子 ,因此 
QT 一 了 3 一 (1 一下) 9 
由 此 得 到 94(41 一 HH,) 一 (41 一 HH)94, 因此 
QL.H., Ho,. (1.78) 
所 以 ,只 要 证 明 H， 一 G4H. 就 得 到 (1.64) 了 了 . 
(IV) 今 证 Hi 一 28. 由 (1.78), 当 4 是 非 实数 时 ， 
{47 一 再 )Qx(27 — Hr): 94, 
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因此 对 任何 向 量 x 一 04.9, pE 及, ， 有 预 解 式 
x(2) 一 Qi — H) yp, 
由 于 (1 一 Hi) peEC, 易 知 Oak 一 Hi) 9pEC， 立即 得 到 
= Qi9E HH， 所 以 G4 = QHiCH,. 
再 证 Hr CQ4H,。 住 取 ve 下 ， 则 由 98.04v € HH， 可知 ， 


[Es Dy (1.79) 
再 由 《1.75) 可 知 
Qt (%)= 0。 (1.80) 
由 上 式 和 94 的 表达 式 (1.62) 得 到 
Po) ~— alo)h C0) [ot | Lo Po) so,| 一 0 
op — (ws + i0) 


wEoHI). (1.81) 
令 i 
9(1) = ot fo ee) zols 
并 用 2xis(w) 左 转 (1.81) 两 边 , 有 . 
PAw) — Blw) 十 hle) — hw (0) Bw) 一 0， 
邑 
ho D0) hw) PB (ww EoH),. (1.82) 


BC:) 
站 C， 使 得 


pC) a 
人 We (> 
根据 第 2 小 节 (1.4 一 1.8) 的 算法 可 得 
BULBC) 一 下 (1)， (1.83) 
任 取 a 和 吾 _, 由 上 式 我 们 得 到 
[BCX4), al = [DOA), A 1*a] 
令 1 -> w 土 间 ， 得 到 
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另 一 方面 ,从 (1.79) 可 知 ,有 解析 函数 ( 


im, [PC4)， a] 一 [B40), hr) 1*a] 
= {A (0) Dt{w), a], 
即 Rd 一 由 (ao)。 再 结合 【1.82) 就 得 知 , 当 w€ olH,) 
时 ,几乎 处 处 成 
lm {P04), ol = lim [6A(4)，9]。 | 
然而 , 当 w 是 oC(H;) 外 的 实数 时 , h(w)7! 存在, 所 以 。 是 区 *) 的 
正则 点 。 因 此 ,对 几乎 所 有 的 实数 w, B}(wm;a) 一 8_(w;a)， 这 里 
Ba(co3 a) pe lm L614), 2]， 
由 于 6(')EC， 有 毅 数 fo(。 Es Ce c)， 使 得 
Ip0), ol— | Ce) a 
Zt 


wi1 
六 比 Pitw;a) 一 P_(w;4) 一 天 oo)， 由 此 立即 可 知 f(w) 一 0， 
从 而 Plx) = 0， 即 8(z) 二 0. 再 将 此 事实 代 和 人 (1.81), 立即 得 
9 一 0 一 0 再 从 (179) 得 到 v 一 90,01v E941H4， 因此 
H; CQ 五 |. 

类 似 地 讨论 9_， 则 可 有 94H; 一 H;， 

(V) 设 条 件 4 被 满足 ， 现 证 H, 一 Hr ( 当 %m 一 1 时 ， 即 
H 一 HH;)， 和 (IV) 精 况 相仿 ,但 任 取 v& 五 ,, 这 时 

的 一 (一 9,9fve 瑟 ， 


易 知 (1.83) 成 立 ， 关 键 在 于 证 明 8(')eC。 只 要 证 明了 这 一 点 ， 


就 仍 有 
(0 


而 "6 01H， 即 H, 二 8H; .下 面 证 P(E CC. 
由 和 于 5 ELI( 一 co oo)， 所 以 


5(1) 一 17 + H. -| Sede) pn 


属于 HY, 因此 由 HH 的 性 质 〈 见 Hoffman 的 [1], p125), 对 任 
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同人 0， 


lm AL) 一 2 十 鹉 1 一 0， 
Hmll23 ,re 


因此 有 正 数 R,, 使 得 当 2 在 集 
Ds = {4llimi| 守 5，|ReA| 之 Rs 或 1154| 之 R,} 
中 时 ，5(1) 存在 而 且 
4 一 sup 【26(2) 由 < oo， 


然而 tpg6 工 入 (一 co, oo), 所 以 gz) 一 se 区 ， 因 此 根据 
Hoffmancm 的 p.122 的 方法 可 以 证 得 
如 一 sup, le) < co。 


这 样 , 当 1y| 守 5 时 ,由 (1.83) 得 到 


人 WiDlrar 一 | Nas + iy) -Bs 
老 十 上 上 中 上 Tiy EDSs 
1 
十 'dx 之 /ABs 一 -一 一 一 一 了 
las < 本 CT 
< C， (1.84) 
. 


此 处 C, 是 仅 与 + 有 关 的 常数 ， 由 于 条 件 4 成 立 ,就 有 
sp 人 las + ien) rae} 


< sp (fo a(x 十 ie 下 ax 六 fall 


3234 一 (2 二 gr 
十 sp(| aCr 十 je ) -1s dx J St 


x (全 I@Cx + 2) — ol dr < o0; 
再 用 Hoffman 文献 [1] p.125 的 方法 ， 由 上 式 及 (1.84) 先 得 到 
17a21 宕 8 中 当 |4| 一 0 时 8(4) 一 致 趋 于 0, 再 利用 Hoffman 
文献 [1] p. 127, 128 的 方法 就 得 到 PF(.)éEHCC， 其 余 就 和 
{IV) 相仿 ,可 得 H, 一 H;，, 
CVT) 证 明 (1.65),(1.66)、 由 (1.64) 可 知 ,只 需 证 当 qg€ 五 ， 
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时 ， 
lim (9s — Vegpl = 0. (1.85) 


今 以 :一 一 co 为 例 来 证 。 和 由 (1.61), 当 pENH, 时 ， 


(o, 一 Dog 一 ( ee ) 
一 2r50 Lie “oY 
由 Riemann-Lebesgue 引 理 ,从 上,pE (一 00, 00) 易 知 ， 


ewLi(w) plo)dwl = 0; 


a 


m 
不 容易 算出 
D_(eerm] 一 eio gr -tp TF (O). 

当 g EH 时 ,从 LipELi( 一 00, oo) 得 (Lig) Ls, 
所 忆 ; . 
Lm lp (Lp)l -= 0 
( 按 Lsti( 一 oo, co) 范 数 )， 因 为 

Em |— 2rit QO_Lie gpl 


2 -2 一 
< 2 lm alg Ps FL hee 


-22_ 
< 2rc 人 jze im Porm (LP) 42 = 0， 


所 以 在 gE .A 时 , (1.85) 成 立 ， 然 而 由 于 
(03 一 了 Fo < 1 十 | 
是 一 臻 有 界 的 ，AY 一 日:， 所 以 《1.85) 对 一 著 p 《HH 成 立 ， 这 
样 ,就 证 得 (1.65)。(1.66) 是 (1.63) 和 (1.65) 的 推论 . 
(VHI) 证 了 明和 散射 算 子 的 形式 为 【1.67)。 显然 ， 只 要 证 明 由 
(1.67) 定义 的 5 满足 8.5 一 84+ 即 可 . 
由 于 (1.67) 中 的 $S(w) 具有 下 列 性 质 ; 
ojSteo) = (FT — 2rit(wo) (wh (wm) Ko) 
一 让 一 (Co) — blo h(tw) tm) 
-haar(o) (nm), (1.86) 
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因此 s 满足 工 -3 一 工 +， 所 以 


Q_Sg ( | Cid } 


‘Sp + 2ridO+L+P 
但 是 ， 


Sp+ Ari Qiip = Sp+ aid Lp 一 2ritO Lp 
— 9 — rd-L+9p, 

所 以 有 82_5 一 8Q.. 

至 于 5 的 西 性 可 以 仿 第 2 小 节 进 行 直接 计算 ,并 可 从 

一 Q-0, 

推出 。 证 毕 ， : 

我 们 曾 分 析 过 , 当 巨 形 如 (1.51), 又 0; 满足 (1.49) 了 时 ,由 于 
的 基本 形式 可 以 定 出 8, 的 形式 (1.61)。 利用 第 2 小 节 的 方法 经 
过 直接 计算 可 以 得 到 瑟 _ 到 Hi 的 投影 算 子 P, 的 表达 式 ， 

推论 1.2 P, 一 0,01 一 0_01 具有 下 列表 达 式 : 


al (Cho) hw) atQlw)t le) po) Jaw 
po) |e + ac), ,2dpc) |, 


2 
十 cooe | 5 


其 中 8(w) 一 人 048-0(o) 一 (2_hD(o)。 
下 面 对 定 理 1.1 中 的 某 些 条 件 作 一 定 的 说 明 。 
当 supll5(oo) < co ，suplz(o7(o) < oo 成 立时 , 只 要 


《1.57) 中 积分 有 意义 并 满足 (1.59), 则 定理 1.1 的 结论 就 成 立 , 当 
然 * 对 现 有 的 定理 1.1 中 的 条 件 《1.56) 和 (1.60) 是 否 可 以 去 掉 , 尚 
不 知道 .另外 ,定理 L1 中 假设 "对 c(H+) 外 的 实数 o, h(w)-! 存 
在 "这 个 条 件 是 不 能 除去 的 。 例如, 当 ¢ 三 0, H_ = Lx(o(H_))， 
又 设 (H_$)(w) 一 wp(w)， gE Lx(o(H_.))， 那 末 ， 
MH1) = 41 — H., 

而 当 %€ oH-) 时 ,4(w) 不 存在 ;但 是 当 w€ o(H;) 时 ,&(w)"! 存 
在 ,而 且 定理 1.1 中 其 余 条 件 都 满足 ,然而 这 时 84 一 P， 因 此 
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人 


H;: QH.. 
所 以 ， 定理 1.1 并 不 包括 这 样 的 简单 情况 , 因为 这 时 渐 近 坊 空 间 为 
整个 开 ， 所 以 要 讨论 渐 近 态 为 鼠 的 情况 . 这 将 放 在 第 6 小 节 讨 
论 。 

另 一 个 在 数学 上 比较 简洁 的 特殊 情况 , 是 当 5(w)】 与 无 关 
而 且 CH; ) 一 (一 ,0) 时 的 情况 .这 时 仍 记 《w) 为 《， 并 假 
设 它 是 有 界 算 子 (T 仍 是 无 界 的 ), 这 时 《1.55),(1.56) 并 不 满足 ， 
然而 仍 再 假设 (1.57) 中 积分 按 Cauchy 意义 是 存在 的 ,而 且 

—H_+xitt, In%>0 > 
Se Le —H_—xzitt, I <0 

这 时 只 要 定理 1.1 中 条 件 满 足 ， 即 对 实数 w，h(w)"! 存在 而 且 
(1.59),。(1.60) 满足 ， 那 末 定 理 1.1 的 结论 仍 成 立 《 只 要 对 定理 
.1 的 证 明 作 小 的 改动 即 知 )。 如 记 5(w) 为 So(eo)， 则 

Seaifo) 一 了 一 2ritt(wol 一 十 -十 入 xs) 亿 。 

Sifio) 一 了 十 2rffor 一 下 一 wite*) Et, SR 
因此 So(o) 一 SO) 这 时 散射 阵 函 数 相 应 于 JITgamnu 所 
引进 的 关于 非 自 共 轿 算 子 HH_ 士 xizr* 的 特征 阵 函 数 ( 山 Bpoackmi8 
积 JIaemmnm 文献 [1]). 

特别 , 当 > 一 1 时 , 记 
i— HFritt*, (1.88) 


(1.87) 


那 未 (1.87) 可 写成 | 

Sto)] 一 了 一 ?ar 东江 一 Be,) 1, (1.89) 
在 这 种 特殊 情况 下 ，JIaemnu ([1]，[2]) 所 得 的 关于 中 间 系 绕 的 
散射 阵 公式 与 (1.89) 一 致 .但 这 种 情况 在 物理 上 难以 出 现 ; 因为 
它 要 求 H 的 谱 充 满 全 直线 、 然 而 一 般 说 来 ， 作 为 能 量 , , 是 下 
半 有 界 的 . 但 当 c(H:) 天 《一 oo，co) 时 ， 如 果 我 们 到 吾 ; 为 
工 ( 一 oo，c)， 令 于 = PengpnH: 《此 处 是 萄 以 集 ofH+) 上 转 
征 函数 所 相应 的 投影 算 子 )， 那 末 物 理 上 要 求 的 渐 近 态 空 他 即 为 
HH4, 而 真实 的 物理 态 空间 就 是 904Hi1。 易 知 这 时 QH4, 二 0Q._H,， 
而 真实 的 Hamiltas 算 子 应 为 了 io 只。 这 样 的 模型 有 可 能 近似 
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生 某 种 真实 的 物理 过 程 ， 
下 面 再 回 过 米 讨 论 一 般 档 况 、 当 7 一 1 时 , 记 
Fs) HF) 0) + | HC do, 1.00) 
那 末 #4(w) 二 o7 一 区 +:(o)， 根 据 定理 1.1, 应 有 
Sw)= 1— 2rit(oN (ol — Am) Co) (1.91) 
散射 算 子 的 形式 (1.91) 是 JInemaa 公式 { 见 Jlnemax 文献 [1]， 
SBporcknf 和 JIastaaa 文献 [1]) 的 改正 和 推广 
再 考察 中 间 系 统 的 态 向 量 随 时 间 变 化 的 情况 ， 设 f€ 在 -， 如 
果 中 间 系 统 在 1 一 0 时 处 于 状态 f, 在 时 刻 上 的 态 向 量 为 了 沪 那 
未 zz 应 为  . 
一 BoM sl (1.92) 


利用 类 似 于 (1.8)、(1.11) 吉 (1.53) 式 可 得 


二 | criteria 十 ie)!dw, 1 > 0, (1.93) 
和 了 


T= 一 


Tf 一 二 | criteriatp(o — ie) fdo, 1 <0, (1.94) 
x 1 


其 中 8 是 任 一 正 数 。 特 别 当 tw) 三 5 o(H;) = (一 00,00) 时 
可 得 > 
T= et 之 0 {1.95) 
推论 1.3 在 定理 1.1 的 假设 下 ,对 一 纹 f€ H-， 
dm Tf = 0. (1.96) 


证 从 (1.92) 得 到 z 
Wr lien (T )P teen ( 加 


~ WP emp.ere 人 并 


1y | 表示 Cauchy 主 值 积分 ， 
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Wy WA 


在 上 式 中 令 :一 土 co， 由 于 
oF = ig Pe ese 
所 以 | 
pe 
lm TP = MP lo# (eo )P 0. 
证 毕 . 

(1.96) 的 物理 意义 是 参加 散射 过 程 的 中 间 系 绕 在 作用 前 不 存 
在 ,而 作用 后 全 部 衰 变 挤 ， 这 是 非 弹性 散射 的 特点 . 

下 画作 为 例子 ,考察 只 有 有 限 个 通道 的 情况 (但 Y 一 土 1), 即 
假设 一 切 (wo) 的 值 域 张 成 的 空间 。 是 有 限 准 的 。 为 方便 起 见 ， 
仅 考察 离散 庶 的 情况 ， 令 0 为 HH 到。 的 投影 算 子 ,作答 降水 数 

3(1) ~ OH — 41)"'0; 
又 为 5)&(w) 可 以 视 为 到。 的 算 子 (因而 是 有 限 阶 方 阵 )， 
作 短 阵 值 函数 

A SE) du 


记 Ko) (oo) 为 p(w)， 那 末 方 程 和 (wo)p(w) 一 《Co) 可 写 
成 
(wl — H+ 02(0)0)9(0) = t{0). 

当 w&ar(H-.) 时 ,由 上 式 解 得 

9(o) 一 (of — H) to — (ol — H_)"'0Z, (0)0p(0), 
用 @ 左 乘 上 式 两 边 , 即 得 

mpkol) 一 一 代 一 2S(o)Zo)) S(t), 

因此 

Sto) = TH to — So) ZO E00) (1.97) 
当 a | 上 t(w)*s 时 ， 由 上 式 易 知 5(w)a 一 a， 因此 ， 只 要 考 察 
SC(w)jt(w)* 就 可 以 了 。 由 (1.97) 容易 算得 
| So) = ce)*$( 0), (1.98) 

$lw) = (1 — S02 (0) (IT — So)2 (0)), (1.99) 


* 363. 


(wo) 是 = 空间 上 散射 阵 ， 由 于 当中 不 是 下 的 谱 点 时 ，S(o) 是 


自 共 思 阵 ， 由 此 易 知 S$(w) 是 西式; 当 w 是 豆 - 的 特征 值 而 且 
ZH(o): 存在 时 ，4(o) 一 Z+(o) -1Z(o). 当 放 一 1 时 ，(1.99) 
类 似 于 著名 的 Wigner-Eiscnbud 公式 (网 Bponcegri 利 JJastirman 文 
献 [11). 

| 6. 渐 近 太空 间 为 堪 的 宵 况 。 记 oH) 一 594。 在 这 一 小 节 中 
我 们 对 Hs 将 作 如 下 假设 : 设 Hz 是 cx 上 取 值 于 可 析 Hilbert 空间 
64 上 强 可 测 平 方 可 积 疼 数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 Li(o4; er)， 
(Hs 站 (w) 一 ofo):fe BE。、 又 设 有 辖 助 的 可 析 Hilbert 空间 s， 
以及 oa 上 取 值 为 84 到 的 有 界线 狂 算 子 值 水 数 pw), v(w), 而 


{node < om， 1 PCoPae < 0 C1.100) 
使 当 pe 甩 ， 时 ， 


这 里 实质 上 是 假定 Hi 的 谱 具 有 某 种 连续 性 《不 落 虑 束缚 态 情 
况 )。 
作 se- 由 gs， 和 se 上 秆 人 阵 


ro OO so- ,oo) 


这 里 p(w) 一 p(w)*。 又 作 算 季 值 解析 函数 
Z() 一 | 0) dwos(Tnd 2 0) 
= | ?C0)r(0)* gy 
这 两 个 函数 定义 在 上 、 下 开 半 和 平面 上 .再 作 算 子 值 解析 函数 


SS(1) I 
sD-{ 2 


在 狐 近 态 空 间 是 吾 的 情况 下 , 8 的 作用 和 渐 近 态 是 如 :的 情况 下 


的 作 月 一 洋 , 下 面 先 给 出 的 三 个 性 质 . 
引 理 1.4 g(4)” 在 在 的 充 要 条 件 是 


。364， 


{Pg)(m) 一 2)# | un p(n ao, (1.101) 


(2) = (1 — ZE) 
存在 ， 当 5(%4) 存在 时 ， 


1 /27) #7). 
sm ( oy Lae) C10 
. 证 先 设 8(4) 存在 ,证 (1.102) 成 立 ， 先 注意 等 式 
人 (4) 1 二 
ED* SS/ I 2Z(2) 
a Ce ~ 2(1)5(7)) 0 ) 
SINE) — SOSA) SCT)* — SOE) ZS 
《1.103) 


并 容易 推出 下 面 的 关系 式 ， 当 8) 二 (1 一 Z(14)8(4))-! 存在 
时 ， 
gC) 一 (一 SZ SVE) = EC), 
1 + SCOEC)ZO) = EC 
由 此 可 知 ,(1.103) 右边 是 单位 阵 ,所 以 《1.102) 右 过 的 阵 是 g(2) 
的 左 逆 相仿 可 证 它 又 是 g(4) 的 右 闻 . 


反之 ,如 果 8(2)-: 存在 , 那 未 对 任 一 Es， 有 唯一 (0)e 


Bs， 使 得 
Cs 4 ) ™ ( ) 


即 SCWF+ $= 0,8 + Z(1)4 一 pp。 因此， 
(1 ~ Z(2)8(1))8 一 9 
从 而 统 (1 一 Z(4)3(74)) 二 e。 如 果 又 有 所, 使 得 
(一 ZESC27)5 = 9, 
那 末 令 加 一 一 (1)p81; 此 时 
号 (23) I 各 0 
( I z0)) (5) (es) 
由 于 g(4)™ 存在， 所 以 有 一 pf。 因此 《1 一 ZX)8(4))"' 存 
在 , 且 定 义 域 是 6。 证 毕 , 
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今后 还 要 用 到 g(%)-! 在 实 轴 上 的 境界 值 。 

引 理 15 当 ? -1 时 , 设 | (oz*(o)do 具有 有 界 选 ， 那 
未 对 非 实数 1。g(2) 必 具 定义 在 6。 上 的 有 界 逆 

证 首先 证 明 当 1 天 0 时 ， (4)-! 存在 且 有 界 。 作 正 算 
子 RR, 使 得 

有 一 | y( os( 0) do. 

因为 假设 R-: 有 界 , 所 以 。 一 Re。 作 o_ 上 半 正 算 子 值 测度 
如 下 对 任何 o 中 Borel 可 测 集 三 ， 


TE)= | Riy(w)v(w)* Rd, 


由 Haiapgx 延 拓 定 理 ， 必 有 Hilbert 空间 ge 和 so 到 8 的 投影 算 
子 8, so 中 谱 测 度 ro 使 得 z(E) 一 0ro(E)1,, 令 K 是 中 的 自 
共 轿 算 子 : 


K | wro( dem), 


那 未 R-'5G)R-' = Q(K — 11)-'0. 

记 4 = 0K0, B— (I ~ OK(I— 0),C = OK( 0). 
分 别 视 4, 8, C 为 第 4 小 节 中 的 H_, HH;,T。 作 相应 于 (1.52) 的 
h(a = A — A+C(B— 1A) Cc*, 

那 末 伪 (1.54)。 有 加 (4) 一 0041 一 KK)" 0 因此, R-'SR-! 具 
有 有 界 逆 一 (4)，。 所 以 ，8(4)! 一 一 R-h(4)R-! 是 8 上 有 
界线 性 算 子 . 
再 证 《一 Z(4)S(4))"' 存在 是 为 上 的 有 界线 性 算 子 。 这 
时 , (1.52) 中 的 (4) 形 如 
hi 一 17 一 再 十 xzZ(1)| >(ojdo、 


根据 第 4 小 节 末 的 结论 ， 当 Is 0 时 ， 放 科 ! 存 在 , 且 定 义 域 
为 五 -, 因此 , 任 取 a€ e,， 必 有 a(1)€ 日 _-， 使 得 

hlA)alA) = yta, 
即 
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C07 — HD)- ZN) | va) do) a h) 一 pag, 
两 边 以 | v(w)dwo(H 一 41)” 作用 ,见得 


(I 可 Sa)Z(1)) | a 一 (ya 


由 于 弦 (8(4)) 一 。， 因 此 静 (1 一 SG)Z(2)) 一 。， 从 而 共 元 
算 于 (1 一 Z(1)3(1)) 不 以 零 为 特征 信 ， 换 为 1 即 知 ， 
0€os(1 一 Z(1)8(4)). 
但 是 ， 
1— Z2)30) = S(T — S(1)Z(A))S(), 
因此 1 一 Z(2)s(X) 的 值 域 是 5, 所 以 了 一 Z(4)s(4),， 具有 有 
界 逆 ， 再 由 引 理 1.4, 立即 可 知 g(14) 具有 有 界 逆 。 证 毕 ， 

由 于 的 天 达 式 (1.101) 并 不 是 唯一 地 决定 着 wz 所 以 我 们 
以 后 总 拂 造 >, 使 【>(o)>(o)*dw 具有 有 界 逆 。 今后 这 作为 一 
个 假设 .在 这 个 假设 下 , 当 一 1 时，g(1) (和 1) 一样) 具有 定 
义 在 s 上 的 有 界 逆 ， 但 是 当 4 一 一 1 时 ,就 不 能 做 到 了 。 事实 上 ， 
此 时 g(4)-' 可 能 有 非 实数 极点 ， | 

引 理 1.6 对 于 Imi 0 的 +4, 有 


sD (® oo) ro) = go 一 BO 一 Ed 
(1.104) 
证 由 于 
30) = | vo)(H- — A)-w(o) tae, 
Z0) = | po Hs — 27) tml)ade, 
所 以 
(7 a 和 


Oo) +t) EC — 47D) 60)do, 
由 此 可 得 
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SN ee DD DD Sere OE De meet 一 一 一 


80D (0) eo ~ tC) + | elo) 


一 Da) (0 ，)fceoaoao。 
由 于 
T 一 >"(o)* | roDaor， 
T= PA | pl ) ds 
所 以 
A 
由 此 可 得 


gCD( oo = [tCo)ao 


EE | te)(B 一 20- 人 2 


即 (1.104) 成 立 . 证 毕 . 
由 于 在 渐 近 态 空间 为 及 的 情况 下 ， 当 4 一 一 1 时 会 由 现 s 是 
非 西 的， 因此 我 们 分 7 一 1 和 7 = 一 1 两 种 情况 讨论 . 
定理 1.7 设 4 一 1, 而且 对 几乎 所 有 的 实 w， 存 在 境界 什 
gs(o)。 又 设 8(")-! 有 境界 值 gs(o)-:， 则 它们 都 是 。 上 有 界线 
性 算 子 ,而 且 有 数 9 > 2。d > 2， 使 得 
Nsw < co, | go 到 < co, (1.105) 
那 末 , 算 子 
Qs 2rit Org (1.106) 
是 五 到 有 上 的 西 算 子 ,和 而且 
Hly ~ OHGa， VO) ~ Qo)QF, (107) 
所 以 , 04 是 波 算 子 , 即 
lim VO)Osr — Vl = 0, +€EH, (1.108) 
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谭 且 散射 算 子 $ 一 9-10， 的 形式 是 S:*(,) > S(,)z(-.)， 其 中 
Sto] 一 工 一 2rit(w) gr (0) (0), (1.109) 
S 是 及 到 HH; 上 的 西 算 子 。 如 果 


那 未 好 一， 
证 〈D 先 证 9, 的 保 距 性 ， 和 定理 1.1 的 情况 相仿 , 取 
NM {xr|s EH, grits€ L213(— 00, oo)j， 
那 末 .好 一刀 任 取 xeE.N， 那 末 0yg87x 是 Hr 中 函数 
的 境界 信函 数 。 但 是 ,由 (1.105)， 
oI 和 © 工 
A (0 Lent (oe Sos 
是 H347 中 函数 的 境界 值 函 数 ;因为 


_ 2 ~] 
了 3 十 2 


所 以 从 号 25 中 范 数 的 Cauchy 积分 公式 得 到 
0- (eg 和 (Gs 网 ) 8 


el | 天 cool)do 


一 0。 


因此 ,由 0- 一 1 一 8+ 得 到 


1D CD 在 上 \ 下 开 半 平面 是 解析 的 《 喝 引 理 1.5。 外 limg( 罗 一 (了) 
> 全 了 
所 以 jim 8 一 ( ， )， 因此 gk4)-* 不 属于 任何 ?但 
a I O 


gt*)! -( ， ) 
却 属 于 某 个 五 ! 


a 3693。 


2- (s, = ( 网 QO_grex 
—0t:—(® 0 ) -er 


a 人 人 


[(s: = 人 ))2 -erer， g-gnta| 


一 [2- (er 一 攻 -gz， ets| 


I 0 
oi 
= [90-5r, grtx]— |[( 0 ) 0-ertr, ex]. 
取 上 式 的 虚 部 后 再 利用 8g+ 一 g- 一 2zi55* 得 
ze*(O_grer = In[ Otx, gi'tx] 
oI 
一 【 了 2 ) -eer， gr | 
人 I,[ OQ_Ex, grer), 
(上 式 中 用 到 0: 一 90.)， 其 余 和 定理 11 的 (D 一 样 ， 可 知 


2Q+14 是 保 隐 的 ,进而 83 在 及 上 是 保 距 的 ,而 县 在 整个 H 上 
(1.106) 的 表达 式 有 意义 ， 对 8- 也 可 一 样 地 处 理 ， 


(1) 设 *—(%)e DH), 易 知 01x€ D(HI), 而 且 
Hr = QHx — £* | gitaw, {1.110) 
另 一 方面 ; 若 记 ?一 gi' 愉 +， 


人 O ) | 


O vyv(wm)* 


人 or o)t) st 


上 (> A. £ (| Lxdew 一 2 cr*9_ydo ) 


~ (7 o)s (foe ~ (oz,) me) 


人 


和 | yao， (1.111) 


把 (1.110) 和 (1.111) 合并 就 得 到 HQ4xr 一 94 也 x。 对 于 -也 
可 同样 讨论 ， 因 此 ,HQ4 二 OH, VD94 = 04V00), 

至 于 (1.108) 可 和 定理 1.1 相仿 地 证 明 , 从 赂 、 

(ID 证 048 一 Hi。 显然 ,9sHCH。 由 02 的 保 距 性 ,只 要 
证 明 08#y 一 0 在 Hi 中 的 解 7Y 一 0 , 即 可 设 y€ Hi, 而 且 9? 一 0， 
那 末 由 


Qty = yt Drit*g#OFty, (1.112) 
即 得 | 
ye FC 
Wo) ~ ogo) | EO or = 0, C1113) 


作 向 量 值 解析 函数 
oo 


对 (1.113) 次 边 左 冬 以 ?xz 区 (oo)， 即 得 
Fo) Ho) 一 8-(o) BAw). {1.114) 
但 是 ,在 (1.104) 的 两 边 右 沼 (21 一 H)"'y 就 得 到 
B71) = gl1)8(2), 
其 中 


pW 一 (2 oz 一 EBD-yau。 


由 于 假设 ye 天， 所 以 (1 一 HeceC， 因 此 Ree， 其余 
各 定理 11 的 《IV) 中 的 证 上 明 方 法 一 样 , 得 到 8(') 一 0， 即 
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g(,) 一 0， 从 而 ， = 0， 这 样 就 得 到 HH; 一 0 有 
OI 
了 0 
ye HH， 并 和 前 面 一 样 可 以 得 到 (4.113)， 由 于 
tl)€ L?(— oo ， co)， YE 工区 一 co > oo)， 
所 以 Ly EL? 全 (一 00， co)、 因 此 ，g(.) EH?， 从 而 
BY e000) = (a (0)) oc) 


10 
0 


1 时 , 我们 任 取 23 一 0 的 解 


29 
健一 


当 g() 一 (，”) ea 


为 再 意 Hz45 中 函数 的 和 。 对 这 个 函数 PR(。.)，Cauchy 积分 公式 
仍 成 立 , 仍 可 由 (1.113) 推出 8(.) 一 0， 办 此 y 一 0， 所 以 


QH es H, 
(IV) 讨 算 5。 作 出 用 (1.109) 定义 的 算 子 5。 今 只 需 证 
0.S= 0, (1.115) 


就 可 以 了 。 虫 于 
QS = (Tt 2rit O48) 一 2rit*grt), (1.116) 
Bg- 一 2 这 ET 让) ~ gt — gi2ritt* gr 
SC — gg8+ — g-)art 一 时区， 
以 及 8; 一 1 一 上-， 所 以 (1.116) 化 成 
: QS 一 了 一 rit*git 十 2rit*O, gr 
一 了 一 2rt*0_gr = 0,, 
即 得 (1.115)， 又 5S 一 0-19, 作为 西 算 子 的 积 ,自然 也 是 西 算 子 ， 
证 毕 . 

对 于 带 中 间 系 统 的 散射 问题 ， 跨 感 兴趣 的 是 考察 参加 磁 接 过 
程 的 粒子 的 渐 近 态 空间 HH 上 的 散射 算 子 & 一 P1SP;， 并 考察 何 
时 3 为 H. 上 西 算 子 ( 即 非 弹 往 碰撞 ). 

推论 1.8 在 定理 1.7 的 假设 下 

(S19) (0) 一 Si(o)p(o)， (1.117) 
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Si{w) 了 二 irig(w)*S {wo) (1! 
一 ZS {0)) p(w). (1.118) 
当 weo_ 时 ，St(o) 是 s+ 上 西 算 子 ,而 5 为 HH 上 首 算 子 的 充 要 
条 件 是 对 几乎 所 有 we c+， 成 立 着 
vo — Zo)Sa(w)) ao) 一 0。 《1119) 
特别 , 当 o_oi 的 Lebesgue 测度 是 零 时 ，3: 是 有; 上 西 算 子 。 
证 根据 (1.102),。(1.109) 立即 可 得 S(o) 一 


十 2riv(o) Ew) Zo) (eo) 一 en 
2p Eo) vw) {+t 2rig(wo) Br(o) Ew) 0) 
(1.120) 
如 果 记 
Sm) ACm) 
S(o) 一 ( eg 0 (1.121) 
那 末 (1.118),，(1.117) 成 立 。 由 于 
SCo)S(o)* 一 So)9Sto) 一 了 ， 
有 
So)*S(o) 一 了 一 4o)*4(o) = 1 — (2x) p(w0)* 
X Sr(o)*o(o]z(o)ss(o)m(o)，(1.122) 
Si{o)Swo)* = I — Blo)Blo)* = 1 ~— (2x) p(w)* 
X Eww vw) (wu(o),. (1.123) 
从 上 两 式 即 知 。 5S,{w) 为 西 算 于 的 充 变 条 件 是 (1.119) 成 立 . 其 
余部 分 是 显然 的 ， 证 毕 . 
注 惠 当中 直 交 于 p*H 时 ，pgq 一 0， 因此 So 一 gpg. 所 
以 ,只 要 对 p*H， 中 向 量 中 一 kr 来 表达 5S.(w)p(w) 就 好 了 ， 
这 时 由 (1.118) 得 到 
Sw) uo) = glo) tT — Bi (0)Z (0))! 
x (1 — 2.(0)2-(0)). (1.124) 
这 个 公式 与 (1.99) 类 似 , 是 Wigner-Fisenbud 公式 的 推广, 
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CO 


:OI 
推论 1.9 在 定理 1.7 的 假设 (包括 假设 gm 一 人 ，uj 


EH3-7) 下 , 当 je H- 时 ,中 间 系 统 的 渐 近 坟 有 公式 : 
Bm TP = lf 2iv*8# ZO 
= J arp*stQpflP, (1.125) 
证 由 于 
re fy f 
lr ep—e | 


所 以 由 (1.108)，(1.112) 得 


1 


sn. rap =o (NF -1() 
+ 的 so 人 
-obec 


= WP | 0) sro (*) 


再 利用 (1.102) 就 得 到 (1.125)。 证 毕 。 
对 ?了 一 一 工 的 情况 ， 也 有 相应 于 定理 1.7 和 推论 1.8 的 结果 . 
定理 1.10 设 % 一 一 1。 又 设 对 几乎 所 有 的 实数 ,存在 境界 
值 gs(wo)， 又 ga(w) :存在 并 且 都 是 上 有 界线 性 算 子 ,而 且 有 
数 9> 2，9 > ?， 使 得 


| eo)lade < 0, Sup No < oo， 


| lee) so) < am， 
那 未 , 必 有 及 到 环 的 有 界线 性 算 子 
@ 一 了 于 2mbOrgat, 
它 按 不 定 度 规 是 丁 算 子 ,并 且 
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Ql1= {+ 2xitgs Od 
也 是 有 界线 性 算 子 ,而且 
Qtg = 1, 04.0! ~ P,, 
P, 基 和 昌 ,到 H( 按 不 定 度 规 自 共 绒 ) 的 投影 算 子 ,又 有 
Rly FF @rHOxI， VO) ly en QV 0 

而 且 
mh)9sx 一 TCDrl = 0,x€H, 
lim lV Ca 一 VQixr)| = 0, x€ H,, 


如 果 对 几乎 所 有 om， 
2 p(w) = 0, {1.126) 
那 末 散 射 算 子 5 一 Q19， 按 上 内 积 是 上 西 算 子 ,而 且 
他 I + 2zzp9E DG 
CG ) 一 G a 
本 定理 的 证 有 明和 定理 1.7 以 及 推论 1.8 的 证 明 相 仿 ， 所 以 从 
路 。 


$2 条 件 正 定 广义 函数 的 表示 


正如 用 Hilbert 空间 及 其 上 的 算 子 理论 可 以 研究 正定 广义 函 

数 的 表示 问题 一 样 ， 用 不 定 度 规 空间 及 其 上 的 算 子 理论 也 可 以 讨 

论 条 件 正 定 广义 浮 数 和 的 表示 ， 在 这 一 节 中 将 以 及 空间 作为 典型 ， 
研究 它 上 面 的 条 件 正 定 广义 限 数 的 表示 。 

1 条件 正定 广义 函数 ” 设 .是 具有 有 界 支 棠 的话 个 实 变 元 
es 


的 无 限 次 可 微 活 数 全体 ， 所 谓 Kn, 上 序列 {pn} 收敛 于 0 是 指 (i) 
LU supp ps 是 有 界 集 ; 《ii) ps 的 各 阶 偏 导数 一 致 收 化 于 0。Km 


表示 K, 上 连续 线性 泛 录 全体, 称 KK, 是 天 。 上 广义 函数 空间 . 下。 
中 每 个 元 F 就 称 作 用,, 上 广义 函数 。 当 9E 区。 时 , 令 
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pe(t) 一 p(—x), 
和 .上 卷 积 运算 水 定义 为 
(pp) 一 pls — Pa, p, bEK», 
其 中 一 ddin. 
设 FE Kmx。 如果 对 任何 pg E Kms， 有 
on. F(Pp) 一 F(gp*), 
称 F 是 Hermite 型 的 . 
设 妃 是 发 。 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 任何 4 一 〈ea: ……。aw)， 当 
PERH 时 ，q(zx 十 a)€ 日 ， 则 称 玉 是 平移 不 变 的 ， 
作为 正定 广义 昭 数 概念 的 自然 推广 ， 引 入 如 下 两 种 条 件 正 定 
广义 函 教 。 
定义 2.1 设 昌 是 K, 中 平移 不 变 的 闭 线性 子 空间 。 如 果 有 
2 个 不 属于 妃 的 线性 无 关 的 qi EE Kn (i 一 1，2，……*,#) 使 得 
用 一 span{ ps} +H, 
则 称 * 为 及 的 亏 维 数 ， 设 FeER2， 并 且 是 Hermite 型 的 ， 当 
EH 时 ，F(qgx*g*) 之 0， 就 称 F 是 Ks 上 的 亏 维 数 为 的 平移 
不 变 子 空间 瑟 上 正定 的 条 件 正 定 广义 函数 。 
定义 2.2 设 FeK2， 并 且 是 Hermite 型 的 如果 对 开 , 中 


尾 何 一 组 {pai 一 1l, 2, ***， 1}, 二 次 型 2) 了 (pm 本 pe )EnE, 


的 正规 形式 中 所 含 的 负 二 次 式 不 超过 ”z， 而 且 确 实 存在 某 个 荆 和 
一 组 {qrip 一 1，2,，. …， 人 ,使 得 上 述 二 次 型 中 含有 := 个 负 二 次 
式 , 就 称 F 是 Kw 上 的 具有 #* 个 人 负 二 次 式 的 条 件 正 定 广义 函数 . 

这 两 种 条 件 正定 广义 防 数 有 着 密切 的 关系 。 下 面 先 给 出 一 个 
定理 . 

定理 2.1 如 果子 是 其 有 *# 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 广义 函数 。 
那 末 它 必 是 在 某 个 亏 维 数 为 = 的 平移 不 变 子 空间 上 正定 。 

证 在 Kn 上 引入 度 规 (9 ,由 ) 一 F{(p*g*)。 记 

Kyo= {pl(9, $) = 0, veK,}. 

作 一 Kw/Ko。 由 (，'，…) 在 KK 上 导出 的 度 规 为 (，，， i, 由 于 
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上 具有 = 个 负 二 次 式 , 易 知 必 存 在 一 组 
{gxlp 一 1，2，-…， CK, 
使 得 
> (Ges Yo) EnE, 


的 正规 形式 中 含有 ” 个 负 二 次 式 , 从 而 存在 
{pr lp 1 2 #}, | 
它们 都 是 {$nlx 一 1, 2，***,!} 的 线性 组 合 ,使 得 
二 ($s, 中) 一 Sr，pD 一 1， 2 Hh, 


对 任何 划 上 及 ， 显 然 有 分 解 
P= > — (@, Pa)ibr+ ( 这 十 > ($$， Bde). (2.1) 


reml 


记 
和 王 争 十 p> (市 ， Pa)iba, 


显然 ，(@, Ba 二 0(g=1， 2, ,1)。 令 
Ke a 1, 2,***, rn}, 
由 (2.1) 可 知 , 有 分 解 1 1 
及 一 天 -中 K，， (2.2) 
并 且 天 + 是 KK 的 正 子 空间 . 
按 分 解 (2.2)， 对 任何 二 ,了 6E 多， 有 唯一 分 解 6 一 5- 十， 
并 一 下 -十 让， Es 和 EK, Es 冯 EK(。 在 KK 上 引入 内 积 
[中 ,可 ] 一 一 (有 十 (二 和) 《2.3) 
然后 将 及 按 […，*] 完备 化 得 到 是 ,。 显然 ，K 在 如, 中 稠密 
对 EK, 和 性 取 PE 争 ， 对 尾 何 1 一 (4,，……*, 1m)、 定 义 
一 全 人 一 
《BJCsy = p(x 一 从 ， 
由 于 p€ Ko 时 ，gqtlx 一 科 € Ko， 所 以 上 述 规 定 是 确 当 的 。 由 定 
义 可 知 
(UP, UP) = (8, §), 
如 Us 是 入 ,上 保 距 的 ,又 因为 
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DU) = RU,) = 1,, 
所 以 U, 是 连续 的 ,因而 UV 可 以 唯一 地 延 拓 成 如 .上 再 算 子 《 延 拓 
后 的 算 子 仍 记 为 0,)。 显然 ，{Us} 是 有 ,上 mw 参数 的 西 算 子 群 ， 
且 {U4} 是 可 交换 的 ， 因 此 存在 {U,} 的 公共 的 = 维 的 半 负 不 变 子 
空间 ，N 四 Z， 其 中 N, Z 分 别 是 负 、 零 性 子 空间 . 令 
(NOBZ)+! ~ ZOP, 
因为 Z 侠 P 是 {DU,} 的 公共 的 半 正 不 变 子 空间 ,因此 ZB@P 在 KK， 
中 的 愿 象 .9 是 KK,,(',")) 上 半 正 的 且 平 移 不 变 的 。 下 面 证 它 
是 亏 维 数 为 ”的 坏 线 性 子 空间 . 
在 N 任 Z 中 取 一 组 线性 基 {cili 一 1, 2， 2 ， 做 
h(x) 一 (er x ETEK, 1= 1,2,."', 1, 

显然 ,每 个 所 蚌 区 ,。 上 线性 泛 孙 。 由 于 对 任何 x+， 》€ 全 

(fC 一 Ci 一 1 一 yc lesz ll, 
并 注意 到 [:,'] 在 K,. 上 是 二 元 连续 的 ,因此 .fi = 1，2，… 2) 
是 玉 。 上 广义 水 数 (《 这 里 外- 是 由 内 积 (2.3) 所 导出 的 范 数 . 易 
知 


oF = {xlfiCx) = 0}, (2.4) 


因此 9 是 人 的 闭 线性 子 空间 . 

注意 到 {ji} 是 线性 无 关 的 ,由 (2.4) 可 知 , DY 的 亏 维 数 是 #. 
证 毕 ， 

2. 条 件 正 定 广义 函数 的 积分 表示 ( 单 变 元 情况 ) 为 了 得 到 条 
性 正定 广义 函数 的 积分 囊 示 ， 我们 先 给 出 K 空间 中 具有 有 限 亏 维 
数 且 平移 不 变 的 闭 线性 子 空间 的 一 般 形 式 ， 

定理 2.2 设 玉 是 K 的 闭 线 性 子 空间 ， 那 末 瑟 具有 亏 维 数 
且 平 移 不 变 的 充 要 条 件 是 存在 = 次 多 项 式 0(1)，, 使 得 


H— 9 (2)K?, 


1》 因为 研究 的 是 单 变 元 情况 ?所 以 这 里 是 导数 运算 ;不 是 偏 导 教 运算 ， 
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这 生 9 ( -对 ) K: 是 K 中 所 有 函数 经 算 子 9 ( -和 ) 作用 后 的 象 . 


证 设 互 是 KK: 的 平移 不 变 的 闭 线性 子 空间 ， 并 具有 亏 维 数 
n。 总 ,是 它 的 一 个 亏空 间 ，dimB 一 x。 在 忆 中 取 一 组 线性 基 
1，--*、ys， 那 末 对 任何 PE K1。 必 有 一 组 复数 L,《9)， 使 得 


中 一 DD) Lg) pe H, 
val 


因为 K, = H+H, 因此 LC*) 是 开 ， 上 线性 泛 荡 . 令 
HY 一 span{ pe}, 


显然 A (LL,) 一 HIH® 是 闭 线性 子 空间 , 所 以 工 ,是 连续 的 , 即 
也。 Ki. 


时， 2 全 二 一 90) 61， 国 此 re 这样 


有 
(ED 
所 以 
A 
dr i 


因此 ， SL, 必 是 了 1， “ys La 的 线性 组 合 。 从 而 存在 常数 Cy 
《Pa 一 1, 2,.** ,pp), 使 得 


Done yb sh (2.5) 
dx 


作 1 的 多 项 式 0() 一 det(C + 17)， 黄 中 C 是 矩阵 cu)。 由 
《2.5) 容易 推出 
EY VW 
9(— EE) m0, rel, 2 
这 就 是 说 
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对 任何 pe KK, 成 立 ; 所 以 
H29 (2) K,. 
又 因为 9 是 ”次 多 项 式 ,| 9 (一 生 )o 一 0} 中 有 一 组 
线性 无 关 解 {ov(z)l 一 12，…, 7 当 geK 时 ， 
9 (二 jy 一 由 
在 K, 中 有 解 的 充 要 条 件 是 
人 woecoaz 一 0. 


所 以 ,9 ( - 乞 ) K, 的 亏 维 数 是 w。 与 开 的 亏 维 数 相同 。 这 样 , 必 有 
H— 9 (2)K,. 


需 为 如 果 
Bo 人 (二 4)k,, 


则 9 (二 ] K 在 也 中 的 亏 维 数 至 少 为 1, 因而 0 (和 也] K, 的 亏 维 


数 将 至 少 是 上 十 1、 这 是 不 可 能 的 。 必 要 性 证 得 . 
又 从 于 面 的 证 明 可 知 ,充分 性 是 显然 的 .证 毕 . 
下 面 建立 KK, 上 两 种 条 件 正 定 广义 负数 的 积分 表达 式 ,而 且 将 
两 种 条 件 正定 广义 函数 统一 起 来 . 
设 8(x) 一 后 十 … 是 一 个 a 次 多 项 式 ， 
1 4a 


一 吕 二 邯 ) K,, 


Fe Ki， 并 且 在 所 上 是 正定 的 . 令 
Pa 一 95G， CG —P(iA) a. 


由 于 
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(= F( 夺 纺 ， 
所 以 对 任何 pe Ki， 
Glg*9")— (PE) F) (orp) 


) 
F(P(F -2) pre")) 
人 


因此 ,G 是 K, 上 正定 广义 函数 ,利用 正定 广义 函数 的 Bochner 定 


理 , 存 在 正 整数 NN 及 唯一 的 正 测度 a(4)， ta dd 


| dal4) 2 
-e1 士 12 人 上 


使 得 当 PE K, 时 ， 
c(p) 一 | sae), 
这 里 3(1) 是 Ce) 的 Fouricr 变换 ( BD) 一 人 cargCo)dz). 
下 面 的 任务 是 要 解 微分 方程 
f = 
P 人 二)F- 6. (2.6) 


先 构 造 {2.6) 的 一 个 特 解 如 下 ; 设 2 ,和 是 Q(x) 的 
实 根 ， 其 阶 数 分 别 是 m，……，mxky* 又 设 Mr jz 为 0(z) 
的 非 实 根 , 阶 数 分 别 是 PIR+ly *“**» PIp, 记 人 


下 
Plz) 一 [[ Cz 一 2， 


Pi(z) 一 上 Go "(se — 1)”, 
vx+ 1 


显然 , 只, 五 在 实 轴 上 都 是 非 负 的 ,而 且 
Plz) = Plz)P la) (zs € C), 
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容易 知道 ,在 实 轴 上 , 户 (#) 关 0， 设 mt Xx) 是 -5 es 在 4 一 
附近 的 Laurent 展开 式 中 主要 部 分 。 作 函数 
大 
S(4, +) = > oo 人 2，r)， 
以 及 
S(1,7), (41 < py 
se) | 0， >p。 
这 里 p > max |4,|。 记 1 
1 写 D 式 大 
doe(2) 
dBp(%) PY 
再 作 广 义 函 数 卫 。: 
rn) = {fo [E509] wood 
注意 到 eriw,(4, +) 是 x 的 次 数 不 超 过 2m, 一 1 的 多 项 式 ,所 以 
(i 一 »)” to xX) 一 0。 因此 ,对 任何 p€ Ki， 


|- pp A)P(~ 2) Px) dx 


-全 [全 ) 0, 1 | pCar ~ 0. 


| SA, x)P 全 Et px)dr 一 0， 


(人 加 本 mw-m(e 人 加 


= hor 人 Ee 


da(4) 
” p(2) 


Glgq), 
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即 Fo 是 方程 (2.6) 的 一 个 特 解 . 令 oo 一 了 一 下 。， 便 有 
P (2) wp 0. (2.7) 
因为 下 是 Hermite 型 鸡 , 又 Fo 也 是 Hermite 型 的 ,因此 wp 必 是 
Hermite 型 的 。 容 易 知道 ,方程 (2.3) 的 解 必 为 普通 函数 ， 所 以 
Ca 一 二) 一 0p (x), 
这 样 ,方程 (2.7) 的 解 形 为 


4 
ao(r) 一 De Q(x) 


p 
t > {erQ, Cw) te G(x) }, (2.8) 
也 二 二 十 了 


这 里 0,(x) 是 与 ?有关 的 多 项 式 。 当 "一 1, 2，…… :大 时， 次 数 
为 2 一 1， 并 且 Q(x) = QA(— +x); 当 ;二 廊 十 1, ,PP 时， 


中 
次 数 为 m, 一 1, 并且) 和 一 2。 由 此 得 到 下 列 定理 。 


定理 2.3 设 了 是 G) K, 上 具有 ?= 个 负 二 项 式 的 条 件 正 定 广 
义 函 数 ， 或 是 (ii) 在 一 个 亏 维 数 为 ”的 平移 不 变 的 闭 子 空间 忆 
上 正定 的 广义 函数 ;, 那 末 必 存在 一 个 * 次 多 项 式 8(z)， 使 得 


9 [全 )9( 拓 ) 是 正定 广义 函数 .并且 在 (的 情况 下 * 有 
so 


同时 ,唯一 地 存在 直线 上 正 测 度 48(4), 适合 
| (mW 一 oo 


2 
CN 是 某 个 自然 数 ) ,使 得 对 任何 p EK,， 
Fo) = op) + | {| [5 


— Sn)| pee)ar) dp), (29) 
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此 处 Pp(4) 是 多 项 式 2) 0 的 实 因子 全 体 的 积 :而 So(1、z) 


当 |4| < pe 时 为 后 的 主要 部 分 ; 当 I 时 ， 


Soli, x)=0 
《p 是 适当 大 的 正 数 )，mo(x) 是 常 微分 方程 
和 


o(: Fn 过]19 一 和 walx) = 0 {2.10) 

的 普通 解 , 形 如 (2.8). 
反之 ,任何 形 如 (2.9) 的 广义 函数 必 在 某 个 亏 维 数 为 ”的 平移 
不 变 于 空间 日 ( 一 9 (工艺 ) Ki ) 上 正定 ， 而 且 共 有 不 超过 = 个 


SR 
证 显然 , 形 如 (2.9) 的 广义 函数 在 


本 


上 是 正定 的 , 剩 下 的 只 是 要 证 明 它 具 有 的 负 二 次 式 不 超过 ”个 . 


下 
取 一 列 直线 上 正 测度 dp(D ,使 它 在 集 U (2 一 圭 ， 


和 十 二 ) 以 及 乐 (一 %, 一 mm) ，(m,o0) 上 为 零 ,而 在 它们 的 余 


集 上 与 a8(X) 一 致 ,同时 使 普通 函数 
Fu 一 ar 十 人 [和 一 Se00 本 | apm) 
按 K' 上 强 拓 扑 收敛 于 下 ， 记 


on(z) — ool) 一 | Sol1, =)d8。(2， 


那 末 便 有 


> i @ ml 4 
下 fx) 一 comfr) 一 | 


由 Bochner 定理 ，Fw(x)? 一 wm(x) 是 正定 连续 函数 ， 所 以 只 要 
证 明 wm(x) 具有 不 超过 = 个 负 二 次 式 即 可 。 
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因为 wmlx) 满足 (2.10) 并 且 
w(x) 一 wn(— *), 
因此 wn(x) 形 如 (2.8)。 先 到 (2.8) 中 形 如 e989(x)(a 一 1 是 
实数 ) 的 项 来 考虑 ， 这 时 ，2(x) 的 次 数 不 超 过 p 一 21m, 一 1, 而 
且 QCx) 一 0( 一 1)， 易 知 


(co) (px) ~ 0 (1) gC) bh, 
这 里 旬 是 9 的 Fourier 变换 。 记 T(z) 一 0(is)、 那 末 工 是 实 系 
数 的 次 多 项 式 .由 于 
|g Phin D LE + OE Ds, 


TH va 


ed 


设 了 T(z) 一 ao 十 wz 十 .… 十 arz*， 那 末 
ol) 180) ls 一 lim 全 


x 立 la 十 pa) | 1) ?ea), 
其 中 


csh) et ee 二) 
4 Hp 


当 友 充分 小 时 ,对 所 有 的 yw， 有 c(h) > 0， 因 此 ，c-*"0(x) 显 
然 是 不 超过 ms 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 函数 ， 
对 于 (2.8) 中 形 如 er-prrg,(z) 十 e-"7DA( 二 x) 的 项 ,也 可 
类 似 地 证 明 它 是 具有 不 超过 mw, 个 (m, 是 0,(x) 的 次 数 ) 负 二 次 
式 的 条 件 正定 函数 ， 总 之 , w(x) 是 具有 不 超过 4 个 负 二 次 式 的. 
证 毕 . 
现在 考察 了 退化 成 普通 连续 函数 的 情况 。 
设 下 是 连续 函数 , 而 且 F(x) 一 二 可 ， 那 未 下 作为 广义 
函数 
F(9) 一 [FCP (a 
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是 Hermite 型 的 。 容 易 证 明 , 三 具有 = 个 负 二 次 式 的 条 件 正 定 广 
义 遂 数 的 充 要 条 件 是 ,对 任 一 组 实数 豆 ,，…， 革 。 二 次 型 


过 , 
2D) Flén— Ey) uniiy (2.11) 


的 正规 形式 中 最 多 含有 ?= 个 负 二 次 式 ， 而 且 确 实 存在 一 组 实数 
直人 使 (2.11) 的 正规 形式 含有 7# 个 人 负 二 次 式 。 这 时 我 们 
也 称 F(x) 是 具有 *# 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 连续 区 数 ， 
设 F(x) 是 具有 # 个 负 二 次 式 的 条 件 正 定 连 续 水 数 , 那 末 条 竹 
正定 广义 函数 FF 有 积分 表达 式 (2.8), 令 
Folx) = F(X) 一 op(s)，。 
Flx) 全 也 是 连续 函数 . 设 gE K， 而 且 $8(4) 在 
i= itp = 1,2,-，'*,*) 
附近 的 Taylor 展开 式 中 最 低 次 项 为 m,。 次 时 ，$(4) $07) 在 
l= i, (zy 一 1 2， -天 ) 
点 附近 的 Taylor 展开 式 中 最 低 为 2m, 次 。 因 而 , 如 记 
px) 一 px) pe, 


则 
rp) — | {eas) LH, 
站 
二 二 3 
人 由 isp lr| < 
0， 1z| 之 s。 
此 处 M。 是 使 


[eepa=: 
的 就 范 化 因子 。 任 取 有 限 个 复数 和 及 实数 &4， 使 (yueraae 在 


4 一 1 的 展开 式 中 最 低 次 项 为 thy (> = 1,2, 由 次 。 因此 ， 
当 取 
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de(z) 一 2 putelx 一 En) 
时 ， 
$e) 一 (5 ba 
在 4, 点 的 Taylor 展开 也 是 如 此 ， 记 qe 一 4. 业 *， 那 末 
Fed 一]-- EB ZC) ldpC2). 


易 知 当 s 一 0 时 ,zi(4) 在 任何 有 界 区 域 中 一 致 收 化 于 1。 而 当 
s 一 0 时 ， 


Ein F, (ge) = in 1 Ply — be) DOIady a 
ED ED 
了 >， Fl sx 一 Er) yayws 
所 以 对 任 他 有 界 的 区 间 DD， 


| 2) yue én 


一 gm | oP ls) ld) 
< lmF,(p:) 一 之 Fo(Ee 一 和)7n7w， 
从 而 . 
『 | 之 ee 


二 
由 此 容易 证 明 
4d8(1) 
| po %) 0 
事实 上 ,可 取 有 限 数组 {yx.,}，{64,,}， 使 得 
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DY) yee nr = RC1) 
辽 


在 点 4 有 ,次 零点 .然而 > |R,(4)|? 在 1+| > 。 中 有 下 界 
4, 于 是 


dB(1) 加 
41、 P,(71) 和 2 F(a 一 Garr) YY erys 


所 以 积分 | | ss(2, x) | sl) 绝对 收 北 , 而 且 (2.9) 中 


对 zx 的 积分 和 对 2 的 积分 可 交 痪 顺序 这样 得 到 定理 2.3 的 如 下 
推论 ， 
推论 24 设 F(x) 是 具 = 个 负 一 次 式 的 条 件 正定 连续 函数 ， 
4 ， 三 1 4 昌 , 
那 未 必 有 多 项 式 9(1), 使 得 0 -和 ] 8 (十 和)F 是 正定 广义 
函数 、 同 时 


Fo 一 oo 二 | 人 Sol4, x)| dC4), (2.12) 


这 里 28(4)，B(4)，5。(%, x)，wo(4) 的 意义 同 定理 2.3. 

反之 ,任何 形 如 (2.12) 的 连续 函数 F(x) 必 是 具有 不 超过 > 
个 负 二 次 式 的 条 和 件 正定 咕 数 . 

3. 条 件 正 定 双 线性 泛 函 ” 比 条 千 正 定 广义 函数 祖 为 更 一 般 的 
是 所 亩 条 和 件 正 定 双 线 性 泛 冰 。 设 K(，,:) 是 攻 。 上 双 线 性 泛 夭 ， 
如 果 对 固定 的 $C KK,，K(', 由 ) € Km; 对 固定 的 p & KK，， 
KRK(p，') & K%; 那 末 称 K(,'，.) 是 K。 上 连续 双 线 性 泛 函 。 如 果 
Km 上 双 线 性 泛 阔 天 (- ,，.) 满足 

K(p, $) = Kp, gp) (p, PEK,), 
那 末 称 天 (*,*) 是 Hermite 的 。 设 一 (加, … ,a), 记 
(pa) x) 一 中 (xz 士 力 ) 
如 果 KK 上 双 线 性 泛 区 KK(-,，) 满足 
K(qg,$) 一 天 (pk bs), HER”, p, bE Ks, 
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那 未 称 K(*，*)》 是 平移 不 变 的 。 青 引 入 如 下 定义 . 

定义 2.3 设 K(',"') 是 KK。 上 连续 的 双 线 性 Hermite 泛 
沙 ， 如 果 它 在 某 个 亏 维 数 为 * 的 一 个 平移 不 变 的 闭 线 性 子 空间 如 
上 是 正定 的 , 并 且 K(*,*) 在 马上 是 平移 不 变 的 , 则 称 K(*,*) 
是 KK。 上 条 件 正 定 双 线性 泛 函 . 

由 前 面 讨论 可 知 ， 在 K, 的 情况 下 。 必 存在 一 个 # 次 多 项 式 
8(14)， 使 得 : 


容易 知道 ， 


在 整个 K, 上 是 平移 不 变 的 ,并 且 是 正定 的 . 
定理 2.5 设 K(.,*) 是 孜 上 条 件 正定 双 线性 泛 郊 。 对 
00) = I Go ho)" 
vw] 


(Inly = 0,1 py; nl 0kT1 yy), Kol*，*) 为 
平移 不 变 旦 正定 。 那 末 对 任何 p， 由 6 Ki，, 


K(p, $) =—| 和 (iD 可 Cep( 


(mo yi Ek 


中 
十 Dab dom, 


+ 2) Der vi A prvi? » (2.13) 
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(N 是 某 个 自然 数 ), 并且 存在 s > 0, 使 得 


U, Qio<i l,l cs} OQ{1} OO aPC) < 0, 


fy 之 0， Ly 是 上 线性 泛 函 ，. A pii A vt, 又 记 
(1) 
， 2 ， 
9 = a 


有 
2 T02) th DCL) 《办 : 
By; [| » 《al 一 人 1 a 
而 凶 , 风 是 pp, 中 的 Fouricr 变换 ， 
p 一 上 


go(z) 一 pt) 一 >) 3 bujipy (x), 


v=1 j=0 


LL 
p v1! 


Tol*) es dx) = >), 之 1 cupmfKxz)， 


其 中 pyvi& Ki 满足 
Bj(1) TD 
人 一 ee 
os 名 sj 分 别 为 os go gwi 的 Fourier 变换 .* 

反之 ,如 果 K(*,*) 具有 (2.13) 的 表达 式 , 那 末 它 必 基 条 件 
正定 连续 双 线 性 泛 了 区， 

证 首先 利用 一 个 已 知 的 事实 ; 即 及 上 任何 对 平移 不 变 的 
Hermite 连续 双 线 性 泛 函 均 可 写成 【FE ，qp* 94) 的 形式 ， 此 处 
F € KK 因为 Kol，,，) 是 平移 不 变 的 , 所 以 存在 Fo。 Ki， 使 得 
Ko(p, 中) 一 Folp¥g*)(p, pEK,), 对 XE K,, 定义 


A A ma09， 
这 样 的 下 定义 在 


上 。 由 定理 2.2，H, 的 亏 维 数 为 


2 
"2 


将 下 延 拓 到 整个 区, 上 ( 延 拓 方式 只 要 保持 线性 即 可 ), 延 拓 后 仍 记 
为 F, 显然 Fe Ki， 虫 于 


(oC)5 (2) rr -rlo( 


x O (TE) (p60)) = Ko(e， 9), 


因此 (2) 5 (i 生 )F 是 K, 上 正定 广义 函数 。 由 正定 广义 


函数 的 Bochner 定理 ,存在 直线 上 正则 度 dal(%)， 并 适合 
人 doa( 2 
T+ 


(N 是 某 个 正 整数 )。 使 得 
本 了 | Fw) 


r (0 (+ 二)o (EE)?)- (0( 
[$da0), 


这 里 名 是 甲 的 Fourier 变换 。 设 9e 吾 ， 易 知 
= dal 1) 
mn | sc GHB 
记 So 一 《一 eco, co) 一 {2v17 一 | *}, 注意 到 2%,(» 一 1， 
2 &) 是 6(4) 的 不 低 于 2m; 次 的 零点 ,所 以 


二 00， 


iD ) 
让 ih OG) (2m,)10,(4,)0(2,) 
1 
2ca(1) 
可 | ed er EE 
HD = G50 
即 得 


oma) 全 
Fn) = GRO 二 Det) 0 
"= (2m,)' OA) G1,) 


* 3331 。 


当 p, beg (土生 )Ki 时 ,有 qx* yg*& 日 设 


v—0(F 2)p, ¢—0(F EE)o, 


Kl t) ~ Kolprs tr) — F (0 (2 2) 0 (TE ) Cp) 


~ F(p*S*) 一 | GPABC) 
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SS odin PO) Dm (1 
本 之 之 2m») 1 5)0,,(1») 


-| $0 Td) 
大 a( 1,) | 本 人 [站 这 my 。 
p= (21m.)! Qo 1) 121=1, QC1) A 


为 了 得 到 KRC,y) 在 整个 K, 上 的 积分 表示 ,再 建立 两 个 引 理 . 


记 


Qs(14) 
0<i<m—1, 1<r<p). 


引 理 26 9 (+ )K, 一 Kw. 


2 


国 1 2 

证 首先 , 易 知 0 (二 和) KICK 

反之 , 设 pe KnCK,， 那 末 人 是 至 多 以 t(j 天 轨 为 
极点 且 在 4, 处 零点 次 数 不 低 于 m, 的 半 纯 函 数 , 因 此 可 写成 


1 
OQ.(1) {1 4.) py (4), 


其 中 gx ji 是 至 多 以 hp 去»z) 为 极点 的 半 纯 函数 。 又 
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即 p。(2) 实际 上 与 > 无 关 , 因 而 它 是 整 函数 . 南 6 K 可 知 ,存在 
po € K, 使 Fol 4) ee ps(14), 于 是 
1 了 1 ad 
py™=0 (+ 2 ) pe o(+ 三 ) K.. 


i 
证 毕 。 
引 理 2.7 存在 序列 {pCK(0 和 vmx，1 所 pp)， 

使 得 

PP {7 a 

[ee rz6ii。 
证 取 XeK， 使 EUi) 关 001< 委 > 委 上 间作 

Pp 1 4 和 matl 1 2 RR” 
bw 一 (+ *) 人 ») X， 
经 直接 验证 易 知 
中 pr i) = 用 县 1 mes 
| 去 | EE 


3 
. 0， 下 一 DJ 一 人 


再 作 
go 一 > ogg (OEm 人 Em,, lr <p), 
i 
那 末 


(1) 对 任何 一 组 {oi li ee 0 ， 15 “” ”3 no} 有 
ee] — 0 0, 0 <I Sm) 
(ii) 存在 一 组 {atP| 一 0, 1,…,m,}， 合 


种 《站 
[8 ~ Oi), 
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这 是 昼 为 相应 的 系数 阵 (| |]，) (7， i 9， 1 ……， ms) 是 上 三 


角 阵 , 主 对 角 线 上 元 
[二 志 0。 
在 (让 中 取 0 委 六 委 z，1< 委 ?> 委 上 得 到 一 列 {psm}， 由 
(i) , (ii) 即 知 它们 江 足 引 理 的 要 求 。 证 毕 , 
现在 继续 证 明定 理 2.5。 
对 任意 的 m& K,， 利 用 引 理 2.7 的 {gq,m}, 作 


Po) 一 px) 一 > [Ca 9， 
于 是 有 
局 名 | km, lp 
由 引 理 2.6， 
mEV (之) K,, 
另外 ,对 1 之 p 之 p， 有 
{mp Smo) 
要 -有 | 
对 gp, 中 EK,， 记 


《用 【六 
| ‘= | i 


由 上 面 的 证 明 有 
p m9 =) 
PT0 DD Doom 9 (+ EL)K, 


ox) = pF) 一 六 3 i co (42 a A)K,. 


vAl j= 


因为 K(.，、*) 是 连续 双 线 性 泛 函 ,并 且 是 Hermite 的 ,所 以 
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汪汪 oe i Rd etd, wae 


和 (my 中) 一 K(gp, bo) + >， 2 LiesK (py,, Po) 


TeiK(po, pi)l + >， >) 之 mi 
x KC(prs Pi)s 
而 

点 

Kp to) 一 | GeO) TED + DE), oman 
对 国定 的 ?与 j, (go sj) 是 KK es , 记 为 Ly(P), 
这 时 

K(py, wo) — Ly(b), 
再 注意 到 

K(pu, ev) — Klgyi, pm), 

即 得 六 (9 ,上 ) 的 形式 是 (2.13)， 

反之 ,当天 (p，y) 形 为 (2.13) 灶 , 可 喜 接 验证 它 基 连续 的 条 
件 正定 双 线 性 泛 函 。 证 毕 . 

4. 多 元 茶 件 正定 广义 函数 ”多 元 条 件 正定 广义 函数 的 情况 是 
比较 复杂 的 .这 里 将 分 别 给 出 具有 # 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 广义 
区 数 及 在 具有 有 限 亏 维 数 的 平移 不 变 子 空间 上 正定 的 条 件 正 定 广 
义 函 数 的 积分 表示 。 虽然 出 于 定理 ?2.1 后 者 的 积分 表示 适用 于 前 
者 ， 但 是 ,由于 方法 及 表示 形式 的 区 别 , 我 们 将 首先 写 出 共有 * 个 
负 二 次 式 的 条 件 正 定 广义 函数 的 积分 表示 ， 

引 理 2.8 设 Fe Ka 是 具有 ># 个 负 二 次 式 的 条 件 正定 广义 
函数 。 那 来 ,对 任何 一 组 数 & 一 《om，-…，cm)E<Rw。 


> op 一 1， 
必 有 一 个 变数 z 的 次 多 项 式 9.(z)， 使 得 F 在 闭 线性 子 空间 
D 人 fa.aKa 
0 ee 
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上 正定 。 
证 由 定理 ?2.1, 存在 亏 维 数 为 ”的 平移 不 变 子 空间 已 , F 在 
其 上 正定 。 对 任何 一 组 & = (cu， CE Fm), 
bp oo 一 1， 


Sh 


当 mp EH 时 ，gpl(x 十 12x) EE 日 ,1€R, 因此 


O 
ea- pop€n. 
Br 


仿 定理 2.2 的 证 明 , 可 以 得 到 对 = 次 多 项 式 0。, 有 
H2>9o( 工 as 2)K,. 
‘ 


Or 
这 样 ,了 在 子 空间 - 
相 ， | Qs (Fe 总 )K。 
上 是 正定 的 ,证 毕 . 


值得 注意 的 是 , H, 的 亏 维 数 不 是 有 限 的 ,因此 HH 关 王 . 

现在 ,我 们 来 研究 的 形式 . | 

对 EK ， 记 它 的 Fourier 变换 为 钊 , Km 的 Fourier 镭 换 
记 为 Zw， 丘 。 是 日. 中 函数 的 Fourier 变换 全 体 。 显 然 ， 

f, = 09-(c .1)DZ。. 

定义 Zs 上 的 广义 函数 为 ($$) 一 F(q). 

首先 写 出 信 在 9s(a- 1)5。(a - 1)Z。 上 的 积分 表示 。 因为 
F 在 HH 上 正定 ,所 以 当 Be Z 时 ， | 

F(te .1)G-(c IDB)) > 0. 
记 
FA(E()) 一 六 (oa 1)5o(c WE)), (2.14) 

这 样 就 得 到 Z。 上 的 一 个 正定 广义 函数 。 由 Bochner 定理 ， 有 正 
测度 gz)， 它 满足 


1y a = hy 
di 
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3 


| dud(x) -0o0 


1 十 | ?se 
(ne 为 某 个 正 整数 ) 
Po Fp, 
使 得 
FE 一 | vO). i (2.15) 


. 记 R" 上 单位 球面 为 Sw, 对 a, 8 6 5。, 由 (2.14) 及 (2.15) 有 
fo WEAp -Dam 本 
一 E(9p -25sp .09(a « 4) 


Gla .21)5(2)) 
车 本 到 (2)9(e - Oe + dns 4), CL) ER. 
因此 ,有 : 
en) 二 dua( 4) (2.16) 


Er Dl 

这 就 是 说 a 与 4 无关, 因此 记 作 dx(2). 14) 一 
《2.16) 知道 ,对 任何 o 及 任何 亚太 ”成 并 ， 
#(o(e NO .1780D)) 一 人 Oe . 25.(a . (dx(t). 

其 次 ,讨论 使 4n(4) 出 现 奇 履 的 点 ， 记 

Pa: 4) = 0a: 41)0.(07) 
Wo {Xl€C™”, pela 1) = 0}, 

a w 一 NN Wa, 
今 证 所 中 点 不 多 于 24 个 , , 
” 设 P,(1) 的 堆 点 为 4，-…、s 铝 ， 次 数 分 别 为 mw，-……， 
me. 记 ep (Bw)(r= 1,2,.. “,m)， 于 是 
We = (Ald€EC™, Peer 4)—0}—{hp = esll Sv SE pre}. 


? I97« 


显然 ,有 


WC DD We 


Pe 


而 右边 的 点 集 至 多 含有 T pis 个 点 ,因此 ,WwW 是 有 限 集 、 设 


W = {bl, ***, bp}, 
于 是 对 任何 a€5。, 有 Po(a 5,)=0 《Is 委 2< 委 如， 即 
{eslv = 1,2,...,p} 
是 P。 (1) 一 0 的 根 。 可 在 再 证 存在 6 “sn， 使 得 。 »}) 名 不 相 
同 ,这 样 就 有 
立 mb < 2n. 


v=] 


如 此 的 存在 性 的 证 明 如 下 + 记 . 
En— {alo€Sn, (bi — 6) :am 0 ,B= Uy Eis 


这 是 m 一 维 面 8。 中 至 多 是 m 一 2 维 的 集 , 所 以 8S= 一 互 非 
空 ., 显然 ， 取 a€ Sm 一 EE 即 可 。 

” 设 页， -下 是 矶 中 实 点 全 体 ， 易 知 风 有 这 阁 点 dl) 
才 出 现 奇 性 ， 现 来 确 定 交 性 的 阶 于 | 
le 5 一 个。 对 任何 国定 的 3， 各 
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Sm MV. 1 (2.17) 
r=1 


在 Wiis 人 本 中 可 能 有 些 Ve 完 全 售 在 菜 个 过 原点 的 
m—1 维 超 平面 上 ， 这 些 超 平 面 的 和 集 记 为 D,。 另 一 方面 , E 是 
Sm 和 有 限 个 m 一 2 维 或 m 一 1 维 的 过 原点 的 超 平面 的 交集 , 因 
此 ，M, 一 5m 一 (D,UE) 在 S$。 上 向 密 ， 由 .(2.17},. 必 用 ， 使 得 

Fa 人 对 > 兰 多 ， 启 这 种 和 中 的 最 小 值 为 I 于 是 ,在 V,，， 上 
可 以 取 到 不 在 同一 个 过 原点 的 wm 一 维 超 平面 上 的 中 个 点 
Gy my 这 样 ， 有 
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9 
re 区 


N, = inf Iw. “ocl™ > 0. 


Sm ppel 


因为 如 是 0 . 1) 的 mw, 次 零点 ， 所 以 存在 常数 0,> 0; 当 
+ 在 如 的 一 个 在 R" 中 的 小 环境 中 变动 时 ,有 es 


> 19 BEE ey Ca? 


> 9, 2 I 六 a ed 和 


' > NO, 忆 一 总 | 
此 时 ,再 利用 (2.16) 得 到 
bt 
[2 ap) = bol" Fe 
| 1sken DR 


<9N. > 2 
RE 
a8(2) — 全 一 和 wau(2 
是 一 个 普通 的 正 测度 ， 
现在 仿 定理 2.3 的 方法 在 了 上 作 广 义 前 数 .2 如 下 , 记 


DT BD Ei by, 


tm0 i 
取 二 0， 使 得 oe 
p <iminlb,— bl, 
i 2 rr 
作 函 数 8。(S) 如 下 ， 
Sp 
10 ， S Zr 户 ee 
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9,(s 二 二 1 


再 作 函数 
5.0 四 = 中 wa0C 一 40. 
对 ptfKm， 定义 
Fi(p) 一 | 作 芋 二 一 2 "oszjoe(y， 
11 [4— bl™ 


当 ae 门 MM, 时 ,Pn) 在 a 一 5 点 具有 不 少 于 mm, 次 的 办 
点 ,所 以 | 
Pp (io bo 起) U,(N 部 xD) 0， 


Ce 


X P。 (+ &- - 己 ) vx)dx) dp(4) 


~ {wee. ke: 扣 [ : le 


x pW = {Pa ENR) 


-Ge 


记 了 一 下 一 F， 由 (2.17) 知道 , 当 ee 站 时， 


P.( 和 己 ) 工 一 0. (2.19) 
现在 来 讨论 了 的 形式 。 我 们 有 如 下 引 理 。 


引 理 29 设 T 是 攻 。 上 广义 函数 ， 如 果 有 mm 个 多 项 式 


+ 401* 


P.(!),.…,Pm(1) 及 m 个 互相 垂直 的 方向 mm，…*, ems 使得 . 


/ . 如 4 
Pol eo, 之) 0 (2.20) 
了 区 er | {2.21) 


这 里 8,(x) 是 * 的 多 项 式 ， 
证 只 要 综 过 转轴 ， kana %, = zr， 因此 (3.20) 成 为 


今 对 w 用 归纳 法 来 证 明 引 理 成 立 . | 
设 yiCx1), Se 多 多) 是 微分 方程 
P (去 ) ylr) 一 0 “ 
四 
的 基本 解 组 。 作 广义 函数 tu。…, mu， 使 得 
2 ays) — ET » F011 (2.23) 


由于 行列 起 deyYXx)) ae 6 ,所 以 由 (2.23) 可 唯一 确定 zw，-…， 
wx。 不 妨 设 : 


> yo ) 六 i Ts 


这 里 {9p,(x4)} 是 和 起 个 解析 函 孝 ， 对 (2.23) 孝 行 运算 起， 并 利 
用 (2.22) 就 得 到 : 
3 y(n) 二 i 一 0 x 和 0， 1, “3 太一 村 


击 此 得 到 
uv 
ar 


当 m 一 1 时 ,得 生 是 常数 ; 引 理 成 立 ， 设 对 mw 一 1 时 引 理 


* 401* 


一 0， > 一 1 2 人 


err- 


已 谎 六 让 - i 
. Dr。 
Ox 

知道 ,w, 是 m 一 1 个 变数 的 广义 函数 , 邵 当 

| en 13 *, Xm)dx = 0 

时 ,tq) 一 0。 对 geK。， 作 

Rs 
定义 媚 <K。 为 如 (9) 一 ns(w)， 易 知 这 是 一 意 确定 的 。 当 
g 实 2 时 ,有 | 


人 (人 9) 一刀 (P.( 一 和 ; 
Ce) 
人 


-5 :b epi ) r]® 


= 人 0 


-= 0， 
所 以 . 
“由 归纳 法 假设 , #, 是 普通 函数 向 且 是 有 限 个 以 二 -xn 
为 变 元 的 指数 函数 与 多 项 式 乘积 之 和 , 记 为 4,(x,，,…, xm)， 因 此 


u(p) 一 A($) 一 | tplxss os Rm) Bs os rm) dx dxm 


mm | Hy Xs -9 xm)p(r, 0s x dx se “ty 
从 而 有 


二 . . : 
To 一 | Be) sn) pms mdr ede, 
ve . 号 
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2.9 来 讨论 满足 (2.19) 的 了 的 形式 ,首先 必须 说 
明 门 M, 中 存在 个 相互 垂直 的 方向 、 这 是 因为 稍为 5 队 
去 有 限 个 通过 原点 的 一 1 维 或 mm 一 2 维 的 起 平面 与 5 的 交 ， 
从 和 A M, 中 除去 了 那些 和 这 有 限 个 趣 平面 甘 直 的 单位 向 是 .显然 、 


上 . - ; : > 
门 M, 除去 这 些 向 量 后 所 得 的 集 力 仍 在 5 中 称 密 。 显然 当 


o € 也 时 ,与 “三 直 的 向 量 也 属于 如， 所 以 ,在 站 中 可 以 取 到 六 个 
相互 垂直 的 方向 m, .…，, an。 由 引 理 2.9, 满足 (2.19) 的 工 应 该 
具有 (2.21) 形式 . : 区 

现在 证 明 在 满足 (2.19) 的 表达 式 (2.21) 中 ,有 Po(&… ae) 一 0， 


[| 下 
这 里 ak n M,. 这 是 因为 当 oe nn M, 时 ， 


(人 


8 , , 
x pel ia 说 + 
于 是 立即 得 到 
如 
P. (i Ep * oj) on =0. 
设 @u 是 和 次 多 项 式 ， 并 Ks 次 齐 式 wl) 那 
末 就 有 - - 


Ps(c 十 《次 数 低 于 如 的 项 ) 一 0 … … ， 
因此 Pa ， an) ee 0。 


记 党 一 门 W。, 因为 门 M, 中 有 mm 个 相互 垂直 的 方向 ,和 前 


atENM, 


面 同样 可 以 证 得 珍 是 有 限 集 ， 显 然 ， 丈 玫 衣 ， 由 于 


Pufa an) 一 0， 
所 只 A 珍 , 不 妨 设 Da tea，… ,ew}。 因 为 如 果 中 有 点 
不 在 el ,uy 中 出 现 ， ee 而 取 相 应 的 
8 一 0 唱 可 ， 不妨 又 设 mm， …， 4 就 是 刀 ,--…, Bb1， 因为 56 从 


时 ，8e 侯 ， 所 以 还 可 以 假设 有 my 一 a A 
一 ， 因为 F， F ,都 是 Hermite 型 的 ,所 以 工 也 是 Hermite 型 
的 ,因此 。 可 以 进一步 地 写成 下 列 形式 


N+i 


TT 一 六 er 人 (Cs) 十 2 [zz ‘os 


vet vf 
六 "0,(— x)], 
当 y&i 时 ，， 


hs IC 可 
最 后 ,讨论 0,(x) 的 次 数 ， ee fm, 时 ,有 aEE， 所 以 


v=) 


ax(p— 1,2, , N) 是 w 个 不 而 的 数 ， 设 2 是 Pa) 在 
ro a * 的 等 点 次 数 ， 那 末 有 , 


a 24 


val 


”同时 容易 得 到 


a 0 
在 Re 中 w,(x) 一 0 是 不 超过 m 一 1 维 的 欠 面 记 它 与 ss 的 交 
为 cy 显然 i ee 


NN Mpg— 0 Sw 
m1 
当 
a€ a Me 一 or 
者 地 


+ 4 


0 一 ( 总) wa) | ete = 入 w(ta) 
一 . oo) Se 必 . 
因为 aéo,， 所 以 we 关 0， 因 币 如 < mm。 这 样 ,只 娶 阴 
at 和 
就 有 
Fe 六 nl in: 


总 结 上 面 讨论 ,就 得 到 

定理 210 设 F 是 Ks 上 具有 4 个 负 二 次 式 的 条 件 正 定 广 义 
函数 , 那 末 必 唯一 地 存在 R* 上 测度 48(1)， 适合 条 件 

由 ep( oo 
1 + 2 

(M 是 一 -个 正 整数 )， 还 有 1 个 实 点 与， 个 得 册 a …， 
as 及 相应 的 正 整数 mm， 7 还 有 多 项 式 Qn), “**y 
O41(#) ，Ni《x) ，……*，Ne《x)， 它 们 的 次 数 分 别 不 超过 2m,，-……， 
2mi, mr，-…， avy 而 


>) ry 十 >) 二 


ym) ; 


使 得 
F(g) ~ Rosa Ce)dz op 
Tr 
+ {RCP 
这 里 
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上 
Rh, xz] 一 之 0 人 1 一 如 ee 


x > 0 让 5,)， zx) 


当 p 志 5 时 , 85(5) 一 人 又 


p 一 上 minl5s — 5,l. 
2 [ot dd 


同时 
i 
R(x) 一 > ei OQ Cx) 
+ DD [es + ee], 
而 且 


D0 ~ OA— 4) (v= 1,2,.°, 1). 
下 面 讨论 在 平移 不 变 子 空间 上 正定 的 多 元 广义 函数 . 
引 强 2.11 设 电 是 KK 中 亏 维 数 为 4 的 闭 线性 子 空间 ， 那 末 
二 对 一 切 平移 算 子 U,: pe) > plx + a) es 
a ds es A 及 多 项 式 OC) (e—1, 3, N; pm 1, 
2,.…; Px) 适合 


六 8 


而 且 对 和 任何。 及, Om(z 十 a) 必 是 19.(z)12 一 12 pe} 
”的 线性 组 合 , 使 玉成 为 KK» 中 适合 条 件 : 


上 2G09GD de 一 0 一 1 


的 pks) 的 全 体 . 
证 必要 性 ” 仿 定 理 2.2 可 知 有 广义 函数 上 ,(v 一 1，2: 


42), 使 得 互 为 这 = 个 广义 浮 数 的 公共 零 空间 .由 于 态 对 一， , 


. 0 痢 * 


Se 不 变 ,所 以 存在 一 组 常数 c 名 ,使 得 


Es 二 2 有 


-; sel 


再 仿 定 理 2.2, 可 以 证 明 存 在 多 项 式 gr(z)， 使 得 
(BR) 0 9 dy 2， 2 人 


由 引 理 2.9, 存在 点 41，*…*, ew 及 多 项 式 Bn) 一 13 2 
m=1,2, ***, N), 他 得 


1 


L, ~ 六 ureg so， 


nml 


青 利 用 所 对 {U.} 的 不 变性 ,所 以 当 9 EH 时 ， 
= LU_P) 一 -De 亿 | ee 十 aa]gC29ax。 
因此 ,对 任何 “e R， 成立 
0 { 0 十 a)plrjde 一 0 


由 此 可 知 万 是 诸 泛 函 ~“r"0,(* 十 a) 的 公共 零 空间 .于 是 , 存 

在 一 组 常数 < 只 ， 使 得 cn(4) 一 cj 比较 隔 演 含有 

和 的 项 ,到 得 Oml* 十 4) 为 ge 一 2 8) 的 

线性 组 合 . es 
充分 性 作 


N 
一 > eiar Qs) ,2 en) 


ml 


' 易 知 电 就 是 诸 的 公共 零 空间 ， 因此 充分 栓 是 显然 的 ， 证 毕 . 
“现在 建立 也 上 正定 的 广义 函数 的 积分 表达 式 。 
设 0(x) 是 一 多 项 式 ,适合 条 件 
9 (i 志 ) eit Q(x) 一 0， 


vAQ7* 


Dp— 1,2,.**, Pr, trl,2,..", N, {2.24) 
那 末 对 人 尾 何 由 Ks， 由 引 理 2.11 可 知 


1 8 
0? (+ 起) h(x) EH, 


因此 ,FF 的 Fourier 变换 六 满足 | 四 于 
F(OO COPA PN) > (2.25) 
令 Fofe(1)) — FCO(NGC) pO (pe 2 3 车 上 正定 
广义 函数 ,因而 有 下 测度 djpo(4)， 
| duo(4) ow 


1 十 1 
《< 是 正 整 数 ), 使 得 
CO -| pdpolh), 
与 定理 2.40 的 处 理 方 法 一样 ， 可 以 知道 -Ce 实质 上 与 9 无 
关 , 记 作 dx(1)， 于 是 ,有 ，。 
F(T PN = | QT pL) dA). (2.26) 
:. “对 于 满 是 《2.24) 而 次 数 不 超 过 + 的 多 珊 式 :89《%),. 作 
0(4)G(); 这 个 多 项 式 在 次 数 不 起 过 2 的 多 项 式 全 体 疡 成 的 空 
阅 中 张 成 一 个 强 性 子 空间 , . 记 为 4, 称 4 是 对 应 于 右 的 多 项 式 空 
闻 。 由 《2.26), 当 P(1) e 4 时 ,容易 证 明 
FPO)PON) = {POP)an). (2.27) 
由 dau(2) 的 定义 知道 , :1 天 -an 处 是 正常 的 。 而 在 2 一 a 处 的 
环境 中 ,对 钙 何 P(1) e 4，P()dp(2) 是 正常 的 , 设 H* 是 Ze 中 
函数 (1) 在 1 ~ an 的 Taylor 展开 式 中 , 首 2 次 多 项 式 属于 
4 的 那 种 函数 全 体 所 成 的 线性 也 空间 , 称 之 为 妃 的 对 个 空间 ， 那 
末 ， 
MUG()) 一 | pan) (2.28) 
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是 H* 上 有 确定 意义 的 线性 泛 夯 .因为 召 * 是 的 团子 空间 ， 而 
M(g(4)) 在 H* 上 按 Zw 中 拓扑 是 连续 的 , 因此 可 以 把 M 延 拓 为 
Z。 上 广义 函数 . 由 (2.27), (2.28) 可 知 , 当 PCz)< 4 时 ， 
( 训 一 MI)ACLDP(CLD)D 一 0 
设 了 EKz， 而 他 一 各 一 M， 于 是 当 PCt)ed 时 ， 


P(i2)T 0. 2.29) 

与 引 理 2.9 得 仿 ; 人 2= 次 的 多 项 式 评 je7。 使 

Se es Se ad 
T= Bw 


这 里 ,由 (2.29) 易 知 , P() 64 时 ， ee 

P(r as)W os) 一 0. (2.30) 
由 于 当 $e H* 时 ， oe 
Fw) 一 : 党 Sw ( 是 sl > 
但 是 , 5) 在 4 一 0， 的 Taylor 广 开 式 中 次 数 不 妈 过 24 的 顶 必 
与 4 中 某 一 多 项 式 P(1) 一 致 ,如 果 我 们 能 证 明 

wl(i) PD 0 

那 未 当 由 eH* 时 ,就 有 全 (#) 一 0， 凤 

FOW) = MD) = { bdp(2). 
实际 上 ,由 (2.30)， | 

0 -| - st (i 嫂 + sn)w Ce)) px) dx 


一 Jet (Woels)e tr)dr 
一 je a “OP (十 起) prydr 
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DC 

对 任何 (4) e Zo。 成立， 因此 ， 
We (2) FO, ~ 0 

这 样 就 证 明了 下 面 的 定理 。 
“定理 2.12 设 马 是 K% 中 导 维 数 为 * 的 闭 线性 子 空间 ，H 是 
平移 不 变 的 。 设 H* 是 右 在 Zs 中 的 对 偶 空 间 ， 如 果 K。 上 广义 函 
数 二 在 妃 上 是 正定 的 ， 那 未 必 存在 正 测度 dp(2)， 当 P(4) 是 属 
于 刀 的 多 项 式 空间 时 ,存在 正 整 数 《。 使 得 


人 ea < 
1 十 人 


当 pe K», Wm FEH* 时 ， 
FCpy 一 | 人 ce9 友 stD. (2.31) 
利用 定理 2.12 便 可 确定 出 在 整个 空间 罗 。 上 的 积分 表示 
式 。 因 为 B* 在。 中 的 邱 维 数 是 有 限 的 , 因而 存在 有 限 个 不 超过 
2 次 的 多 项 式 wo)(D 一 1 2，…- ‘90 p= 1 2， 9)， 使 

得 P(X) e 4 的 充 要 条 件 是 ee 
GE) 0, 0.32) 
对 于 适合 (2. 32) 的 多 需 式 组 人 琢 数 H" 的 充 

要 条 件 是 


lss 


os 总) we(i)1 = 0. 
设 Bs(4) 是 ZZ, 中 适合 条 件 
coor (EE) BD ~ ender 
的 函数 (这 一 组 函数 是 存在 的 ), 设 pro(#) Ku， go 一 Be， 那 末 
由 (2.31) 及 (2.32) 可 以 得 到 ， 当 p eK。 时 ， 


F() = {| [一 2ereeraom(Deu(C2Jo(e)axan) 
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+ SF (ql)) | 。 -isp a 2 
十 sF(euGa)1 Ch 0 


4. Banach 代数 上 妆 件 正 窜 泛 函 的 表示 关于 Beh 代数 
上 正定 泛 函 的 表示 有 如 下 基本 结果 : 设 和 是 具有 单位 元 和 连续 对 
合 * 的 Banach 代数 。+ 是 男 上 正定 泛 阴 , 那 末 必 有 一 个 Hilbert 
Ss B(H) 循环 对 称 表 示 4:, 使 得 
pp fC0x) Ga (4sbo, &0), x R, 
这 里 fo 如 是 循环 向 量 ， 

现 将 这 个 结果 推广 到 史上 的 条 件 正 定 沁 丽 ， . 

定义 2.4 . 设 名 是 具有 对 合 * 的 代数 ， /是 所 上 和 
时 i 

GD) 对 任何 *, 了 ER, jz x) 是 名 上 双 线 性 Hermpite 泛 函 ， 

(i) 对 钙 何 x，y ER 以 (7) 一 蕊 ?*z3 作 为 叶 上 庶 规 ， 
(%, (-，)7 的 极 大 负 子 空间 维 数 为 ny ，. 
那 末 称 了 是 中 上 具有 a sad 

.对 器 a 7 的 条 忻 正定 溪 函 和 令 

9 一 {x |)"s). = 0, y € RY, . 
吻 知 各 是 包 的 左 理想. 作 9 一 %/%r。 对 任何 和 yc Ji， 定义 
(FP) = VFx), x ER, EF,. 
易 知 % 按 〔(,，') 有 如 下 坦 交 前 接 和 分 解 ， 咏 汪 浊 _ 力 8、 湛 中 
SS_，, 只 + 分 别 是 %. 中 的 负 、 正 线性 子 空间 ， 引 信 夫 积 
[x, 3 = — (#3 ) + (Fr 4) | 

这 里 一 tf. 二 2 了 证 ER。 将 
i 按 [", 完备 化 得 到 克 。. 

一 守 淡 2.5 击 给 定 的 具有 对 食 冰 的 代数 器 以 及 区: 上 的 具有 全 
指标 =” 的 条 件 正定 泛 函 所 产生 的 万 。 空间 ， 称 为 了 的 表示 :从 章 
十: 对 每 个 xe 贷 ,在 站 .上 有 有 算 于 4。， 使 得 对 任何 ， eR 

BA NW A 1 


ba 


“~ 
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定型 213 没 吕 是 其 有 连续 对 会 的 Banach 代数 ， f 是 已 
上 对 称 的 负 指 标 为 ”的 条 件 正定 泛 函 。 那 末 ， 必 存在 不 定 度 规 空 
间 Prx, 天 < 委 2 十 1， 并 且 存 在 只 到 B(x) 的 一 个 循环 表示 =: 
+ 上 > 及， 为 循环 向 量 ,使 得 

“人 je) = (4,&,, 50)s, x#€ Rs 

1) A+ = At, 

“为 了 证 明 这 个 定理 , 先 证 下 面 的 引 理 . es 

引 于 2.14 设 % 是 具有 对 合 * 的 代数 ， 位 没有 单位 元 。 究 ; 是 
9 和 形式 单位 元 * 生成 的 * 代数 .如果 f 是 沈 上 具有 人 负 据 标 ”的 
条 件 正 泛 洒 ， 那 末 f 可 延 拓 成 R, 上 条 件 正 客 泛 畏 的 充 灾 条 攻 是 ， 
1 是 对 称 的 ( 即 f(x) 一 天 x 可 ,x《 问 )， 并 且 ! 的 延 拓 i. 直上 
具有 指标 不 超过 ” 十 1 的 条 件 正定 泛 函 . 

证 显然 ，Kz) 一 7) (ze 名 ) 是 了 能 延 拓 的 充 要 条 件 。 

- 钢 在 证 明 寻 拓 后 的 天 的 俩 独 标 不 超过 "十 1。 

事实 上 ; 在 式 上 出 了 产生 的 度 规 为 〈《.，. 力 ， 由 假设 林 难 知 
道 ， 旬 有 分 解 名 一 及 -四 %+ ， 其 中 粕 -是 器 中 按 (，.》7 的 某 个 
极 大 负 线 性 子 空间 (所 以 jim%_ 一 nn)， 而 锅 ; 是 半 正 子 空 刘 。 到 
然 , 和 % 有 分 解 各 , 一 员 - 十 喀 ， 这 里 外 ' 是 由 偶 ; 与 形式 单位 元 <。 张 
成 的 线性 子 空间 , 由 于 所 是 f 的 延 括 ,所 以 实 - 关于 人 。 也 是 
鱼 福 子 空 疗 。. 如果 %' 中 有 两 个 向 量 

di de tt x ri Rili = 1, 2) 
张 成 的 线性 子 密 间 按 (- ;…), 是 负 的 ,我 们 不 妨 候 设 。: 
{gy af]j = Bisy fl, 2)。 
由 于 laa hia ra 一 Max € Ns 项 以 
一 《| 全 十 | = C0 一 haa hm 一 42 )1， 
一 【25 一 Ur, Mx 一 和 ax 0, 

显然, 因为 4 0, he DD, 上 式 不 可 能 成 立 . 所 以 办 的 入 格 标 
不 超过 * 十 3。 证 毕 ， 

引 疆 2158 设 器 是 具有 单位 元 和 连续 对 合 的 和 代数 ， 
1 是 久 上 具有 负 指 标的 条 件 正定 汉 孙 ，+& 届 , 如 果 * 一 r*， 那 
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未 4。 必 可 延 拓 成 了 的 表示 空间 厅 , 上 岛 共 稀 算 子 全 ， 并 且 ， 
sup{ [4| 11€ oC A.)} & zl 
《从 而 各 是 入 ,上 有 界 算 子 );， ; 

证 显然 ，cER《 否 则 将 有 re) = je* ye 即 了 是 夫 
省 函 了 。 这 与 具有 负 指标 ”= 相 藉 盾 )。 著 性 何 * 《和 作 和 CC17:) 
上 算 子 、 
| 匠 Ar: YY 一 >xy hs (2.33} 
显然 有 : 

,4 一 9 过 (4:)C%， 并 到 hs. 要 线 线 舌 夺 3 

(ii) 和 如果 x* 在 人 入 上 有 太 ( 右 ) 淡 元 x7'(#7')， 那 带 在 和 二 有 
Axrids mn AsAs-t El lw (I 是 {1s 上 单位 咎 于 ),. 从 币 当 :# 
有 逆 元 x 时 , 那 末 4a- 人 sd il 

《 赴 ) 如 果 * 一 **， 那 末 对 年 何 了 ef go， 

CAs, 3) = f(z*(z7)) 一 f(x*a)"y) nae 
= Hr)y) = (5, 2) CF 420 
即 A:CAs, 

由 于 对 任何 x hr x* 。 当 12| 之 Ji 时 > (x 4c)-, 
(x 一)~te 委 ， 所 以 由 (ii) 知道 

RAs 1) = RAs U1), P(A) = RL, ny 
均 在 1 中 稠密 ， 当 Tu * 0 时 ， i fe 的 
Cy 变换 是 保 距 算 子 ， 六 

| 7) ~ 

(以 它 可 以 推出 1Eay(yV:))、 显 然 ， 

徊 (一 了 
所 以 由 第 二 章 定理 38 的 《ij，?。 必 有 闭 扩 艰 刀 FV. 是 保 距 算 
子 ,更 满足 将 

. 酌 [ 天 二 了 ) ~ 
再 注意 到 多 (V:) 一 , 弦 ( 4 0 一 X17), 而 

RA UU)= H(A TJ, .2 | 

则 易 知 保 距 算 于 六, 及 其 逆 Vz!: 都 县 连续 的 ,从 而 y ,的 延 拓 ， 是 
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唯一 的 ,并 且 是 7, 上 西 算 子 . 又 因为 
六 (V: 一 DD) = 
所 以 六 :的 Cayley 变换 有 是 自 共 轿 算 子 ,并 旭 是 4: 的 唯一 的 闭 
延 拓 ， 从 等 式 : 
(A — BA) = (A D(A) = 1 
以 及 财贸 象 定理 《并 为 4 一 A，7. 一 季 都 是 闭 算 子 ， 成 而 
(A 一 10) 《as 一 和) 为 闭 算 子 ) 可 知 ，4,， XE p(A,)。 证 
毕 ， 9 
定理 :2.13 的 证 明 ”利用 当 | 理 2.15， 先 将 禄 扩 充 成 县 有 单位 
元 的 距 , 将 延 拓 成 % 上 的 天 ,天 是 名 上 有 具 背 俩 指标 不 超过 十 1 
约 条 件 正 定 沱 函 . 记 友 所 产生 的 表示 空间 为 JIk(K 过 # 十)， 
5 为 BE Nx。 按 ( ,jy 作 表 示 ， 由 于 对 任何 ER 
区 一 如 一 和 
所 以 名 是 循环 摧 量 。 显然 ， 它 是 名 的 一 个 表示 . 由 引 理 2.15，9%， 
中 自 共 箔 元 x 的 表示 3, 是 x 上 自 共 饭 算 子 ,所 以 上 述 表 示 是 对 
称 表示 . 证 毕 。 
必须 注意 ;条 件 正 定 泛 函 与 正定 泛 范 有 本 质 的 区 别 。 例 如, 具 
有 单位 元 和 连续 对 合 * 的 Banach 代数 % 上 每 个 正定 光阴 必 连续 ， 
但 条 件 正 宁 涉 函 就 不 一 定 连续 了 . 
“ 例 芝 1 任 取 一 个 无 限 维 实 Banach 空间 B， 令 f 是 B 上 无 界 
实 线性 泛 函 , 记 一 {x 二 ilx, y€ B}， 在 侈 上 定义 数 冬 和 乘 
法 如 下 : 
(a + ip)(z + iy) 一 (ar — By) + i(Bx + oy), 
| x + iy) (x + iy) 一 0 
又 定义 | 
(zt yr iy, 
| = 十 有 
易 知名 是 一 个 对 称 的 可 交换 的 Banacd 代数 ,定义 
P(x tiy) ~ f(x) + if(y)s 
“4i4. 


易 知 Ff 是 上 一 个 对 称 的 负 据 标 为 0 的 泛 函 ,可 以 招 Ss RN, 
《对 任何 *,y 《+r 十 jy 十 4e EK， 规定 1 

jz 十 黎 半 cii 加 十 第 十 :人才 六 ， 可 
上 兵 朝 鱼 指 标 为 ,1 的 条 性 正 定 巷 亢 ji- 显 搬 五 是 不 连续 的 : ; 
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. 这 一 节 中 基本 空间 是 Hilbert 空间 已 ,用 让 和 让 下 分 关 和 
示 站 上 内 积 和 范 数 。 设 4 是 万 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 如 可 
0€ pA) 由 4 导入 算 子 U 一 4 4，, 称 作 4《 的 级 . 积 算 子 。 我 
们 在 本 节 中 将 应 用 不 定 腐 规 的 观念 来 考察 可 的 谱 的 性 质 ，U 与 4 
的 关系 ,以 用 反问 题 ,由 互 上 具有 您 样 竹 抽 的 算 子 立 ， 
程 刀 二 444 有 解 (同时 还 考 闪 方程 镍 4 的 一 般 形 拉 )、 

.4 非 肖 化 的 双 线 性 些 间 及 其 上 算 子 、， 山 

定义 31 设 4 是 班 Ilbert 空间 请 上 有 界线 性 算 子 ， 并 且 06 
(4), .由 4 导 世 及 上 一 外 有 内 到 线性 波 十 《(: ;"); 清 赴 了 

TA mip 
称 ( 昌 ;( :站 (或 (内 ,4)) 是 非 退 化 的 下 线性 空间 
yp 那 未 ( 妃 , 站 便 是 记 本 身 . 又 如 果 4 一 44%, 嘟 
末 (有 H,(。，* )) 就 是 不 定 度 规 空间 ， 而 且 是 完 罕 的， 和 如 
果 


Fat 


| .A= 上 WE 
是 4 的 谱 分 解 ， PR， 二- _ 是 4 的 正 、 负 庄子 空间 , Ps 是 Hs 上 
投影 锋 予 。 将 总 上 原 内 积 1 ，:] 换 为 短 价 的 内 名 :， 
_ [. jz 一 [41、，、)]， 
易 知 这 时 有 
(x = [jx 7y]z rs EH, 
其 中 J 一 PP 一 P。 | 
在 有 界 双 线性 襟 闻 ( 吾 ,“- ,，: )) 上 新 扑 读 取 为 原 Hilbert: 空 
"be 


他 十 上 的 大、 这 里 不 氢 类 似 于 守 畜 的 不 定 度 规 空间 二 算 子 理论 
来 讨论 (已 ，( . ，' )) 上 的 算 子 ， 只 仅 就 下 面 的 需要 引 进 {日 ， 
〈《-.，, )) 上 某 些 算 子 ,并 列举 它们 的 一 些 性 质 ， 

定义 32. 设 了 是 有 有 界 双 线性 空间 (日 ，(… ，- )) :上 线性 算 
子 , 如 果 存 在 常数 M , 使 得 

Hal Bz, y)| 志 MM， 
就 称 B 是 ( 态 , (， ,，)) 上 有 界线 性 算 子 ， 设 线性 算 子 工 丰 (H, 
(+,*)) 上 移 定 。 (H,(.,:)) 上 适合 下 列 条 件 的 线性 算 子 
Ca 
Tes 7 一 (zs Ty), #€ D(T), ye DT 2 ~ ts: 1 
中 定义 域 最 大 1 按 包 含 关 订 ) 的 算 子 Tt 称 为 T 的 共 回 算 地. 如 果 
币 定 算 子 工 满足 了 一 TY， 称 T 是 (H,(: * )) 上 自 共 辆 算 子 。 
如 果 线性 算 子 Ur, 对 一 切 zy WU), 都 省、 
Ce (Up) , (3°7) 

则 称 已 是 (有 ， (-。，- )》 上 保 瑟 算 子 。 如果 口 不 仅 是 ( 且 ， ，*)) 
上 保 距 算 子 ， 而 且 是 妈 上 的 双 射 那 示 称 U 是 (H,(- .上 下 
算 子 、(H,(，，* )). 上 等 笔 自 共 罗 算 于 称 为 《H，( - a 上 投 

下 列 引 理 是 显然 的 。 2 es 

引 理 3.1 在 有 界 双 线性 空间 (H, ( - ，. ))( 一 (H, 4)) 上 
下 列 命 题 成 立 ， 

(i) 8 为 《8， 人 ) 上 有 界线 性 算 了 的 充 要 条 件 是 ， B 是 (H, 
1) 上 有 界 级 性 算 于 . | 

(i) 5B 是 CH 人 )》 上 和 定 总 性 算 子 ， 那 末 . Bt + 存在 而 且 叭 一 ， 
并 且 有 


Bto—= ed (3.3) 
而 刀 是 CR, 4) 上 自 共 辊 算 子 的 充 要 条 件 是 | 
A*B = B*A*; (3.4) 


(87)' ~ B 的 充 要 条 件 是 8 与 4*'4 可 交换 特别, 当 且 仅 当 
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A* 4 一 al (a 是非 零 数 一 一 下 一 小 节 中 将 知道 只 能 lcl = 1) 
时 ， 对 一 切 ( 斑 , 4) 上 有 界线 竹 算 子 B, 才 有 (B1)!1 一 了 

(证 ) (五 , 4) 上 丁 算 子 必 是 有 界 算 子 。 

(iv) 已 是 满足 玫 (D) 一 五 一 统 (U) | (H, 
4) 士 画 竹子 的 充 要 条 件 是 下 面 五 个 中 的 任何 一 个 成 这 


a UU = 1, b) TU+ 一 1 : . 《3. 5) 
5 U-!— 4A™ ‘UA*, A UA 一 二 ce》 ge 2 
(3.6) . 


> 对 于 《B， 0 上 三 算 于 UU 苞 有 TU ee DJ 出 
(vi) o(B1) ~ of B)(— {X14e olB)}), 从 而 当 B1 一 BE 时 ， 
stB) 必 关 于 实 向 对称 。 当 U 是 (H, 4) 上 西 沈 子 时 ， 


OD) = i 往 |%e co 


即 西 算 子 的 谱 关 于 单位 贺 周 对 称 。 .. 
(vii) 车 P 了 是 (BH, 4) 上 投影 算 子 , 那 末 P 必 是 有 界 的 ， 并 且 
md (I Es 这 三 四 是 On 3 
交 直 接 和 .… | 
通过 直 疤 计算 还 不 难得 到 (a, 4) 上 上 有关 Cayley 妆 扫 的 针 
果 。 下 面 仪 就 有 界 自 共 圈 算 子 情况 及 正则 点 的 变换 苹 出 上 
引 再 3.2 设 B 是 ( 录 ，4) 上 有 界 自 共 罗 算 子 ， 二 E pl8)， 
Im 志 0， 那 末 i 
人 Us=(B ~— ENB CI). (3.7) 
是 ( 玉 , 4) 上 西 算 子 ;并且 1e ptDU). 反之 ,如 累 忆 是 (有 过 ) 六 
西 算 子 ,并 且 1€ p(U)， 那 末 ~ , 
Ba (FU — ETHU 一 DD- (3.8) 
是 (如 ,4) 上 有 界 自 共 氏 算 子 ，(3.7), (3.8) 互 为 逆 变 换 , 
2. 极 - 积 算 子 概念 及 其 性 质 . 
定义 3.3 设 4 是 Hilbert 空间 (HH,[*，* ]) 上 有 界线 姓 算 
子 , 0€ p(4)， 称 算 子 U 一 4* 4 是 4 的 极 积 算 子 ， 
有 了 时 ,对 任何 XE p(4)， 也 称 Us 一 (4 一 1)* (4 一 2)》 是 
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4 的 极 " 积 算 子 ... 
显然 , 当 dimH 一 1，4 是 复数 4, 当 4a 闫 0 时 。 
U= 工 4 一 esf 一 argz)。 
a , : , 

引 理 3.3 设 4 是 Hilbert 空间 (如, [* ，"]), 上 有 界线 性 
算 子 ，06 p(4)， 那 末 算 子 了 一 47 11 一 41 和 是 空间 
(HH,A4*) 或 (五 ,4) 上 的 再 算 子 ,从 而 o(V) 关 干 单位 辐 局 对 称 ， 
如 果 了 是 〈 妃 , 4*) 或 《HH 4) 工 西 算 了 于 ,， 那 末 乙 必 与 斥 可 交换 。 

证 ”由 假设 双 是 双 射 * 又 由 于 4 = 4* 吕 ,所 以 4 一 U*A， 
从 而 . 
UA 好 mm UAU. < (89) 
电 引 理 3.1 的 (iv), U 是 (HA) 或 (H, 4"*) 上 的 西 算 于 ， 再 由 
引 理 3.1 的 (v， 

0) 一 一 一 一。 

- 设 了 是 CE， 4) (或 《HB 42)) 上 的 再 筑 子 ， 由 引 理 3.1 的 
(yw (V1)+ 一 V. 再 由 引 理 3.1 的 (ii),V 与 4* 4 (区: 4 4 一 
2 ) 可 交换 。 证 毕 . 

定理 3.4 设 4 是 Hilbert 空间 (RN [， :3 土 有 界线 狂 
算 子 :如 果 存 在 c，f1 4 空 af > 0， 那 来 和 

(D 0e pl(4)., 

iD DU= 4*'A 是 Hilbert 窑 间 (H, 1,A) 上 西 算 子 ， 从 
而 o(U) 在 单位 克 疝 上 ， 站 

(i) 1€ pCU). 

证 全 记 4 一 4 十 各 是 直角 坐标 分 负 对 任何 x € HH， 

{Ax, x) = (Hr, x) + i(vr, +), 

{Atr, +) = (ur, 2) -ilvr, £), 

所 以 | 
|(Axs x)| olxlP, (A*r, x)| > ols 

由 此 可 知 , 4 A4* "是 (H,[，,* ]) 上 有 界 算 子 , 即 gep(4)。 
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Gn) 由 引 理 3.3 的 (3.9) 式 知道 v = 1xy 慷 。 莓 根据 引 理 3.1 
的 (iv)， 忆 是 ( 豆 , >) 上 的 西 算 子 。 
(iii) 因为 
” 4 一 sfort 十 再)， Ar=yv wmil) {3.10) 
以 及 py- 一 peorDz = vow)jv*， 所 以 ol 是 (Boy) 
上 自 共 思 算 子 ， 然 丙 《He) 是 Hilbert 空间 ,划一 i 必 是 (H,v) 
上 自 共 轿 算 子 ”zx 的 正则 点 ， 
: 从 (3.10) 知道 , "的 .Cayley 变换 (到 之 一 一 旨 正 是 也， 
从 而 +e p(Z)。 证 毕 . 
类 似 可 以 得 到 下 列 定 更 ， . A a 
定理 3.5 设 4 是 Hilbert 空间 ( 妃 ， ，，* ]) 上 有 界线 性 算 
子 ， 0ep(4)mnp(im4)， 那 末 U 一 4*'4 是 不 定 度 规 空间 (BH, 
lImA) 上 西 算 子 ， Wp 1€ plU)。 特别 ,如 果 
= {x(tlimAzr,*) < 0} 
的 维 数 dimE, < co ,0 就 是 x 型 空间 上 西 算 子 . | 
证 由 于 4 一 x(e we 十 订 )， 4 是 有 界 的 , 所 以 一 # f 是 n 
型 空间 (HH,v) 上 官 共 示 算 子 > 的 正则 点 ， 从 而 1 € oD). 其 余 
的 可 类 似 于 定理 3.4 的 证 明 。 证 毕 。 
推论 3.6 设 4 是 Hilbert 空间 (H,[-，* ]) 直上 有 只 线 恰 算 
子 , 如 果 存 在 复数 = 一 re”， 使 得 1m(z4) i > 0,. 那 末 0€ 
nA4),U — A*! 4 是 (H, Im(z4)) 上 西 算 子 ， 并 且 c ee ptD). 
”证 考察 4' 一 :4.4 满足 定理 3.4 的 条 件 , 所 以 
AW ce , 
是 ( 理 , Im(z4)) 上 西 算 子 ,并 且 16 plU"), 凤 是 (H, Im(a4)) 
上 西 算 子 ， 并 且 ,e ”Ee p(tD). 证 毕 ， | | 
定理 3.7 设 4 是 Hilbert 空间 (H, [ . 。. ]) 上 有 界线 性 
算 子 ,对 任何 满足 1%| 之 |4j 的 复数 1， 加 
Ui (4 — 41)*"(4 — 11) 


必 是 某 个 Hilbert 空间 上 的 西 算 子 。 如 果 记 2 过 +e . 那 末 


a ce € p(U,), 


9 A197 。 


证 考察 算 子 二 4 ,显然 ， 


B, 总 有 
limBl = sup (mBr, #)!| < ,sup (Br, 7)| < HBl, 


应 沁 < 1。 由 于 对 任何 算 子 


所 以 1 
Im (£4 + i ) > 人 一 桔 4 1> 0， 


从 而 广 4 + i 的 极 ' 积 算 子 UV" 是 Hilbert 空间 (n, 1m 入 4 十 
| 


并 )) 上 西 算 子 ,而 且 1e e(0)， 由 于 算 子 
4 ui (LA4+i) 


的 极 积 算 于 Us 一 < 人 "1090 也 是 (a, Im( 志 + 让) 1 上 西 算 


子 ,并 且 一 ce p(UD， 所 以 定理 得 证 . 
显然 ,对 一 般 的 算 子 4 来 说 ， 定理 3.7 中 的 条 件 12| > 上 | 是 
不 能 改 为 14| 14 的 
3. 避 一 A*'A 与 A 的 关系 这 一 小 节 主 要 考察 4 的 航 : 积 算 
子 与 4 的 关系 . ee 
”定理 3.8 设 4 是 Hilbert 空间 ( 太 , [+ ，- ]) 上 有 界线 性 
算 子 ,而且 存在 常数 aslm4 之 ael>>0， 那 末 必 存在 两 个 Hilberx 
《Bon (i 一 1, 2) 使 得 
人 4 和 4* 都 是 (H,w) 到 (H, 0) 的 西 算 子 ， 
(i) 存在 〈H， 2) 上 谱 测度 案 中 在 [a, 8]C(0，2x) 上 的 
谱系 {Bilre [0， ?=]}， 使 得 对 任何 A 一 (1, x]C(0， 2 
AE1HCEH, A*EA:HC EH, | 
而 且 对 任何 *e ELH,， 有 
KA 一 e249x) < ANA (Al = pC— 1). 
证 取 一 vy 一 4-p4*'。 记 ( 晶 , vi) 的 内 积 , 范 数 分 
“ #420" 


别 为 T[-.。']，} -处 。 因 为 4*'4 一 UU 是 (日 , 4) 上 西 算 子 , 它 的 
谱系 为 {E114€ [0,2z]}， 又 下 于 1€ p(U)， 所 以 谱 测 度 信 中 在 
fc 81C(0y2n) 中 。 下面 证 明 4A* 是 (H, v1) 到 (百世 ) 的 西 算 
子 。 事 实 王 ,对 尾 何 xz, y EH， 
[A*x, A*yl 一 [vsAtx, A*yT = [AvsAd*x, y] 
一 [vx, y] = [x, yj， 

又 因为 A* 是 日 上 的 双 射 ， 所 以 A* 是 CH, v1) 到 (H, v,) 的 两 算 
了 由 于 4 一 A*U, 所 以 4 也 是 (H， 到 (， 名 ) 的 枉 算 子 ， 乌 
(i) 成 立 . 

取 一 A*EiA4*"'， 易 知 {EilXe [0， 2]} 是 (H, 3) 上 
谱系 ， 并 且 A*ELHCEZH. 由 于 44= A*U, 所 以 3 


A=m A* 上 co 地 启 Ee eA*dE!, (3.11) 
从 (3.11) 易 知 4ELHCEXH, 并 且 当 xEELH 时 
ea) oe ea 
| < A*PIAaNlelP, 
”由 于 组 4 得 一生 4 和 所 以 (六) 成立， 证 毕 . 

下 面 是 定理 3.7 的 特例 . 

”看 论 3 ”在 定 亨 3.7 侧 概 设 下 , 又 如 果 Re 是 作 连 绕 算 于 ， 
那 未 必 存 在 一 列 数 {cr},，h 一 #4， em 天 1 4 一 1,2,-…* ,以 
复 日 上 一 列 有 限 维 投影 子 空间 {B.1r 一 1， 2，-…} 和 可 能 是 无 
限 维 的 闭 线性 子 空间 E。, 使 得 2 


A- > Bs 
《iD 对 每 个 *e 瑟 ， 必 可 叭 一 地 分 解 ( 强 板 要 成 
站 x € Ea, J 
n= 
并 且 


9 于 记 。 


4z 一 可 cdr ( 强 极限 ]， 


证 因为 vw 是 (RH,[，;，1) 上 全 连续 算 子 ,而 《BE，>) 

与 (B， 1) 拓扑 等 价 ,所 以 “we 也 是 《HH, ov) 上 全 连续 算 子 ， 由 
_Cayiey 变换 , 易 知 避 的 谱 是 可 列 的 ,并 且 当 ce o(U)， 
ea 天 一 

时 , 福 应 的 谱 子 空间 是 有 限 维 的 , .Cr we) 就 是 0 相应 于 一 1 网 
特征 子 空间 ， 利 用 定理 3.7, 易 知 推论 中 的 〈iD , (ii) 成 立 。 让 毕 。 

定理 3.10 设 4 是 Hilbert 空间 (〈 互 , [， ， - ]) 上 有 界线 性 
算 子 , 那 末 | 

(i) 4 为 正常 算 于 的 序 要 条 件 是 存在 1e e(4)， 成立 


:es 
-61 -84 


<A” 
这 里 Br Ns | 
(ii) 如 果 存 在 常数 a, 使 得 1m4 > af > 0， 那 末 4 为 正常 
算 子 的 充 要 条 件 是 如 为 正常 的 . 
(i) 4 是 正常 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 .4; 14| > 4， 使 得 
”UDU, 是 正常 的 | 国 . . 
:GD 不 妨 没 一 0， 即 47! 存在 ,并 且 有 界 。 记 2 一 x 十.iy， 
容易 算出 


| 一 一 49 4 十 4 (3.12) 
Sr = 
BU a - 
二 本 素 一 1 
be A ATArY), 313) 


根据 假设 ,在 1 一 0 时 ,有 


BU, rr vy, OU 
61 


64 
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即 
| U7! OU = St Ui 
' ; 8 :62 
从 (3.12)，(3.13) 就 得 到 
一 4444m4 十 4 一 4 十 44 (3.14) 
ATIA* 4 十 4 一 4 十 A* 4 {3.15) 
显然 , (3.14),《3.15), 向 时 成 立 的 充 要 朵 忻 是 : 
AAA A A 
郧 4 是 正常 的 . 
(#) 由 (3.9) 得 到 2 
HW UtuU, ve TtvU. - : 
由 于 鼠 是 ( 召 ,v) 上 在 算 子 , 甩 以 ot5) 落 在 单位 轩 周 土 .但 是 (在 
Hilbert 空间 中 ) 谱 洲 在 单位 贺 胃 上 的 正常 托 于 必 是 商 算 竺 。 因而 
U*== U-!, 
ATiA* UT Ur ArA!, ''* {3.16) 
即 4 是 正常 的 - 
(区 根据 定理 3.7 及 本 定理 的 (ii) 立即 可 知 ， A a 是 正 
党 的 ,从 而 4 是 正常 的 . 证 毕 。 
下 面 利用 极 。 积 算 子 考察 亚 正常 和 次 正常 算 子 性 岳 的 推论 、 
推论 3.41 《i) 如 果 4 是 ( 昌 , [。，. ]) : 土 亚 正 常 算 子 ; 那 末 
对 一 切 2e p(4)，DU 是 压缩 算 子 ; 反之 ， 如 果 有 某 个 : 1€ 4 
Z 是 渤 缩 算 子 , 那 林 4 是 亚 正常 算 子 ， 
(i 如 果 4 是 亚 正常 或 次 正常 的 算 子 , 那 未 对 一 切 交 e p( 4)， 
o(U4) 必 落 在 单位 回 周 上 ， 
”Gii) 设 4 是 亚 正常 或 次 正常 的 算 子 ， 如 果 有 1 PC 4， D: 是 
正常 的 , 那 末 4 必 是 正常 算 子 . 
证 《iD 是 显然 的 。 
《i 对 于 亚 正常 或 次 正常 算 子 4, 以 及 4€ PC4)， 显 然 
|v < 1， 
所 以 olUi) 包含 在 闲 单 位 网 内， 又 由 于 olU，) 关于 单位 圆周 对 
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称 , 所 以 oCU，) 落 在 单位 加 周 上 ， 

(说 ) 如 果 如 是 正常 的 ;又 由 〈iij，cf(D1) 沙 在 单位 虹 周 上 ， 
根据 定理 3.10 的 (ii) 的 证 明 中 所 指出 约 , Vi 是 ( 昌 ,[，,，*]) 上 西 
算 子 ,这 时 就 有 

(A— UH(A— a) Ui UY 

一 (4 — (4 — 41)-', 
项 4 一 41 是 正常 的 ,从 而 4 是 正常 的 。 证 毕 ， 

利用 上 述 推论 ,可 以 造 一 个 算 子 如 ， 它 不 是 西 算 子 ， 但 能 满足 
下 列 条 件 。 

{i) 1 一 1。 

(ii) c(Z) 落 在 单位 加 局 上 . . 

(者) 令 挪 [0,2x] 是 [0, 2x] 上 Borel 集 全 体 ， 存 在 单位 
贺 局 上 谱 测 度 ( 不 是 直 交 投影 ,而 是 平行 投影 ) 

{E(B)IB Ee B [0,2r]), 
使 得 对 任何 Be 猴 [0, 2x]， 
UE(B)HCE(B)H, UE(B)HCECB)H, . 

” 例 31 任 取 (8H,[， . ]) 上 非 正常 的 亚 正常 算 子 4， 青 取 
ia > [4l, 作 UU 一 (4- 一 1)” (4 一 41)， 由 手 沦 3.11 知道 
o(DU4) 几 蓝 在 单位 加 周 上 , 且 Us 所 1， 由 此 可 乱 执 直 一 1. 显 
然 , U; 不 会 是 (五 ;[… ,，- ]) 上 而 算 子 (否则 4 将 是 平常 的 )。 则 根 
据 定理 3.7, 满足 上 述 《 壤 ) 的 谱 测度 {E(B)18 <, 密 [0，2r]} 是 
存在 的 . 
: ”下面 租 举 一 鲍 , 说 明 UD = A 是 正常 的 ， 然而 4 是 非 正常 
的 . 

' 例 3.2 设 丸 是 Hilbert 空间 (H,【。… . ]) 上 有 界 绑 性 算 
子 ，0€ p(4,), 取 4 为 |4| s 0，! 的 复数 , 作 入 二 ROR, 以 及 


. 匡 上 算 子 
es 1 ja). 
la 
1 0 


,434 。 


易 知 


eT 
EI a 
2 a A i, de 


6 - ee 
Pe 4 一 二 


显然 ,4 是 身上 非 正 常 算 子 ， 而 AL 是 及 上 让 党 所 于 

下 面 考察 4 的 约 化 子 空间 问题 。 四 | 

定理 .12 设 4 是 Hilbert 空间 (8,1*， “7 上 有 界线 性 
算 子 . 

6 当 ep(4),U 一 4"'4 是 革 个 非 禹 化 汲 线 往 空间 ( 刀 ， 
”上 枉 算 字 时 ,如 果 穿 在 《 闻 , vo) 上 投影 竹子 ,使 得 岂 业 与 过 癌 . 
交换 的 算 子 都 与 P 可 交换 9， 那 末 4PE; 4*PR 必 在 (H,[、，* 1) 
上 家 交 于 《1 一 PH， 特别 ， PE 地 也是 (由 Cs .]) 
上 授 影 双子 ) 时 ,PH 约 化 4: 

(ii) 如 果 0e p(I 轴 4)，P 是 (入, ，，- ]) 开 投 影响 茸 ， 那 
末 PH 约 化 4 的 充 要 条 件 是 : 和 纺 ?是 @, 2) 上 投影 算 于 ， 5) 
PU = UP. S$ 时 

征 (i) 由 假设 mm 一 De, 并 且 be 

[zspr; (I— Pyl 0 x,yEH © 3.17) 
又 由 于 4 ~ 4 要, 所 以 wu 一 U*wU， ~ UU(A nt 是 
直角 分 解 ), 从 (3.17) 就 得 到 eR 
vo = UpawU, vv UT va wD, nA (3.18) 
即 ou eat 都 与 六 可 交换 从 而 对 任何 zy6 有 ， - 
[oPr, (1 — P)y1 = [ooPeawr 人 一 BO] yO. 


D 如 果 Co 是 /1x 型 ,由 第 四 间 Nx 上 本 和 和 的 可 和 ,3 这 各 
投影 算 于 很 多 。 . 
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tubr, (1 — PY] 一 [oopoititx (1 — Pb)y] ~ 0, 2 

部 4PHs A*PH 都 在 《H,[，，: 1) 上 后 直 交 于 《! 一 P)H。 特别 ， 
当 P 就 是 { 才 ,[，。 ] 上 投影 算 子 时 ，PE 约 化 不 

(ii) 必要 性 已 知 忆 一 了, 又 了 与 4，4* 都 可 交换 ,所 以 
Pv 一 ozP， 即 已 一 viPe 一 :Prz 一 P1， 从 而 4) 是 必要 的 ， 而 
46) 的 必要 性 是 显然 的 ， :  .  .， 

充分 性 ”因为 一天， 由 io，P 一 一:Pyz， 所 以 P 与 
”可 交换 . .利用 5)， 定理 3.5 以 及 Cayley 变换 便 知 ,P 与 

vy wild + DU — | 

或 蛮 换 ， 由 此 可 以 得 到 Re 一 交 ， 从 商 P4 = 4P， PA* rd?P, 证 
率 : 

， 根 据 定理 ,3.7， 对 任何 |41 > jj4[ 的 1。D) 必 有 是 某 个 Hilbert 空 
向 (a v3) 上 车 算 子 ， 记 (H, vw) 上 投影 算 子 全 体 为 Pn, 立即 可 
得 下 列 推论 ， 
， 推论 3.43 设 了 是 Hilbest 空间 (A, 1) 上 涤 界 线性 
算 子 ,PB4 是 〈 有 [1) 上 相应 于 约 化 4 的 亲子 空间 的 投影 
算 子 全 体 .. 那 未 ,对 于 a > 上 的 2, 必 有 
(Pa PIP, 一 P PU, 一 Uip, Pe Pu}.., 3.19) 
4. 算 子 方程 4*-'A 一 U 的 解 在 第 2，3 两 小 节 趾 是 给 害 
4 后 ,研究 0 一 4* 4 的 性 质 以 及 口 与 4 的 关系 。 现在 开车 罕 
相反 的 问题 , 即 对 怎样 的 算 子 D, 方程 4* 4 一 是 可 解 的 ; 在 
可 解 的 情况 下 , 解 4 的 一 般 形式 是 什么 ? 
” 为 了 斌 究 当 UV 是 (H,{[ +, 1】) 上 东江 算 子 或 相似 于 某 个 正 . 
常 算 于 时 方程 4* 4 一 避 的 可 解 条 件 ， 以 及 可 解 时 芳 粮 的 道 租 
的 形式 ， 显然 得 首先 要 考察 方程 4 一 U*4U 的 解 ， 为 此 ， 我 们 需 
要 下 列 引 理 (它们 的 证 肯 银 死 味 时 刀 中 有 关内 容 ). 

引 理 全 年 设 N,N 分 别 是 Hilbert 空间 (BH, 2 (H, zz 


上 正常 算 子 。N; 一 UiR' 是 极 分 解 ， [zap 是 R 的 积分 分 解 ，U， 
的 积分 表示 为 如 人 . )， 那 末 ，4 一 N,AN, 成 立 的 充 要 条 忻 是 ， 
二 EP 二 


4 有 表示 4(. ) ,4(r) 是 H+) 到 HH (2) 的 有 界线 性 算 子 ， 并 


AC .) 是 有 界 算 子 信函 数 ， 对 每 个 +， 
(二 工 ) 4 ) 一 40) 


成 立 . i 
， 本 引 理 就 是 附录 上 B 中 定理 2.， pe 3.14 的 直接 推论 . 

推论 3.15 设 入 ，W; 分 别 是 Hilbert 空间 (H, p (FH, v;) 
上 正常 算 子 , (日 ,v4) 到 《及 03) 的 有 界线 性 算 子 4 满 足 . 

NANi™— 4 

时 ， 那 末 4 必 将 N, 的 与 单位 是 般 所 相应 的 庶子 空间 欢 照 成 轴 的 
与 单位 圆周 所 相应 的 谱 子 空间 . | 

推论 3.16. 设 N， 轴 分 别 是 Hilbert 空间 Ln, ps 0H, wu) 上 
正常 算 于 、 (H, m) 到 (H, »,) 的 有 界 绚 姓 算 子 4 满 居 、 

NyAN, : mr A 

时 , 必 有 xy4Ni 一 4 成立 。 特别 , 当 z 一 I 对 ;有 4 一 一 MLNY， 

推论 3.17 【Fnglede-Patnsam 定 更) 、 N,N: 假设 如 推论 
3.16, 如 果 推 论 3. 16 中 过 满足 Wi4 一 .AN 时 ， Re 

NIA = ANI. . 

特别 当 一 1; 时 ， 有 RNY4 一 ANz。 

推论 3.16, 3.17 即 附录 中 推论 3. 

定理 3.17 设 U 她 可 分 Hilbert 空间 《Bf ]) 上 正常 算 
于 2, 号 4 Hs 分别 基 在 地 位 因 局 上 、 闭 半 位 网 外 。 J 开 单 位 较 肉 
谱 子 空间 , 记 DU; 一 上 Us,(i 一 0, 1, 2)， 如 的 谱 分 解 写成 

i 本 | 二 J Bl, 

那 末 方程 4* “4 一 U 可 解 的 充 要 条 件 是 ,， 

(i) olU) ~ —t, 

{U) 
(i) 可 与 可 "~ 4483 西 等 价 ， 
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当 妈 潇 足 (让), (i) 时 ,还 或 立 | 

( 首 ) 有 BH 必 约 化 4 4 的 任何 解 4 令 | Had 
为 Us 的 积分 分 解 , 那 末 4 在 积分 分 解 下 是 e356， 其 中 名 是 具有 
有 界 逆 的 有 界 算 子 信 孙 数 ,并 且 好 一 bo。 

Giv) 4 在 Fi@H 上 的 一 般 形式 是 


len, ~ 人 的 
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而 4 的 一 般 形 式 是 ， 如 时 1 Hydp(i = 1; 2) 分 别 是 (D3U)#， 
(U3U)) -I 的 积分 分 解 ; Us, U, 的 表示 分 别 为 共有， 宣 53( 太 是 


Hs 上 西 算 子 )， 那 未 通 解 4, 一 V5， 其 中 六， 是 住 一 -实现 扣 
Uv#- ' 主 等 价 的 西 算 子 ， 它 必 有 积分 分 解 Vi. "3 这 里 We 蜂 有 到 
HH 的 西 算 子 , 而 3 在 有 中 有 积分 分 解 ， Su 303 是 其 有 界 逆 的 有 
界 算 子 值 函数 ， 并 且 SpU} 一 UBSs, 
,证 Gi) 的 必要 性 是 显然 的 . 今 证 (Ci) 的 必要 狂 如 下 : | 
` 视 0 为 Hilbert 空间 站 亚 驴 押 甩 本 成 十 算 子 ， 显然 
站 一 = UBUBD,, D" 一 [人 地 利克 ” 《3.21) 
中 于 口 是 正 常 的 ， 所 凡 存 在 HGi = 1, 2) 上 可 交换 的 两 个 谱系 
{Esli + 0p<%}, {Bsto<0 < 他 得 
v= ferna Bah, 马 - {penaiaB. ee 
由 于 "4 .一 TA, 二 14, FADH ea 
并 且 … . 
0 As\ FH ee 0 AF\ HH, 
Ce 0 7 瑟 ” 人 
由 于 4 一 有 界 , 易 知 47 :也 背 界 , 从 而 
4 |inen, es U | on, 
就 得 到 
| A A Ul, 4 A = UD,, (3.22) 
+ 426。 
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然而 (3.22) 可 解 ,等 价 于 方程 
Ai— UA (3.23}) 
有 共有 有 界 道 的 解 4:。 事实 上， 如 果 《3.23) 有 具有 有 界 道 的 解 
4 取 A2 一 D0341, 那 末 {41,42} 便 是 (3.22) 的 解 ;反之 , 当 (3.22) 
有 和 解 {44，43} 时 ,由 于 A 4 一 002， 所 以 人 2 二 U241, 代入 
A# 'A; 一 U 后 就 得 到 4i 是 (3.23) 的 解 。 
现在 要 找 出 (3.23) 有 具有 有 寞 逆 解 4 的 条 件 . 记 4 一 VR 
是 极 分 解 , Vi 是 有 H 到 8B; 的 西 算 子 。 从 (3.23) 易 知 , RU, 一 DiR， 
用 极 分 解 44 一 VR 代 人 《3.23), 利用 R :有 界 ,两 边 消 去 R, 得 到 
Vi= UU, BB Us: = VUVi!, (3.24) 
这 就 是 说 , ,U0; 是 西 等 价 .。 人) 的 必要 性 证 得 ， 
反之 ,假定 (3.24) 成 并 ,显然 (3,23) 就 具有 有 界 逆 解 PR, 及 
是 Hl 上 任何 与 0 可 交换 的 具有 有 界 送 的 算 子 ， 从 而 (3.22) 有 
解 ， 
下 面 来 求 (3.23) 具有 有 界 逆 的 解 4, 的 一 般 形 式 。 
记 


Vi~= | paBil, Vi | dEl, Vy 一 | ce = 1, 2), 


在 职 分 分 解 | Hidp(j 一 1, 2) 下 ,V3 V3; 了 。V3 分别 有 表示 p， 
; U;, Us, 其 中 Us 是 H; 上 上 西 算 子 , 旭 Ui., 是 西 算 子 值 函数 。 


设 天 是 使 zt 与 U, 西 等 价 的 任 一 西 算 子 , 即 (3.24) 成 立 ， 
根据 引 理 3.14, V 有 表示 Vo, Yo 是 天， 到 下 的 西 算 子 , 则 Vv, 
便 是 (3.23) 的 一 个 具有 有 界 逆 的 解 . 

如 果 (3.23) 有 男 外 的 具有 有 界 逆 的 解 41, 从 (3.23) 易 知 ， 

SS 一 Tri 
必 与 U1 可 交换 .因为 U, 是 正常 的 ,根据 引 理 3.14 或 Fuglede-Putnam 
定理 ,5 必 与 UfU, 可 交换 。 因此 , 5 有 积分 表示 5S. 又 因为 5 
与 VV; 可 交 痪 ,所 以 Se 太一 953S*。 由 于 3 有 界 , 从 而 5..) 是 具有 
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1 
所 


一 


有 黑 北 的 有 界 算 子 值 欧 数 , 所 以 41 的 表示 形式 为 了 unSu。 这 样 就 
得 到 定理 中 的 (iy) 的 形式 ， 

现在 或 4*-!4 一 U 在 丁 上 解 的 一 般 形式 . 记 4 一 4|a， 
显然 ，4-!4o 一 U6， 由 于 Uo 是 Ho。 上 西 算 子 ， 所 以 对 Ao，U，， 
(3.16) 成 立 ， 如 4 与 如 可 交换 。 从 而 do 有 表示 ad， a 是 具有 有 


界 逆 的 有 办 算 子 值 函数 , 并且“ 和 -Las 一 e9， 令 bo 一 aoe- 也 , 便 得 
到 bo ~ 怒 ， 从 而 有 定理 中 ( 汕 ) 的 形式 。 证 毕 ， 
推论 3.19 在 定理 3.18 假设 和 记号 下 ,如 果 4 是 4*-:4 一 U 
的 一 个 解 , 那 末 
(i) 4 是 正常 算 子 . 
GD H(i 一 0, 1,2) 是 作 的 约 化 子 空间 ， 如 在 上 限 所 
为 (4);, 必 有 ol(43)1) 一 CC) =o(V3V55). 
(省 ) H(i 一 0,1, 2) 是 4*4，, 44* 的 约 化 于 空间 ,( 4*4),， 
(44*); 分 别 是 4*4，44* 在 HH 上 的 限制 , 则 必 有 
(Ch = (A4*),) = ol3), 
oA*AN) = oA4*)) = ol FV17), 
oA#AN) = oCAA*)s) — ob), 
其 中 算 子 5 是 由 定理 3.18 中 5 所 定 出 的 算 子 . 
证 在 可 BB 上 ,由 (3.20), (3.22), (3.24) 得 到 


4] 人 0 ) 
A O AUi'*A# 


人 0 ) 
0 VVICVI) SV 


: AtA: OO 5 O 
A a 
oO A¥A;, © ViSMAVL) VT! 
AA¥ ODO ) 人 0 ) 
D AAt/ oO VSVi'/” 
由 定理 3.18 的 (和 过) 得 到 
人 |m = Uob’, 4 了 | 可 一 AA*|p, = 2, 


AA*|H@n, -( 


4 
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由 此 可 知 ,推论 中 的 让, (和), (证 ) 成 立 。 证 毕 。 

注 推论 中 的 G) 曾 被 M. D.Choi 得 到 ,并 且 还 被 证 明 是 充 
分 的 , 即 如 果 4 是 正常 的 , 那 未 U 一 4* 4 也 是 正常 的 。 这 里 
也 提供 充分 性 的 一 个 直接 证 明 : 由 于 A424 ~ 44 由 Fuglede- 
Pnutnam 定理 立即 有 A*4 一 44*， 由 此 可 知 4*4 一 U4*。 再 
用 器 乘 两 边 得 到 4*4U 一 4*4， 取 共 思 得 到 

A*AU* ~ U*A*.4, 
从 而 UA*?U* 2 UU A*2. 现在 ,只 要 证 明 A*2D* un U*A*2 就 
可 以 了 ,事实 上 ,因为 4*47 一 44 从 而 
UU* Ad *2 i A*Ad-1Ad*? vii A*A*A4-! 才 本 7 本 。 
证 毕 . 

下 面 考察 相似 于 正常 算 子 的 情况 ， 先 建立 一 个 引 理 , 

引 理 3.20 ”Hilbert 空间 (五 , [',*]) 上 有 界线 性 算 子 TT 相 
似 于 正常 算 子 NN 的 充 要 条 件 是 , 工 必 是 苏 个 Hilbert 空间 (H, v) 
上 的 正常 算 子 . 

证 必要 福 ”因为 存在 其 有 有 界 逆 的 有 界线 性 算 子 4， 使 得 
了 一 47'NA. 今 令 4 一 Up 是 极 分 解 ，N 一 U*NU， 因 为 是 
西 算 子 ,所 以 六 也 是 正常 算 子 ,并 且 了 一 pi'N'p,， 取 v 二 Pp', 易 
知 T 在 (如,，v) 上 的 共 孝 算 子 了 + 一 pT*py 一 pg 'N*p,， 并且 
Tt 了 一 piV*Np 一 了 7T+， 即 工 是 《如 >) 上 正常 算 子 。 

充分 性 ”因为 了 是 《好 , z) 上 正常 算 子 ， 因 而 在 (8H, v) 上 ， 
工 有 谱 分 解 

Fm be dE(E() = E('), E(*)} = vBE(:)*y), 

令 E'(.) 一 viE(.)v3， 易 知 已 ( 光 一 吾 (-)， 
EC )* = viE(C) ty oe viE()v 3 oo EC-), 
即 吾 《*) 是 (H,["，。*]) 上 投影 算 子 ,从 而 
T= vt | sdE'vi, 
rT) 


而 ,248: 是 (H,[*,*]) 上 正常 算 子 。 证 毕 ， 


oT) 
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由 此 可 知 ， 假 设 忆 相似 于 某 个 正常 算 子 就 等 价 于 假设 局 是 某 
个 Hilbert 空间 上 正常 算 子 . 
定理 3.21 设 上 是 Hilbert 空间 ( 晶 ,v) 上 正常 算 子 ， 那 末 
方程 4* 4 一 5 可 解 的 充 要 条 件 是 把 〈 妃 , >) 视 为 定理 3.18 中 
(五 ; [' ,1) 时 , 算 子 了 满足 定理 3.18 的 (i), (ii)。 当 可 解 时 , 方 
程 4*-!4 一 UU 的 解 的 一 般 形式 是 4 一 sd， 加 是 把 (Bo) 视 
为 定理 3.18 中 的 ( 右 , [，。*]}) 时 由 定理 3.18 所 得 的 通 解 ， 
证 记 v4 一 46， 方程 4* "A 一 U 等 价 于 
Ao— eA*U -Atv dU, 
因为 让 一 wv(v DYwv 一 (v7 了 1， 所 以 方程 4 4 一 如 等 价 于 
一 (vA)1U 一 4 了 由 此 即 得 定理 3.21，、 证 毕 . . 
推论 3.22 设 U 是 Hilbert 空间 (HH,v) 上 西 算 子 ， 那 末 方 
程 4*'4 ~ U 的 通 解 是 
A vyU, 
其 中 VV 是 任 意 一 个 与 口 可 交换 的 《再 , vz) 上 具有 有 界 逆 的 自 共 斩 
算 子 。 
证 用 (及, v) 代替 定理 3.18 中 的 ( 理 , [+，*])， 而 如 在 
《〈 巡 ,2)] 上 自动 地 满足 定理 3.18 的 可 解 条 件 (i), (ii), 并 且 相 应 的 
《下 ,人 (Ba 2) 都 消失 了 。 根 据 定 理 3.18 和 定理 3.21， 
pe Ui ed, V <——> bo, 
但 又 由 好 二 bo 知道 ,VV 是 (8,v) 上 自 共 久 算 子 . 
显然 ， 任 何 与 U 可 交换 并 有 征 有 有 界 逆 的 有 界 算 子 «所 导出 的 
方程 4*"4 一 U 的 解 4' 一 c+vUia。 正 是 通 解 4 一 VU 由 
满足 V> 0( 正 性 是 按 (五 , z)) 的 解 的 全 体 ， 
事实 上 ,因为 4 = vVU3 是 通 解 , 所 以 相应 于 4' 的 人 V 必 满足 
下 列 方程 ， 对 任何 *,，y € 五， 
[var, cy] 一 (ao*vaUsL -3r, y) 
= [vvVUSU Er, y] =— [voVxr, y], 
所 以 V 是 { 吾 ,v) 上 正 算 子 ,并 且 了 一 eta。 
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反之 ,如 暴 V 是 《H,v) 上 正 算 子 , 那 末 取 a 一 二 ， 即 为 所 
求 ， 证 毕 ， 

例 3.3 ”现在 举例 说 明 ， 不 是 每 个 算 子 4 必 有 4*-'4 相似 于 
一 个 正常 算 子 的 性 质 ， 例 如 , 当 dimH 一 2 时 , 在 就 范 直 交 系 e， 
cs 下 取 


于 是 


因为 a(U) = {一 1}， 如 果 如 相似 于 正常 算 子 N, 那 未 N= 一 1， 
从 而 = 一 1. 这 显然 是 不 对 的 . 

对 于 给 定 的 不 相似 于 正常 算 子 的 UU， 有 下 列 定理 . 

定理 3.23 设 U 基 Hilbert 空间 (五 , [*,*]) 上 有 界线 性 算 
子 . 06 p(tU), 并 有 旦 olU) 为 单 连 区 域 。 这 时 ,方程 4* 4 一 U 
可 解 的 充 要 条 件 是 存在 完备 的 不 定 度 规 空间 ( 吾 , v), 使 得 口 为 - 
( 互 , ") 上 西 算 子 . 

当 可 解 时 ，4* 4 一 上 有 一 个 特 解 4o; 
A 2e ytU 1], At 2 otU 一 站 于 

(3.25) 

如 果 有 另 一 个 解 4 ,满足 Im4’ 一 Im4。， 那 未 4' 号 4,。。 通 解 
的 一 般 形 式 是 4 二 AoV， 其 中 VV 是 完备 不 定 度 规 空间 (H, v) 上 
与 已 可 交换 的 具有 有 界 逆 的 有 办 当 共 移 算 子 . 

证 必要 性 根据 假设 ，o(U) 包含 在 一 个 不 包含 原点 的 单 
连通 区 域 之 内 , 记 此 单 连 区 域 的 境界 为 7 ,并 在 必要 时 可 适当 旋转 
角度 9, 使 得 1e p(U)、。 如 果 4 适合 4* 4 一 已， 部 
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AU 一 Ta-id( 即 0*4U ~ A), (3.26) 
则 对 任何 6 plU), 有 234(47 一 DD) 一 48(47 -一 UU*)-14. 净 
此 式 两 边 都 沿 ? 积 分 ,得 到 4U3 二 U#-44， 妈 
U*#4Ut — 4. | (3.27) 
由 此 可 得 
(AUTS)* 一 UA*U BU 一 AtUE = A*tUU" Eo AU#, 
即 v 一 47 二 是 向 共 统 算 子 ， 显 然 ,由 (3.26) 可 得 
Et = vy, 
即 条 件 是 必要 的 。 
充分 性 ” 先 设 1€ p(D)，, 作 算 子 如 和 4 为 
Ao = i2o[ (Uo— 1 +1, A* = 12v(U ~ 1)-!, (3.28) 
下 面 先 验证 4r 二 《40o)*， 因 为 v = U*yU， 易 知 
(7 一 Dro+o( 一 站 一 一 (0 一 Dr 一 门 ， 
两 边 左 除 (UY* 一 门 ， 右 除 〈C 一 1) 就 得 到 
tf 已 一 站 十 (一 了 pz 一 2 
即 . 
(AF)* = — ZU TD)*y = 4, 
从 而 4? 一 《do)*. 
显然 , (3.28) 是 方程 4*"!14 一 了 的 一 个 解 , 并 且 ImAo 一 >。 
如 果 有 另 一 铮 4', ImA' 一 wm， 记 Red 一 | 
A'= vv gti), A* = vv i — i1) 
以 及 4 一 已 立即 知道 4 ，A4* 必 是 (3.28) 的 形式 . 
如 果 玉 是 与 可 交换 的 , 并 且 是 (再 ,sv) 上 有 有 界 逆 的 有 界 
自 共 亏 算 子 . 即 VU 一 UV， V 一 vr!V*y, 于 是 
4 一 AV = AFUV ~ i20V(U TU VAPU = A*U, 
从 而 dh 是 44 一 1 的 解 .反之 ,如 果 工 是 
A*-14 =U 
的 解 , 则 必 有 U*4U 一 4. 叉 因为 0*4oU 一 4,， 所 以 
AriAd mV 
必 与 也 可 交换 。 再 从 4 二 doV 是 解 , 所 以 


" 434 。 


VAEU = A*U = A= A 一 AD 一 4 
代 人 特 解 4# 的 表达 式 {3.28), 立即 得 到 V*v 一 vV， 所 以 
V= Vt. 
一 般 地 , 由 于 0€ p(tU), 且 e(U) 为 单 连 区 域 ,总 有 实数 9， 
使 得 e* EplU)。 令 太一 e 30,U' 便 以 1 为 正则 点 ， 而且 蚌 
(H, ») 上 西 算 子 . 显然 ,方程 4#+ 14 一 了 可 解 ,并 且 满 足 


ImA4 = ImAo 
的 解 是 唯一 的 , 遂 解 的 形式 也 如 定理 所 述 。 证 毕 ， 
由 定理 3.23 的 证 明 易 知 下 列 定理 成 立 ， 


定理 3.24 设 (如 ,v) 是 完备 的 不 定 度 规 空间 , U 是 (HH, v) 
上 西 算 子 ， 那 末 ， 方程 4*!4 一 U 具有 有 界 逆 的 卉 部 的 解 的 充 
要 条 件 是 1€ p(U)。， 当 1€ p(U) 时 ,满足 find 一 " 的 解 是 唯一 
的 , 它 是 4 =2iv[(U 一 站- 十 1T(4* = 2iv(U 一 站 -0， 

最 后 ,我 们 举 一 个 算 子 4 ,相应 的 了 一 4*-1i4 的 plU) 不 是 
单 连 的 ,而 且 己 也 不 相似 于 正常 算 子 。 

例 3.4 设 咏 一 L7[0, 2x] 四 23[0.2z]， 取 


OO 3 
4 一 1|-s 工 5 
2 


其 中 8 是 L2[0,2z] 上 乘 c 澡 (0 之 9 < 2x) 的 算 子 , 易 知 


PN 给 _ of 
UA 一 全 | G > 
[0 5 DO ere 


显然 ,otU) 正 是 单位 夯 周 。 对 任何 |41 寺 1， 


1 -td 
1 一 ee (1 Wy eo 2 
(217 一 了) 一 ) bs (3.29) 
0 i ed 


如 果 辟 相似 于 一 个 正常 算 子 N， 即 如一 XINX， 由 于 cx) 在 
单位 圆周 上 ,所 以 NN 是 女 上 西 算 子 。 册 于 
Qf— UU)! XH — NX (| 1)，, (3.30) 


《1 4 ef83 


Ht -ay eit: | 
C1 Fs)erel 


《Ll -seidt : 


所 以 对 任何 如 上 图 的 力道 7Y 进行 积分 ,有 


1 _ 1 
——— d= XX-! ———— alx 3.31 
$, 27 一 了 7 ”1 一 ” (321) 


右边 的 强 极限 ( 当 6 一 0 时 ) 存 在 ， 而 且 就 是 X 人 Be, 一 Eo) 
UEs10 所 6 所 2x} 是 的 谱系 })， 即 《3.31) 右边 是 知 等 的 并 且 
是 关于 6.,6， | 然而 在 用 (3.29) 计算 (3.31) 的 左 


边 的 积分 时 ,由 于 二 i 有 较 高 的 奇 性 ， 易 知 (3.31) 左边 强 


ee 所 以 ,如 决 不 相似 
于 一 个 正常 算 子 。 
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附 录 A 


本 附录 将 给 出 第 三 章 $4 的 基 些 引 理 的 证 明 , 为 此 , 先 给 出 如 
下 引 理 。 

引 型 1 设 4 是 Hilbert 空间 巡 上 向 共 辆 算 子 ，{2 弛 是 相应 
于 4 的 ( 右 连 续 ) 谱 系 .。 力道 7 了 如 下 图 所 示 , 又 设 忒 4) 是 除 实 轴 外 


都 解析 的 (数值 ) 通 数 。 和 如果 存在 常数 M , 使 得 


1 1 ， 
rd, 216e (一 cp，oo)， (1) 
并 且 lim 了 -一 (4)a4 在 实 轴 上 处 处 收敛 于 sg(*%)， 那 末 
( 强 ) lim 二 y (7 — A) HN) = g (4A). (2) 


证 由 于 (47 一 4) 1f() 在 7 上 解析 ( 算 子 值 解析 函数 ), 所 
以 对 任何 x,y€ 日 ， 


par < (17 — AI- 一 过 下 (7 一 A xd, (3) 
1 2 
(3 G21 — A) AWA) 


一 二 了 (U7 — A da (4》 
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由 于 画 数 
PR i f= 二 (Dai 
是 (一 co, co) 有 界 Borel 所 以 


eA 一 | 8)aEtr ~ - 了 过 3 fa Br, (5) 


(Cr 一 二 | (6) 


注意 , (3), (5) 中 积分 是 强 极限 意义 下 的 积分 ， 
为 证 明 {2), 先 证 明 下 式 成 立 
1 -t 一 1 _1l_ 
pe 一 A 二 | £ ad Efe. (7) 
事实 上 ,对 数值 测度 da44(Efz, y) 用 Fubini 定理 ,就 有 


(Ef Aas)) 


二 过 (27 — AIH, $y)a1 


1 1 
一 一 一 41)a{ Ef 
fa EG, ya 
Re ee 
| fa Bt, ») 


全 (去 | fda Ed, ». 


屋外 。 下 列 蝇 极限 存在 ,有 
1 A . 了 A 
( 强 ) tm | 多 Ls fa Er 一 ( 强 )lim | gC2)4 Efs 


ze0 2zrf， 
= g(A)x, (8) 
由 (7), (8) 可 知 (2) 成 立 。 证 毕 . 
利用 引 理 1, 立即 可 得 第 三 章 : + 的 某 些 引 理 (下 面 引 理 编号 
采用 原来 编号 ). 
引 理 419 设 4 是 Hilbert 空间 互 上 自 共 轿 算 子 ， 那 末 
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1 ; -1 
( 强 )im Tf 一 47 
i A A 
lim -Ll Ly (IT 一 A dr = Etpxt 二 《有 一 Eto)s 


sr0 2 
十 py {E4 Ee 五 4_o)z， 


证 在 引 理 1 中 取 2) 三 1， 此 时 引 理 1 中 的 g.(%4) 就 是 第 
三 章 $ 4 引 还 4.9 中 的 FA(%)。 利用 《4.40》， 《4.41)》 以 及 本 附录 
的 引 理 1， 立即 得 到 引 理 4.10， 证 毕 ， 

下 面 是 引 理 4.12 中 有 关 空 间 (P,(*，*)) 部 分 的 结论 (有 关 
空间 (N, 一 (*，*)) 部 分 结论 类 似 可 证 )。 

引 理 4.12 对 任何 PEP， 下 式 对 任何 非 负 整 数 和 成 立 。 


( 强 ) lim 去 人 (Ao Ap) (ho NM RtD pa 


= (4 — Ap) DE — FA))p, (9) 
其 中 hE (oa,B8) 时 ,FCN) = 1; Nel[a, 1] HH, FCW) 一 0. 
证 在 本 附录 引 理 1 中, 取 
A=— Ap, HN) 一 《1 -KD, 

令 了 是 由 7 以 及 联接 点 对 (a 十 ie，a 一 ie) 和 点 对 (8 一 ie， 
8 十 ie) 的 两 直线 段 所 构成 的 闭 力道 (取向 和 7 一致)。 由 于 

Ee QA Kg 0 Km0,1,2,..+, (10) 
对 We(e,p), 或 4E[e, 8] 者 成立， 所 以 在 7 上 积分 有 下 列 佑 
计 


志 # (4 na ~ | 二 | (2 一 Tt 
x 


66, (11) 
R= 0,1,2,..…, 
其 中 5 是 仅 与 4; 到 7 的 距离 有 关 的 常数 ,由 (10) 和 (11) 可 知 , 对 


» 439. 


任何 p € (E 刍 -一 EXNIOP 和 非 负 整数 和 
( 强 ) im Lf G7 一 4 一 -Qtopda 


一 ( 强 ) im 二 fdapa m0. (12) 
上 式 无 论 是 We (a, 8) 或 MEfa, 8] 都 成 立 , 这 就 是 说 ，(9) 对 
PE (BE 人 一 你 ,)P 成 立 。 


设 PE 一 (EY -= foo) )P. 对 任何 给 定 的 56 > 0, 由 (11) 
可 知 必 存在 eeo(5)， 当 0 过 8 过 gol60) 村， 


Er 他 (1; — DN 一 1-cttaaa 
从 而 仅 存在 依赖 于 5,p 的， 当 | 一 4 过 rt 时 ,只 村 


寺 R=0,1,2,*..., 


E < so(5o)， 
人 lirayl<r 了 二 《4 4)- 区 条 es 2)- tng Es pl {13) 
区 一 2 和 一 1 we [人 一 2 
一 人 一 2-( 一 -te 
真 十 工 
十 > Wo FA — 4) (14) 


fm2 


当 14 一 2 之 rT 时 ， 根据 (11), 必 存 在 仅 依 豆 于 * 的 常数 M., 


Ee 去 类 守 (Chi— VAD Tid Me, (15) 


由 于 
1 -1l = 1 + ge, le€ la, pp) 
2 fa a b 十 gs Lela, B] 0) 
| ge < Mi8， 183s| M28, (17) 
其 中 1, M; 是 仅 依 康 于 加 与 7 的 距离 的 常数 。 因 而 
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一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一--- 一 -一 Pa EE re 


1 -1 _ -1 
元 站 LIG 一 2 (一 1-924 


-全 (1) — 1) ge, Mt (a,P) (18) 


FA 一 gs XiE[a，8] 

对 给 定 的 户 E{《T 一 (Ef? 一 Ef2,))P, 利用 (13), (18), 并 
注意 到 (17) 以 及 Fe) 的 定义 ( 见 第 三 章 $43 引 理 4.9)， 易 知 
(9) 成 立 . 证 毕 . 

下 面 是 引 理 4.13 中 有 关 (P,(- ，,)) 部 分 的 结论 ， 

引 理 4.13 ”对 任何 peP， Tn 

直上 1 


x 


Ga2) rn (4 一 pp 


( 强 )lim 8。p 一 X (7 一 Eh) 二 Re(Am, 了 十 15， 
+t EcSlp, (19) 
当 L€ (0, p), neEfe, 8] 时 
(RT 一 Ap) HHYA,T 一 Ap)-HtD 
x (Ec 一 F(2,,， 1))p， ”其 余 情 况 
其 中 , 当 1 一 4» 并且 Eee， 8) 时 ,F(X 4h) 一 了 当 多， 
tnéE[a, 8] 了 时，F( 41) = 0. 
证 ”下列 等 式 是 显然 的 ， 
1 一 {小 -ti+1 
二 站 [让 Se 4.) 大 Da, i 41) (tg 
(CDi at 
1 dnt 
一 当 2e (ep8)，l1nE[ap8] 时 (20) 
0 十 gw， 当 4 一 4,, 且 41E lm,P) 或 
41, 4meFe, FR] 时 
[ge) < Me， [ge] < Mie， (21) 
其 中 M,, M, 是 仅 依赖 于 1， Am 到 7 的 上 距离 的 某 两 个 常数 ， 


。441 。 


《am 四 1) 人 hh 二 Sany 


下 面 将 和 证 明 引 理 4.12 的 方法 相 类 似 地 来 计算 下 列 算 子 《多 
第 三 章 $4 的 《4.49)) 的 强 极 限 


B= Tf 4) DN — va. (22) 
nt 


假设 pe (F847 一 Be)P。 这 时 ， 利 用 4e 的 谱 分 解 贱 芒 
(20), (21), 立即 得 到 
《一 1 和 dt+! eS 二 0 
人 Lt 


当 A1€ Co, Pp), LneELo, Bp] 时 
0， 当 A = dy B11é ta, PB) 或 L114ne[a，, p] 


( 强 ) lim Bsp 一 


注意 到 Rp(2msj 十 1 44, 十 1) 的 定义 ( 见 第 三 章 $4 的 (4.50))， 
从 上 式 立 即 可知 , 引 理 4.13 对 pe (Bi 一 Ex2o)P 成 立 。 
设 pe (lI 一 (Bt? 一 Ex))P。 这 时 仍 采 用 引 理 4.12 中 分 成 


全 一 好 | 天 rz， 人 一 类 z 两 步 过 渡 的 办 法 得 到 ， 当 
1€ (0, 8), 且 MnE[w， 8] 时 ， 


Kl1 
( 强 )lim B。p 一 全 (Nl 一 Ap)- t+ bs 2 


n=0 nt 


a -d+D 2 | 
x A (nm — 1) bk 41) 


x (一 BCL)p 十 Ri j++ 1; hi, 
友 十 DEdrnpl. 
用 类 似 的 方法 ,也 不 难得 到 当 4 一 1s， 且 hE (a,P) 或 1, XmE 


[a, 8] 时 ， 
( 强 )lin Bp 一 (UL — Ap) tt9( ol 


— AP)H+HM ELH 一 了 (Me hp, 
证 : 毕 。 
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引 理 2 设 A 是 x 空间 上 自 共 罗 算 子 ,ot4)c( 一 00, o0). 
对 任何 [a, 8], 以 及 在 柱 {41Re4€ [xc, 8]} 的 某 个 领域 中 解析 的 
函数 和 4), 下 列强 极限 存在 (国道 7 如 引 理 1) 
8C4) 一 Bima fID A C23) 
并 且 
gCA)Ess) = Eag( A), (24) 
证 根据 引 理 4.7 的 (4.37) 式 , (23) 式 右边 积分 强 航 限 的 存 
在 狂 ， 实 质 上 化 成 4 是 Hilbert 空间 上 自 共 罗 算 子 的 情况 下 类 似 
形式 的 积分 存在 性 。 而 这 可 类 似 引 理 4.9 一 4.12 来 证 明 ( 从 略 )， 
令 


1 二 
8 一 二 PHVA 一 4 (25) 


由 (23), 得 到 
( 强 )limgs(4) = 8(4). 


又 因为 
人) pI — A4)-'a 站 Wh (> 


x pO 一 Aar yf 12) 一 AIA, (26) 
对 上 式 取 强 极限 ,就 得 到 (24)， 证 毕 。 | 
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附 录 8B 


下 面 是 熟知 的 Putnam-Fuglede 定理 . 

定理 1 设 和 是 Hilbert 空 旬 互 上 有 界线 性 算 子 ，N，、N; 是 
互 上 两 个 严 常 算 子 ， 如果 NX 一 XN;，、 那 末 必 有 NEX 一 XN#， 

有 关 讨 论 4X 一 XB 成 立 , 何 时 导致 4*X 一 XB* 成 立 以 及 
相 类 人 羽 的 问题 ,我 们 统称 为 Putnam-Fuglede 型 定理 。 本 附录 中 将 
本 书 中 所 需要 用 到 的 Putnam-Fuglede 型 定理 加 以 证 明 . 

设 49, 绍 ,p) 是 概率 测度 空间 ,{ 妨 ,|P € 2 是 一 族 Hilbert 空 
闻 . 定义 在 2 上 取 值 于 五 * 上 函数 x(，)e H(.) 满足 


人 zcpDlpanco < 0 (1) 
的 全 体 成 为 Hilbert 空间 ， 记 为 AO。 多，p; H,)， 简 记 为 
| zn，4(.) 是 定义 在 9 上 取 值 于 H() 上 有 界线 性 算 子 ,并 且 


当 
x(')€ | Hap 
时 ， 


的 人 | a 
称 4(.) 为 | Hsdp 上 算 子 值 函数 。 如 果 存 在 不 依赖 于 p(€ 0) 的 


常数 M, 使 得 |4(* 首 和 M, 称 4(") 是 有 界 的 . 如 果 4(…)， 
4(，)” 都 是 有 界 的 , 称 4(，) 是 具有 有 界 逆 的 有 界 函 数 . 下 面 用 
的 是 2 为 复 平 面 C, 坎 是 C 上 Borel 集 类 . 

如 果 (C, 细 ,，E) 是 可 分 Hilbert 空间 二 上 的 平面 谱 测 度 空 
闻 ,根据 一 般 的 算 子 代数 分 解 理 论 , 那 未 有 如 下 对 应 关系 


有 | Hdp, el), (2) 


n+ 


| DasgGD< 一 fID) (3) 
(这 里 忒 .) 是 数值 函数 , 1(.) 是 (") 上 单位 算 子 ). 
AE {E(B)IBE BrAC), 1A) < 4l, (4) 
AE {E(B)|BE 党) ，4! 存 在 一 4 ) 一人) 
A) 委 14， {5) 
AE{E(B)|BE B}, At<—> A*(n) = AC)*, {6) 
A, BE{E(B)|BE B}, AB = BA<—>A(.}B(.) 
Bl )AC:). (7) 
注意 (4) 一 (7) 右边 的 “万 ”,“ 一 ”， 严 格 地 说 是 关于 谱 测 罕 
“ 岂 乎 处 处 ”成 立 ， 当 空间 互 不 是 可 分 空间 了 时， 可 用 可 局 部 化 测度 
空间 (C, 多 ,rx) 代替 原来 的 概率 测度 空间 ,上 述 结论 仍 成 立 . 这 
时 ，H(4) (ecC) 仍 是 可 分 空间 。 另外 ， 如 果 (C， 络 ，FE') 
全 一 1.2) 是 两 个 谱 测 度 空间 ,相应 上 述 分 解 中 的 x 人 (i = 1, 2)， 
可 以 做 到 jp 一 mw, 否则 用 (pu 十 pw) /2 代替 原来 的 每 个 px”, 再 适 
当 改 变 H(:) 上 内 积 的 适当 的 数量 倍 即 可 . 
定理 2 设 Ni 一 1,2) 分 别 是 Hilbert 空间 (Hi,[*,*]j) 


(i 一 1,2) 上 有 界 正常 算 子 ，Ni 一 UiR' 是 极 分 解 ， | (ap 


是 天 的 谱系 所 相应 的 积分 分 解 ， 世 的 表示 是 UV.)， 又 设 X 是 
LH,, Ll*，, *]1) 到 (H,, [*， 1,) 的 有 界线 性 算 子 , 那 示 XX =—= NAXN, 


成 立 的 充 要 条 件 是 X 可 以 表示 成 X(*),X(r) 是 起 (r) 到 所 (十 ) 
的 算 子 ,并 且 X(*) 是 有 界 的 算 子 值 函 数 ,对 每 个 -， 
Un (>) XY) = Xr), 
证 设 
Rr | rd; (i 1,2). 


对 任何 A 一 (r+，Ar 十 +] (+ > 1)， 相 应 的 右 : 的 子 空间 
' 《Eztar 一 Er)H, 仍 用 同一 记号 和 公 表 示 , 并 称 为 圆 坏 域 ,而 称 BE 中 
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和 一 《人 ES El, + ar )H, 为 人 的 对 侦 贺 环 域 ， 
下 面 分 两 步 证 明 XACA” 
(1) 对 任何 


1 
全 1 一 {riral, fi 和 


证 明 必 有 E2 XE 一 0。 事实 上 , 如 果 不 对 、 必 有 ?到 0 使 得 
EsXEsy 关 0。 但 根据 假设 ,应 有 
X= NIXNs, n= 0,1,2,..-, 
FAXEL = ELNSXNIEL, n= 0,1,2,..., 
办 为 N, Ni 分 别 限 制 在 人 , 和 仿 上 是 具有 有 界 逆 的 . 所以， 
EXE! = ELNSXN? EL, n=0,+t1l,+2,.*.., (8) 
任 取 a 满足 


iia, 
” 


则 由 (8) 立即 得 到 
0 EAXELY = 人 (£) arsvsxU |. (ap)"dEsy, 


nn 一 0,， 士 1, 土 2, 
当 ”一 一 9 时 :上 式 右 边 趋 向 0, 与 右边 关 ! 相 了 矛盾 。 所 以 ， 
EXE, = 0. 
(2) 同样 的 方法 可 证 ,对 任何 A 一 {rs z3] 
. 
7 十 Ar” 


六 < 7 必 7 

也 必 有 E2iXE! 一 0.。 

利用 (1)，(2), 得 用 极限 过 湾 的 方法 ， 不 难 证 得 XACA'， 

同样 ,由 于 X* 一 NIX*N#， 类似 可 得 X*A'CA. 

和 建立 {E(B)1B 6 儿 } 中 算 子 区 的 积分 分 解 表示 一 样 ，4 
必 有 积分 分 解 表示 XC*), 而 X(r) 是 好 (7) 到 下 (二 ) 的 一 致 有 
界 算 子 值 水 数 ,并 且 |x(1 < 上 1，X*() 一 XC)*。 

从 而 XX 一 NaXN， 的 积分 分 解 表示 就 是 
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a 


X(p) 一 去 vy (S$)xCp)v'(p)e 一 0 全 ) Xlp)U'(p). 
证 毕 ， 

推论 3 设 NG 一 1，2) 是 Hilbert 空间 (Hi;,，[*，*];) 
(i 一 1, 2) 上 有 和 界 正 常 算 子 ,xX 是 (日,[ ]) 到 (Ga，[…，]2) 的 
有 界线 性 算 子 。 如 果 NXN, 一 叉 成 立 , 那 未 NYXNY = 多 也 成 
立 ; 如 果 XN, 一 NyX 成 立 ; 那 末 XNF 一 N3X 也 成 立 《Putnam- 
Fugiede 定理 ).。 

证 如 果 NIXRN 一 区 成立, 那 末 由 定理 2， 


Xp 一 下 (2) Xx(p) Up). (9) 


注意 ,，U'(p)，U7 (省 ) 分 别 是 Hi(p), FH (二 ) 上 的 西 算 子 , 因此 
由 (9), 有 Oe 
x(p) = [Ti)) XGO) 


这 就 是 说 ，X 一 NYXNY 成 立 , 
如 果 N;X 一 XN 成 立 , 任 到 1，121 之 wall 十 Ni 那 未 
就 有 (Pa 一 17)X 一 X(N, 一 41)， 从 而 又 有 
{Ni — A X(N 一 47) 一 多 
根据 已 证 明 的 事实 ，(N; 一 27)*X(N, 一 27) 一 处 成 立 , 即 
(Ni — AT)*X = XN, — AT)* 
成 立 , 从 而 NX 一 XVY。 证 毕 . 
定理 4 设 4, 3 分 别 是 Hilbert 空间 (Hi, [-，,])，( 忆 ， 
[",*"]2) 上 有 界线 姓 算 子 ,xX 是 (Hs, [*,"]3) 到 (8H,, [*, :1) 
的 有 界线 性 算 子 , 4 一 Up, B* 一 Vp' ,XX 一 Wpo 都 是 极 分 解 , 那 
未 4XB 一 XxX，A*XB* 一 X 同时 成 立 的 充 要 条 件 是 满足 
(i》 这 (X)，.N(X)+ 分 别 约 化 4，B 成 为 具有 有 界 逆 的 算 
子 . 
(ii) W 是 (N(X),[*,*]2) 到 (过 (X),[', 1) 的 西 算 子 ， 
成 立 


W*A lg = (BEL)', 
并 且 po 与 B 可 交换 (条 件 (i)}, (ii) 效 含 pXp' = X ,UXV* 一 久 ). 
证 必要 性 (i) 如 果 *e A(X), 邢 末 AXBx 一 Xr 一 0， 
但 是 ,从 A*XB* 一 X 有 流 (X)C 坟 (4*)C.A(4)+:， 从 而 由 
AXBx 一 0 必 可 得 到 XBzx = 二 0, 即 BNV(X})C_AN(X). 

类 似 地 用 4*，B* 代替 4, 8, 得 到 B*_AN(X)C_N(X)， 所 
以 ，.AN(X) 约 化 B. 

再 用 B*X*A* 一 XX*，BX*4 = X*y 进行 同样 的 讨论 ， 立 即 
可 知 鹃 (X) 必 约 化 4. 

再 证 4, B 分 别 企 沈 (X)，.AV(X): 上 是 有 有 界 逆 的 。 事实 
上 ,从 AXB 一 XX ，A*XB* 一 X， 有 p*Xp” 一 XX， 如 果 p'| wowyl 
不 是 可 逆 的 ， 则 对 任何 z >>0，E;A(X)+ 关 {0}, 其 中 1 是 
2' | oo 的 谱系 , 任 取 ye 已 . 姑 (X)+，y 天 0， 就 有 

0 Xy = PIXPp2y 一 p7Xp2ay n= 1,2,..., (10) 

特别 , 当 a 满足 allell 过 1 时 , 车 wn-> oo。 则 (10) 的 右边 趋向 
0, 这 就 与 左边 相 矛 盾 . 所 以 ，p"| yo， 是 有 有 界 逆 的 ， 同 样 ， 从 
AXB 二 义 ，A*XB* 一 义 ， 又 有 UPU*XVp"V* 一 XX， 类 似 地 又 
可 得 到 Vo?V* 在 .V(X)! 是 有 有 界 逆 的 。 这 样 就 知道 7 是 
.V(X)* 上 丁 算 子 , 井 且 召 是 有 有 界 逆 的 算 子 。 

类 似 还 可 得 4 是 鹏 (8) 上 有 有 界 逆 的 算 子 , 吕 是 死 (X) 上 
西 算 子 . 

《ii) 下 面 我 们 不 妨 就 在 《 绕 (X), [0)， (A(X)+,【.…， 
“]，) 上 考虑 ， 尖 为 p' 是 有 有 界 逆 的 ,所 以 由 mXp2 二 X 就 得 到 
PX 二 Xp， 从 而 pX 一 Xp 

根据 pX 一 Xp"', 又 有 W*pWpo 一 pop， 令 

P= W*pW, 
那 末 从 pp 一 pop”!， 又 还 有 pop 一 pp。 因此 
pp 一 pofipy 一 pip 
即 避 与 o”! 可 交换 ,从 而 ps 与 po!' 可 交换 ,自然 与 p' 可 交换 ， 
利用 wm 与 P”' 可 交换 ,从 AXB 一 X，pXp' 一 区 ， 立 即 可 以 
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得 到 UXV* 一 Xi 队 A4*XB* 一 六 ，poXp1 一 X, 立即 可 以 得 
到 U*XV 一 X， 这样, 我 们 就 得 到 
RX 一 VERIUrUXNV* oo VX*XV*, 
中 名 与 7 可 交换 ,从 而 po 也 与 可 交换 ,因此 , po 与 8 可 交换 ， 
利用 与 B 可 交换 ,并 且 沈 (p) = .NV(X)+, 立即 可 由 
AXB =—X 
得 到 A4WB 一 WW 从 而 W*AlaceW = BT!| wot 
充分 性 ”因为 需 (X) ,.A(X)* 分 别 约 化 4, B, 所 以 在 分 解 
= (XIDR(X), = NNN BN 下 ， 
A! 0 X, O B! 0 
Oe G 4 eS 全 中 -(。 5 CI 
显然 ,方程 4XB 一 XX，A*XB* 一 外 等 价 于 方程 
-一 Ki, AK BY = Xs (12) 
利用 p 与 B 可 交换 ,以 及 
WAW = Bil, W*ArW = Bt 
立即 可 计算 出 等 式 (12) 成 立 . 证 毕 . 
定理 5 设 4,B 分 别 是 Hilbert 空间 (Hi,，[*,*]1), (HH,， 
[. 3) 上 有 界线 竹 算 子 ;X 是 (了 [3) 到 (再,L*,*]1) 的 
有 界线 性 算 子 ,A 一 Up,，B 一 Vp,，X 一 Vp 都 是 极 分 解 。 那 
末 4X 二 XB，A*X = XB* 同时 成 立 的 充 要 条 件 是 满足 
(G) 碗 (ZJ7，_r(E)+ 分 别 约 化 4，8. 
( 划 若 印 是 《V(X)+,['，*]1) 到 (过 (X),【*,'1) 的 西 
算 子 , 则 成 立 
WwW*AlxaW 一 B | roxyt, 
并 且 pm 与 也 可 交换 (条 件 (i) (ii 纺 含 pX = Xp’, UX = XV)， 
证 对 于 44| > max(444, 上 上 81;)， 旧 于 
AX =— XB, At*X 一 XB* 
同时 成 立 等 价 于 
{A + XC(B + I) := XR, (A+ UX(B + 47)!* = X, 
刹 下 的 只 要 利用 定 硅 4, 立即 得 到 本 定理 
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从 4X 一 XB，4*X 一 XB*， 立 即 可 以 得 到 
PX 中 MY4X = A*XB— XB*R Xp", 
从 而 pX 一 Xp'。 利用 这 个 等 式 又 得 到 Xf (oCA(p), 并 有 
XVp = XB AX = UpX — UXp’. (13) 
再 利用 XAN(p')CAHA(p)， 由 (13) 就 得 天 XV 一 UX 证 毕 ， 
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文献 索引 和 注 


第 一 齐 

宙 于 本 蔬 的 重点 是 不 定 度 帘 空间 上 的 算 子 理论 ;所 以 第 一 章 实 质 上 是 讨 
论 Kpege 空间 和 IIonyparxa 空间 的 几何 学 。 在 Bogn&r[1] 中 对 一 般 的 ( 即 
非 完 备 的 ) 不 定 度 规 空间 进行 了 系统 而 深入 的 讨论 (可 见 该 节 的 第 一 ,三 ， 四 
章 )。 通 过 这 些 讨论 充分 显示 出 不 完备 的 不 定 度 规 空间 的 几何 学 远 比 完备 的 
不 定 度 规 空间 的 几何 学 复杂 例如 在 不 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 可 能 不 存在 由 
不 定 度 规 所 兢 定 的 拓扑 (内 在 拓扑 ), 自 然 就 很 难 设想 在 不 完备 的 不 定 度 规 空 
间 中 会 出 现在 分 折 上 有 价值 的 算 子 理论 ， 基 于 此 ,本 书 第 一 章 就 讨论 对 算 于 
理论 最 感 兴趣 的 完备 的 不 定 度 规 空间 《重要 特例 是 Kpeft 空间 和 IlogTpargy 
空间 ) 的 几何 学 , 相应 于 这 部 分 的 部 分 内 容 可 见 Hognif 文献 [1] 中 第 五 章 . 
由 于 Bogair 文献 [1] 是 从 讨论 一 般 不 定 度 规 空间 出 发 的 所 以 有 关 这 种 空 . 
间 上 拓扑 方面 的 讨论 是 采用 了 拓扑 线 往 空间 的 方法 :而 要 想 了 解 该 书 第 五 章 
内 容 , 又 必须 很 熟悉 第 一 ,三 ,四 等 章 ， 而 本 书 中 讨论 完备 的 不 定 度 规 空间 上 
的 几何 学 是 完全 采用 另外 的 一 条 路 线 , 即 用 线性 算 子 来 表示 线 狂 子 空间 ， 从 
而 把 完备 的 不 定 度 规 空间 上 的 几何 学 问题 化 成 线性 算 子 的 性 质 的 研究 问题 ， 
这 不 仅 会 使 算 子 理论 方面 的 学 者 感到 极为 方便 :而 且 能 使 我 们 用 较 短 的 篇 幅 
《本 书 第 一 章 § 1 一 $ 3》 就 得 到 Begnir 文献 [1] 中 要 到 第 五 章 方 能 获得 的 
某 些 基本 结果 ， 当 然 ，“ 用 算 子 描述 线性 子 空间 "不 是 作者 的 首创 ， 相 反 是 受 
到 了 用 压缩 算 子 描述 极 大 半 负 子 空间 ,从 而 次 算 子 的 极 大半 负 不 变 子 空间 存 
在 性 化 成 算 子 方程 是 否 有 压缩 算 子 解 的 问题 (Begnsr[1] 第 八 章 ) 这 一 事实 
的 启发 的 结果 。 作者 所 做 的 仅仅 是 将 空间 的 几何 学 问题 与 要 应 的 算 子 性 质 
联系 起 来 ,这 样 做 取得 了 效果 ,并 且 作 者 曾 在 别 的 地 方 《 例 如 见 严 绍 宗 [16]， 
[20]》 应 用 这 一 想法 也 取得 收获 。 此 外 ,完备 子 空间 概念 是 由 作者 提出 并 加 
以 讨论 的 ， 

对 于 §4 中 的 完备 的 不 定 度 规 空间 ， 正 则 分 解 (Begnir 文献 [1] 中 
称 为 基本 分 和 解 》 是 天 们 最 务 于 想到 的 一 种 极 重要 的 分 解 。 然而 ， 从 算 子 谱 
论 * 特 别 是 从 完备 的 不 定 记 规 空间 上 的 天、 自 共 斩 算 子 的 谱 论 来 看 。“ 标 准 
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分 解 ”是 另 一 个 极 重 弃 的 分 解 , 它 是 由 作者 提出 的 ，$ 4 的 全 部 结果 是 属于 作 
者 的 . 

关于 $5 中 的 17xk 空间 结构 方面 的 结果 时 在 50 年 代 奶 业已 获得 (网 Bognir 
的 文献 [1]，Iohvidov，Krein 和 Langer 文献 [1])， 但 所 用 的 方法 太 依 闽 于 
半 负 子 空间 维 数 不 超 过 K<% 这 个 事 洋 ,而 相应 的 结果 不 使 于 推广 到 一 般 的 
完备 的 不 定 麻 规 空间 .在 本 节 由 ;5 的 全 部 内 容 成 了 $1 一 $ 4 的 明显 推论 ， 


第 达 阐 

本 章 讨论 了 币 定 闭 、 对 称 \ 自 共 绒 , 保 上 距 和 西 算 子 等 的 基 永 铂 质 , 其 中 有 
些 内 容 是 已 有 的 (例如 有 关 共 撤 算 子 的 性质 ( 引 理 1.4), 根子 空间 性 质 (定理 
1.6) 等 ), 有 些 内 容 在 较 强 条 忻 下 曾 为 别 的 作者 得 到 过 《例如 有 关 保 距 算 子 
的 连续 性 ， 对 称 算 子 和 保 距 算 子 的 Cayley 变换 等 )， 这 些 可 少见 Begn&r 文 
献上 [1]，Iohvidoy，Kpeiin 和 Laoger 文献 [1] 的 和 朋 关 章节 ， 此 外 ， 用 不 同 
于 本 书 §3 的 条 件 研究 保 距 算 子 扩张 间 车 及 有 关 性 质 的 ， 还 有 Putnam 
Azuzobctl。 FIMynaaac 和 Paiix"' 等 。 本 章 $1 定理 1.9 及 例 1.3 曾 为 舒 
五 昌 扫 得 到 ,而 $i 一 $ 3 其 余 的 基本 结 灯 部 是 局 于 作者 的 。 

本 章 $ 4 内 容 是 Riesz 方法 在 不 定 度 规 空间 上 的 应 用 。 


第 所 章 
$1 中 的 引 理 1.2 和 引 理 1.4 是 作者 得 到 的 ， 基 本 定理 1.5 及 定理 
1.7 一 定理 1.8 早 在 50 年 代 就 效 得 了 (参见 Bognir[1])]. 基 本 定理 1.18 一 定 
理 1.19 在 60 年 代为 舒 五 昌 扩 和 Haiimapk 《Nalmark)m1 几乎 同村 获得 ， 而 
定理 1,18 的 推广 形式 , 即 定理 1.17 是 作者 给 出 的 ， 
§ 2 一 $ 3 的 全 部 结果 是 由 作者 给 出 的 . 
$ 4 一 $5 对 于 Hx 空 | 内 上 有 界 咎 共 轿 谭 子 的 谱系 和 临界 点 概念 最 初 是 由 
Kpegu 和 JIaarep《 英 译名 分 别 为 Krein 和 Langer) 提出 的 , 发 表 在 AH. 
_CCCP.，152 (1963), 但 未 给 出 证 明 , 1965 年 , 舒 各 昌 用 谱 算 于 的 方法 证 明 
了 Tx 空间 上 谱系 的 存在 性 的 证 明 { 未 发 表 ), 再 后 Langer 对 于 下 空间 上 自 
共 元 算 子 在 适当 条 件 下 给 出 诺 系 存在 性 的 证 明 { 它 是 1x 空间 相应 结论 的 真 
正 推 广 有 关 这 个 定理 的 叙述 可 见 Bognsr 文献 [1] 的 第 八 章 $6)。 “临界 点 ” 
的 出 现 反 映 了 不 定 度 规 空间 上 自 共 斩 算 子 和 Hilber 空间 上 自 共 移 算 子 谱 论 
的 本 质 区 别 , 但 谱 算 子 方法 只 能 提供 谱系 的 存在 性 证 明 。， 不 能 给 出 谱系 的 明 
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确 表达 式 , 四 而 不 能 对 "临界 点 ” 粘 确 刻画 ,这 就 六 碍 了 进一步 的 研究 ， $4 一 
$5 就 是 在 $2 所 给 出 的 模型 基础 上 给 出 谱系 的 解析 表达 式 ， 通 过 解析 表达 
式 湾 楚 地 君 型 Krein 和 Langet 原来 引 人 的 “临界 点 ”可 分 为 两 类 , 一 类 是 谱 
系 在 这 一 点 并 没有 奇 性 , 另 一 类 谱系 是 在 这 一 点 有 奇 福 ， 所 以 在 本 所 中 将 后 
者 称 为 临界 点 而 丙种 情况 统称 为 广义 临界 点 《由 Krein 和 Iaoger 的 临 乔 


” 点) $5 中 不 仅 完全 地 刻 硬 了 临界 点 的 结构 ?而 且 给 出 了 自 共 入 算 子 的 谱 肤 


射 理论 : 谱 映 射 的 函数 类 本 质 上 已 达到 Borel 可 测 《〈 除 奇 竹 临界 点 近 变 必 不 
可 少 地 要 如 适当 的 光 请 条 件 外 ) 了 基数 类 . 

§ 6 全 部 是 作者 及 合作 者 童 窒 孙 铺 士 的 工作 。 有 关 不 定 度 规 空 间 上 算 子 
代数 的 讨论 ,可 参见 Bognizr 文献 [11 中 所 引 的 有 关 著 作 ， 从 现 有 情况 米 着 ， 
不 定 度 规 空间 上 算 子 代数 的 研究 沿 属 开始 阶段 ， 


第 四 新 

本 意 §1 一 $ 3 全 部 结果 是 作者 的 ,8$ + 到 自 本 绍 宽 文献 [1]. 

7 空间 上 耗 散 算 二 和 的 研究 可 见 Bognsr 文献 11] 中 有 关 著 作 ， 还 可 兄 音 
补 孙 '1，Craudel 利 [ bhillipstl 等 人 的 著作 。 

如 室 则 上 扰动 理论 的 研究 可 网 Jonas 7 ，]pnas 和 Langer Tangef 
和 Najman' 以 及 童 裕 孙 "等 人 的 著作 . 

五 空间 上 算 子 的 扩张 或 膨胀 的 研究 可 见 Bognir' 还 可 见 童 裕 外 ”1， 
Davist yt], Asnaoet'’, HaronoB 和 YITKHHC Paixc HR Wnynpan™) 
等 人 的 著作 ， 


第 五 说 

本 章 中 除 个 别 结 录 畦 于 童 裕 孙 外 ,其 余 全 部 是 作者 的 . 

有 关 不 定 度 规 空 问 理学 在 场 论 方面 的 应 用 的 文章 是 很 多 的 ， 可 人 参 藻 
FEognar[ITj 中 有 关 文献 以 及 车 书 中 的 参考 文献 部 分 * 这 星 不 拟 一 一 例 举 . 

不 定 魔 规 空间 理论 在 表 未 论 中 的 应 用 主要 有 在 群 表示 和 条 件 正 定 泛 省 
《或 条 件 正 定 广义 函数 ) 表示 两 方面 的 应 用 。 除 本 书 讨论 的 内 容 外 ， 可 见 
Iohvidov，Krein，Langetcil 以 及 Bogn&rt 的 有 关 著 作 ， 

不 定 度 规 空间 理论 在 控制 沦 方面 的 应 用 可 见 伍 铸 波 文献 [11l，12j， 
[3], 
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附 录 


有 关 PutnanrFuglede 型 定 滩 的 讨论 很 多 ， 这 里 仅 按 本 书 中 需要 的 内 容 
作 一 介绍 , 它 摘自 严 绍 宗 , 凌 绍 宽 文献 [1], [21. 
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